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截面的几何形状决定三维函数的混沌特性

于万波†

(大连大学信息工程学院, 大连 116622)

( 2014年 1月 4日收到; 2014年 1月 17日收到修改稿 )

计算仿真发现,函数 f(x, y, z) = sin(k(x2+y2+z2)), f(x, y, z) = k(1− (x2+y2+z2)) e(−(x+y+z+u)2),
f(x, y, z) = k((x2 + y2 + z2)/3)(1− (x2 + y2 + z2)/3)分别与另外两个随机产生的二次多项式函数均可组合

成一个三维离散动力系统, 当系数 k, u在一定范围内取值时, 系统出现混沌吸引子的概率可以大于 90%. 通
过绘制分岔图、Lyapunov指数图等对上述系统的混沌特性进行了分析. 分析发现, 出现混沌概率高的原因是
这 3 个函数的截面都是中间凸起或中间凹陷的曲面, 在这样的截面条件下系统容易出现混沌. 这普遍适用于
三维函数, 利用这些三维离散动力系统绘制出的大量吸引子图形具有使用价值和研究价值.
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1 引 言

混沌是目前学术界的研究热点问题之一 [1]. 关
于线性迭代系统和非线性迭代系统的研究表明, 如
果随机生成系数, 迭代出现混沌的概率很小 [2,3], 进
而作为动力系统 (只有一个方程或者方程组) 进行
迭代产生混沌的概率更小. 计算仿真显示: 由随机
生成的3个二次多项式函数构成的离散动力系统很
难产生混沌, 产生混沌的概率小于0.00001; 随机生
成两个二次多项式函数与一个高次多项式函数所

构成的离散动力系统也很难出现混沌. 虽然存在
Marotto定理 [4,5]及其他混沌定义等判定方法, 并
且这些混沌判定方法完整严密, 已经逐渐完善为混
沌的研究标准, 但是这些方法有时无法应用于实际
系统. 一个动力系统是否出现混沌, 目前缺少一般
性的、简单实用的判定方法 [6]. 实际上, 微分系统等
都可以近似地化为离散动力系统, 所以对离散动力
系统的研究是重要的.

文献 [7—10]研究发现, 函数图像几何形状与
函数混沌特性有直接关系, 例如, 对于一维函数,

单位区域内标准曲线是Li-Yorke混沌的, 也是De-
vaney混沌的, 混沌有理贝赛尔曲线的控制点近似
呈半圆形分布 [7]; 对于二维函数, 标准有理贝赛尔
函数曲面与二维多项式函数曲面产生混沌的概率

可能大于 0.1[8]. 事实上, 我们发现二维正弦函数具
有更好的混沌特性, 因为其截面曲线是一维混沌
曲线的概率高, 所以当另一个二元函数随机生成
时, 两者构成的动力系统出现混沌的概率可能大于
0.7[9]. 在文献 [8]中, 当绘制分岔图时出现了一个
异常现象, 即文献 [8]中图 6 (b)所示曲面比图 1 (b)
所示曲面混沌程度高 (Lyapunov指数大), 混沌参
数的区间也比较大, 这是因为其边界处导数绝对值
大, 截面曲线是一维混沌曲线的比较多, 只有边缘
极少部分截面曲线不混沌, 虽然其单个截面曲线的
混沌程度比图 1 (b)所示曲面的混沌程度要小, 但
是整体看来, 图 6 (b)所示曲面的混沌程度高. 为了
更清楚地说明, 图 1给出了文献 [8]中的这两张图.
文献 [10]讨论了一元复合函数的混沌问题. 实际
上, 复合函数的混沌特性与原来函数的几何形状有
直接关系.
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基于上述研究结果, 本文把研究拓展到三维空
间, 绘制并分析了三维正弦函数、三维小波函数和
改进的三维Logistic映射函数的二维截面, 发现三
种函数的二维截面都具有周期振荡特性. 这 3种函
数分别与随机生成的两个三维多项式函数均可组

合成一个动力系统, 给出了具体的实例, 并通过绘
制分岔图和Lyapunov指数图等分析构成系统的混
沌特性. 结果表明, 如果三维函数的二维截面具有
周期振荡特性, 当它与其他随机函数组合成一个动
力系统时, 系统出现混沌的概率很高.
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图 1 文献 [8]中的两个曲面的对比 (a) 文献 [8]的图 1 (b); (b) 文献 [8]的图 6 (b)

2 三维函数与随机函数构成的动力
系统分析

2.1 一个正弦函数与两个随机多项式函数

构成的动力系统

三个函数构成一个三维动力系统, 其中一个是
正弦函数, 另外两个是随机产生的多项式函数, 具
体表达式如下:

f(x, y, z) = sin(k(x2 + y2 + z2)), (1)

g(x, y, z) = a1 + a2x+ a3y + a4z

+ a5x
2 + a6y

2 + a7z
2 + a8xy

+ a9yz + a10xz, (2)

h(x, y, z) = b1 + b2x+ b3y + b4z + b5x
2

+ b6y
2 + b7z

2 + b8xy

+ b9yz + b10xz. (3)

2.1.1 正弦函数截面图

计算仿真发现, 当k > 3.14时, 编写程序随机
产生 100000组多项式函数 (2), (3)式, 每组均与三
角函数 (1)式构造一个系统. 对于每一个系统,迭代
3000次,舍弃前500次,然后计算 [0, 1]×[0, 1]×[0, 1]

区域内的吸引子点数与区域内总点数的比值 (当迭
代值之间的最小差值为0.01时, [0, 1]× [0, 1]× [0, 1]

区域内总点数为102×102×102),该比值大于0.001
时可认为系统出现混沌. 按照此方法统计, 所构成
的系统出现混沌的概率大于 0.9. 出现混沌概率高
的原因在于三角函数 (1)式的二维横截面 (函数)具
有较好的混沌特性 [8,9]. 图 2 (a)是当x = −1, −0.6,
−0.2, 0.2, 0.6, 1时得到的横截曲面的灰度图, 灰度
深表示函数值比较小; 图 2 (b)显示了与图 2 (a)对
应的截面曲面. 由三角函数 (1)式的对称性可知,
对 y或 z作相同取值所得到的横截曲面与图 2所示

曲面相同.
下面随机生成两个三维多项式函数 g(x, y, z)

和h(x, y, z), 相应的系数如表 1所列. 随机生成
系数后, 分别计算 g(x, y, z)和h(x, y, z)的最大值

gmax, hmax和最小值 gmin, hmin, 然后利用下式对
g(x, y, z)和h(x, y, z)进行调整:

gnew =
2(g − 0.5(gmax + gmin))

gmax − gmin
,

hnew =
2(h− 0.5(hmax + hmin))

hmax − hmin
, (4)

从而将 g(x, y, z)和h(x, y, z)的函数值均调整到

−1—1之间, 调整后函数的截面曲面及其灰度图
如图 3所示. 这两个三维多项式函数与三维正弦函
数 (令k = 3.14159)构成一个动力系统, 迭代得到
的吸引子图形如图 4所示.
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图 2 (网刊彩色)固定 x值得到的三维正弦函数的横截曲面 (a) 灰度图; (b)与 (a)对应的截面曲面

表 1 随机生成的两个三维多项式函数的系数

a 0.1978 −0.0381 −0.4174 0.3207 −0.3070 −0.0546 −0.4870 −0.1913 0.3754 0.3353

b 0.3807 −0.0203 0.0608 0.1159 0.1619 0.1166 0.1851 0.0102 0.2140 0.0152
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图 3 (网刊彩色) 随机生成的两个三维多项式函数的截面曲面和灰度图 (a) g(x, y, z); (b) h(x, y, z)

改变k值, 系统的吸引子图形会发生改变. 当
k > 3时, 三维正弦函数与随机生成的两个三维多
项式函数构成的动力系统出现混沌吸引子的概率

可达到 0.9. 为了进一步确认此系统的混沌特性, 下
面研究其分岔图和Lyapunov指数图.

2.1.2 分岔图和Lyapunov指数图
随机生成的三维多项式函数 (2), (3)式的

系数a, b使用表 1所列数据, (1)式中 k取值为

1—4, 步长为 0.002, 得到的 z关于 k, y的分岔图

和Lyapunov指数图如图 5和图 6所示. 利用分岔
图 (图 5 )可以得到动力系统出现混沌时参数 k的

取值范围. 观察图 6所示的Lyapunov指数图可以
看出, Lyapunov指数图与分岔图相对应, 并且Lya-
punov指数可以大于 10, 这与k值有关, 因为三维
正弦函数求导后, 其关于x的偏导数为

f ′
x(x, y, z) = 2kx(cos(k(x2 + y2 + z2))).
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图 4 三维正弦函数与随机生成的两个三维多项式函数

构成的系统的三维吸引子

2.2 三维小波函数与两个随机多项式函数

构成的动力系统

三维小波函数的具体表达式为

f(x, y, z) = k(1− (x2 + y2 + z2))

× e(−(x+y+z+u)2), (5)

其截面灰度图如图 7所示.
将 (5)式与 (2), (3)式组合成一个动力系统,

(2), (3)式的系数a, b使用表 1所列数据, k的取

值为 1—2, 步长为 0.015, u的取值为−0.8—0.8,
步长为 0.015, 此时得到系统的二维分岔图如
图 8 (a)—(c)所示. 令 k = 1.95, u = 0.3, 得到的
吸引子图如图 8 (d)所示.

对于此系统,令k的取值为1—2,步长为0.015,
u的取值为−0.8—0.8, 步长为0.015, 得到的系统三
维Lyapunov指数图如图 9所示. 从图 8和图 9可
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图 5 不同视角观察到的三维正弦函数与随机生成的

两个三维多项式函数构成的系统的分岔图 (a) 视向
量为 (0.5272, −0.6871, −0.5); (b) 视向量为 (−0.0213,
0.8871, −0.3562)
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图 6 三维正弦函数与随机生成的两个三维多项式函数

构成的系统的Lyapunov 指数图
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图 9 三维小波函数与随机生成的两个三维多项式函数

构成的系统的Lyapunov指数图

以看出, 三维小波函数的横截面便是文献 [11]研究
的小波函数的分岔图和Lyapunov 指数图.

2.3 改进的三维Logistic映射与两个随机
多项式函数构成的动力系统

把Logistic映射改造成下面的三维形式,

f(x, y, z) = k((x2 + y2 + z2)/3)

× (1− (x2 + y2 + z2)/3). (6)

将 (6)式与 (2), (3)式组合成一个动力系统, (2), (3)
式的系数a, b使用表 1所列数据, 首先绘制其分岔
图,以便确定该系统出现混沌时k的取值范围. 令k

从 5.2增加到 6, 步长为 0.0005, 得到的系统分岔图
如图 10所示. 观察图 10可知, 当k在5.93—6.00之
间时该系统是混沌的.
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图 10 Logistic映射与随机生成的两个三维多项式函数构成的系统的分岔图 (a) k-y分岔图; (b) k-z分岔图
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图 11 Logistic映射与随机生成的两个三维多项式函数
构成的系统的吸引子图, k = 6.15, (2), (3)式的系数a, b
使用表 1所列数据

令 k = 6.15, 得到的系统 (近似)吸引子如

图 11所示. 事实上, 系统是否出现混沌很大程度上
取决于 (6)式所示的函数, 例如当 k = 5.65—6.15
时, 随机生成三维多项式函数 (2), (3)式, 三者
构成的系统出现混沌吸引子的概率大于 0.5. 当
随机生成的三维多项式函数 (2), (3)式系数使用
表 2和表 3所列数据时, 得到的两个混沌吸引子如
图 12 (a)和 (b)所示.

与 (1), (5)式一样, (6)式之所以能产生混沌,
取决于该类函数的截面函数具有很好的混沌特

性 [6,7], 绘制 (6)式所示函数的 6个横截面, 结果如
图 13所示.
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图 12 Logistic映射与随机生成的两个三维多项式函数构成的系统的吸引子图 (a) k = 6.15, (2), (3)式的系数
a, b使用表 2所列的数据; (b) k = 5.8, (2), (3) 式的系数a, b使用表 3所列的数据
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表 2 随机生成的两个三维多项式函数的系数

a 0.3132 −0.4901 −0.3611 −0.2972 −0.3013 0.1038 −0.2278 −0.3012 −0.4847 0.2468
b 0.4318 −0.0340 −0.0814 0.3462 0.0252 −0.2974 0.1721 0.3381 −0.4804 0.1813

表 3 随机生成的两个三维多项式函数的系数

a −0.1866 −0.2688 −0.0839 −0.2012 0.1724 0.4383 −0.1569 0.0630 −0.3811 −0.3310

b −0.2211 0.0568 −0.0144 0.4522 −0.2681 −0.0213 0.0265 0.2927 −0.3070 0.4096

3 结 论

本文给出了一个构造三维混沌系统的新方法,
即在一维混沌函数、二维混沌函数的基础上, 增加
变量拓展其成为具有较好混沌特性的三维函数, 然
后与随机函数构成动力系统. 先绘制分岔图以确定
其混沌区域, 然后绘制Lyapunov指数曲线或曲面
进一步确认其混沌区域, 利用其混沌区域的参数可
以得到几乎不可穷尽的混沌吸引子. 通过仿真研
究可以得到一个初步的结论, 即混沌虽然复杂, 但
是产生混沌的条件却很完美, 只要动力系统中有一
个函数具有好的混沌特性、好的折叠程度, 那么当
另外两个函数随机生成时, 三者所构成的系统就极
有可能是混沌的. 从统计的角度看, 当k > 3.14时,
函数混沌概率很高. 实际上, 当k > 3.14 时, 三维
函数 (1)式的横截曲面就是文献 [8, 9]中的标准曲
面 (具有很好的混沌特性), 这样, 当迭代点进入到
某个截面后, 原有运动趋势发生改变的概率很大,
所以整体上出现混沌的概率增加了. 不过这些还需
要数学描述和数学论证, 我们正在试图通过几何形
状、关键点、关键边界曲线和曲面、投影面与曲面总

面积比值等给出混沌产生的条件, 如使用下式表示
三维函数的混沌程度:

Rchaos

=

∫∫∫
ℜ

(|f ′
x|+ |f ′

y|+ |f ′
z|)dxdydz

∫∫∫
ℜ

√
1 + (f ′

x)
2 + (f ′

y)
2 + (f ′

z)
2dxdydz

, (7)

式中分子部分表示函数投影之和, 分母部分则表示
面积, 这一工作正在进行中.

许多实际应用研究领域与混沌有关 [12−15], 本
文的结论有可能应用于这些问题的研究. 例如, 从

一个中心发射出一种球形的强弱变化类似于正弦

函数的电磁波或者某种作用力等, 那么在机械牵引
力、重力等作用下的物体进入到这个场中都可能会

被迫发生混沌运动. 可以用带电粒子在磁场中的运
动进行实验, 将磁场构造成上述类似的三维函数,
然后给带电粒子加上一定的作用力, 观察其是否出
现混沌状态. 一旦出现混沌, 便会一直在这个作用
场中 (混沌的)运动. 进一步可以推测当光线进入到
一个类似的场中时会出现混沌, 这可能是黑洞产生
的原因, 即黑洞不需要大的引力, 只要其内部具有
好的混沌特性, 那么就可以吞噬光线或者其他常规
运动的物体. 还可以做一个推测, 百慕大三角区域
可能存在类似于本文中函数的作用力, 这样当飞行
物或者船只进入这个区域时, 重力作用与物体的动
力作用构成了其他两个 (随机)函数, 所以极易出现
混沌, 致使物体无论怎样进行通常意义的调整都不
会摆脱混沌的作用.
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Chaotic characteristics of three-dimensional function
determined by cross-section geometric shape
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Abstract
The calculation and simulation results show that f(x, y, z) = sin(k(x2 + y2 + z2)), f(x, y, z) = k(1 − (x2 + y2 +

z2)) e(−(x+y+z+u)2), f(x, y, z) = k((x2 + y2 + z2)/3)(1 − (x2 + y2 + z2)/3) can easily constructe a three-dimensional
(3D) discrete dynamic system by combining other two polynomial functions generated randomly. Through calculating
Lyapunov exponent and drawing the bifurcation diagram, the characteristics of chaos of the function are confirmed, and
according to the bifurcation diagram of parameters and the Lyapunov exponent curve more chaotic mapping functions are
found. Analysis shows that the cross-section geometric shape can determine the chaotic characteristics of 3D function,
and the cross-sections are all the median convex or middle concave surfaces, which can constructe chaotic dynamic
systems easily. In the future, the mathematical description model and some basic theorems are to be further investigated
and their results will be used to solve practical problems such as turbulence.
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