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一类非线性神经网络中噪声改善信息传输∗

李欢† 王友国‡

(南京邮电大学理学院, 南京 210023)

( 2013年 6月 11日收到; 2014年 2月 28日收到修改稿 )

以互信息为测度, 通过数值计算和计算机仿真比较详细地讨论了在加性和乘性噪声共同作用下的一类非
线性神经网络中噪声改善信息传输的 (阈上)随机共振现象. 在一定的系统阈值和固定的乘性 (或加性)噪声
强度下, 互信息随着加性 (或乘性)噪声强度的增加显示出上凸变化, (阈上)随机共振出现; 系统阈值单元数目
的增加可增强信息传输的效果; 系统阈值的增加使得信号处在阈下的成分增多, (阈上)随机共振现象更容易
发生. 另外, 改变加性噪声强度比改变乘性强度时 (阈上)随机共振更容易发生. 以上结果说明 (阈上)随机共
振现象的存在性和噪声改善信息传输的效果与乘性或加性噪声强度、阈值单元数以及系统阈值水平密切相关.
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1 引 言

在非线性系统中, 噪声改善信号处理和信息
传输的现象被称为随机共振 (stochastic resonance,
SR), 它是由Benzi等 [1]在 1981年首次提出的. 目
前, SR的研究成果相当丰硕 [1−19]. 人们研究随机
共振的初期多是以周期变化的信号为输入信号, 通
过系统内部或外部加入的噪声尽可能地增加系统

输出信噪比 [7−9]. 1995年, Collins等 [17]提出了非

周期共振的概念, 并将随机共振与信息论结合起
来, 这为随机共振的研究开辟了更为广阔的天地.

经典的随机共振认为只有当信号处于阈下时,
噪声才可能对信息传输起到积极的作用, 随机共振
现象发生. 直到 2000年, Stocks[18]在研究Collins
等 [17] 提出的神经网络模型时却发现信号大于阈

值时也出现了噪声改善信息传输的现象, 这个过
程类似于随机共振, 被称为阈上随机共振 (supra-
threshold stochastic resonance, SSR). SSR 的提出
丰富了SR理论, 而神经网络的研究也一度成为热

点 [19−21].
虽然阈上随机共振的研究结果目前也比较丰

富 [18,19,22−29], 但这些研究往往考虑系统中只有加
性噪声时的情形. 也有一些学者研究了系统中单
独含有乘性噪声时的随机共振现象 [30−32], 然而在
实际情况中, 系统往往同时受到加性和乘性噪声影
响 [16,33,34]. 文献 [34]研究了加性和乘性噪声共同
作用下的一类非线性神经网络系统中的超阈值随

机共振现象. 本文在文献 [34]的基础上, 进一步详
细地讨论加性噪声和乘性噪声强度、阈值单元数以

及系统阈值对 (阈上) 随机共振现象的存在性及噪
声改善信息传输效果的影响.

2 一类非线性神经网络模型

文献 [34]中所讨论的神经网络模型见图 1 . 在
这个系统中, x 是一个输入信号, 本文同样取 x 是

均值为零, 方差为σ2 的高斯信号, 其概率密度函
数为

P (x) =
1√
2πσ2

exp
(
− x2

2σ2

)
. (1)
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S(x)是一系统函数, 这里仍取S(x)为分段函数:

S(x) =

x (x > 0)

0 (x 6 0)
. (2)

α为确定性信号在系统中的耦合强度, εi和 θi, 各
εi, θi 之间均是相互独立的标准高斯噪声, 即

⟨εi, εj⟩ = 0 ⟨θi, θj⟩ = 0 (i ̸= j),

⟨εi, θj⟩ = 0 (i, j = 1, 2, · · · , N). (3)

Ui(i = 1, 2, · · · , N) 是阈值, 为了便于计算, 同样取
U1 = U2 = · · · = UN = U ; yi 是第 i个阈值单元的

输出信号, 它可由Heaviside 函数表示:

yi =

1 (vi > Ui)

0 (vi < Ui)
, (4)

其中

vi = αS(x) +DεiS(x) +Rθi. (5)

(5)式中 vi 是经过乘性噪声和加性噪声共同作用下

的一个输出, D, R 分别为乘性噪声强度和加性噪
声强度.
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图 1 具有N 个阈值单元的神经网络模型

由 (3)式知, 不同的 vi(i = 1, 2, · · · , N) 也是

相互独立的. 对事先给定的x, 上述网络输出

信号 y =
N∑
i=0

yi 服从二项分布, 可能取值集合为

M = {k|k = 0, 1, 2, · · · , N}, 且 y = k(k ∈ M)的概

率为

P

{ N∑
i=1

yi = k|x
}

= Ck
Nqkx(1− qx)

N−k (k = 0, 1, · · · , N), (6)

这里

Ck
N =

N !

k!(N − k)!
, qx = P{yi = 1|x}.

当输入信号x > 0 时, vi 满足的条件概率密度
函数是高斯型的:

P (vi|x) =
1√

2π(D2x2 +R2)

× exp
(
− (vi − αx)2

2(D2x2 +R2)

)
, (7)

这时,

qx = hx = P{yi = 1|x > 0}

= P{vi > U |x > 0} =

∫ ∞

U

P (vi|x)dvi

=
1

2
− 1

2
erf

(
U − αx√

2(D2x2 +R2)

)
. (8)

当输入信号x 6 0 时, vi 满足的条件概率密度函数
也是高斯型的:

P (vi|x) =
1√
2πR2

exp
(
− v2i

2R2

)
, (9)

此时得到 qx 为

qx = rx = P{yi = 1|x 6 0} = P{vi > U |x 6 0}

=

∫ ∞

U

P (vi|x)dvi

=
1

2
− 1

2
erf

(
U√
2R2

)
. (10)

3 噪声改善信息传输

3.1 Shannon互信息

系统输入信号x与输出信号 y之间的互信息可

表示为 [19]

I = H(y)−H(y|x), (11)

其中H(y)为输出信息熵, H(y|x)表示输出条件熵.
在图 1所示的系统中

H(y) =−
N∑

k=0

Ak log2 Ak, (12)

H(y|x) =−
∫ +∞

−∞
P (x) ·

N∑
k=0

Bk log2 Bkdx, (13)

这里

Bk = P

{ N∑
i=1

yi = k|x
}

= Ck
Nqkx(1− qx)

N−k, (14)

Ak = P

{ N∑
i=1

yi = k

}
=

∫ +∞

−∞
P (x)Bkdx

= Ck
N

∫ 0

−∞
P (x)rkx(1− rx)

N−kdx

+ Ck
N

∫ +∞

0

P (x)hk
x(1− hx)

N−kdx. (15)
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则 (12)和 (13)式可分别表示为

H(y)

=−
N∑

k=0

Ak log2 Ak

=−
N∑

k=0

Ck
N

(∫ 0

−∞
P (x)rkx(1− rx)

N−kdx

+

∫ +∞

0

P (x)hk
x(1− hx)

N−kdx
)

× log2
[
Ck

N

∫ 0

−∞
P (x)rkx(1− rx)

N−kdx

+ Ck
N

∫ +∞

0

P (x)hk
x(1− hx)

N−kdx
]
, (16)

H(y|x)

=−
∫ +∞

−∞
P (x) ·

N∑
k=0

Bk log2 Bkdx

=−
∫ 0

−∞
P (x)

N∑
k=0

Ck
Nrkx(1− rx)

N−k

× [log2 Ck
N + k log2 rx

+ (N − k) log2(1− rx)]dx

−
∫ +∞

0

P (x)
N∑

k=0

Ck
Nhk

x(1− hx)
N−k

× [log2 Ck
N + k log2 hx

+ (N − k) log2(1− hx)]dx. (17)

3.2 数值计算与仿真结果分析

取 (5)式中α = 1, 输入的高斯信号x的方差

σ2 = 1. 图 2—7给出了在不同的阈值水平和乘性
噪声强度 (或加性噪声强度)下, 对于不同的阈值单
元数N , 互信息 I随加性噪声强度R (或乘性噪声
强度D)的变化情况 (图中数据点是仿真结果).
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图 2 U = 0及不同的乘性噪声强度D时 (a) D = 0.001, (b) D = 0.5, (c) D = 2, 互信息 I作为R的函数随不同N 的变化
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图 3 U = 1及不同的乘性噪声强度D时 (a) D = 0.001, (b) D = 0.5, (c) D = 2, 互信息 I作为R的函数随不同N 的变化
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图 4 U = 4及不同的乘性噪声强度D时 (a) D = 0.001, (b) D = 0.5, (c) D = 2 互信息 I作为R的函数随不同N 的变化
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图 5 U = 0及不同的加性噪声强度 (a) R = 0.001, (b) R = 0.5, (c) R = 2时互信息 I作为D的函数随不同N 的变化

图 2是U = 0, D分别为 0.001, 0.5, 2时, 对于
不同的N , 互信息 I作为R的函数的变化情况. 对
较小强度的固定乘性噪声 (D = 0.001, 0.5), 较小
的阈值单元数时互信息曲线随着R的增加总是单

调递减的, 此时SSR不存在; 但对较大的N值, 互
信息曲线出现上凸的形式, 出现了SSR现象, 信息
传输得到改善, 并且随着N的增大, 互信息的最大
值也在增加, 信息传输的效果在提高. 相对于文
献 [18]中没有乘性噪声的情况, 这里当N较小时,
R = 0 时的互信息并不为 1, 且互信息的峰值均下
降, 其原因可能是系统函数的非线性及系统中加入
的少量乘性噪声影响了信息的传输; 对比图 2 (b)
中D = 0.5时与图 2 (a)中D = 0.001时的情况, 前
者在N = 8时SSR 现象没有出现, 并且在较大N

时 (N > 8)互信息峰值在减小, 这说明较强的乘性
噪声对系统的信息传输产生了消极的影响; 进一步
增加乘性噪声强度 (D = 2), 图 2 (c) 中显示了互信
息随R增加而单调递减, SSR不存在, 其原因可能

是过强的乘性噪声诱导了线性化的结果 [18].
图 3给出的是U = 1, D分别为 0.001, 0.5, 2

时, 对于不同的N , 互信息 I作为R的函数的变

化情况. 对于较小强度的乘性噪声 (D = 0.001),
图 3 (a)显示了标准的SSR现象 [18], 即当N = 1时

互信息单调下降, 当N > 1时, 噪声能改善信息
传输, 且随着N 的增加, 峰值上移, 阈上随机共振
的功效在增强. 增加乘性噪声强度 (D = 0.5, 2),
图 3 (b), (c)两子图显示, 只有当N较大时, 才能出
现噪声能改善信息传输的SSR现象, 这说明SSR
现象的存在性与乘性噪声强度有较大关系, 乘性噪
声越强, SSR越不易出现.

图 4是U = 4, D分别为 0.001, 0.5, 2时, 对于
不同的N , 互信息 I作为R的函数的变化情况. 在
较小的乘性噪声强度 (D = 0.001, 0.5)时, 对所有
的N均出现SSR 现象 (这是由于信号主要成分在
阈下,经典的SR影响存在),且随着N的增大,互信
息最大值在增加, 信息传输的效果在增强. 进一步
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增大D, 图 4 (c)显示对于较小的阈值单元数, SSR
现象不存在, 但随着N的增大, 信息传输的效果还
是有所改善的. 通过比较, 从图 2到图 3再到图 4 ,
阈值的增加使得信号处在阈下的成分增多 (经典的
SR影响逐渐增加), SSR现象更容易发生.

R分别为0.001, 0.5, 2时,对不同的N ,图 5—7
分别给出了U = 0, 1, 4 时的互信息 I随D的变化

情况. 图 5 (U = 0)显示无论R取何值SSR 现象均
未出现, 但随着N的增大, 信息传输的效果在改善.
图 6 (a) (U = 1)的加性噪声强度 (R = 0.001)很小,

其结果与文献 [19]中的纯乘性时图 5的上子图一

致, 标准的SSR 现象出现 [18], 说明弱的加性噪声
作用几乎可以忽略; 随着R的增加 (R = 0.5, 2), 对
所有的N均未出现SSR现象. 同图 4一样, 图 7中

阈值比较大 (U = 4), 信号主要成分在阈下, 无论R

取何值, 对所有的N均出现SSR 现象. 从图 5 到

图 6再到图 7同样说明阈值的增加使得信号处在

阈下成分增多, SSR 现象更容易发生. 对比图 2与

图 5、图 3 与图 6 , 说明改变加性噪声强度比改变
乘性噪声强度更容易使得阈上随机共振发生.
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图 6 U = 1及不同的加性噪声强度 (a) R = 0.001, (b) R = 0.5, (c) R = 2时互信息 I作为D的函数随不同N 的变化
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图 7 U = 4及不同的加性噪声强度 (a) R = 0.001, (b) R = 0.5, (c) R = 2时互信息 I作为D的函数随不同N 的变化

4 结 论

本文以互信息为测度, 比较详细地讨论了在加
性和乘性噪声共同作用下的一类非线性神经网络

中噪声改善信息传输的 (阈上) 随机共振现象, 通
过数值计算和计算机仿真对结果进行分析讨论, 发

现 (阈上) 随机共振现象的存在性及噪声改善信息
传输的效果与乘性或加性噪声强度、阈值单元数以

及系统阈值的选择有较大关系. 在适当的系统阈
值和固定的乘性或加性噪声强度下, 互信息随着加
性或乘性噪声强度的增加显示出上凸变化, (阈上)
随机共振出现, 信息的传输得到改善; 系统阈值单
元数目的增加可增强信息传输的效果; 阈值水平
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的增加使得信号处在阈下成分增多, SSR现象更容
易发生. 此外, 改变加性噪声强度比改变乘性强度
时, 阈上随机共振现象更容易发生, 这也为人们往
往仅研究加性噪声下的随机共振现象提供了一定

的依据.
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Abstract
In this paper, (supra-threshold) stochastic resonance phenomenon of noise-enhanced information transmission is

studied in detail through the numerical calculation and the computer simulation in a non-linear multilevel threshold
neural networks system, which is affected by both additive noise and multiplicative noise, then the mutual information is
used to characterize the phenomenon. The mutual information as a function of additive noise intensity or multiplicative
noise intensity brings on convex changes under a suitable system threshold and a fixed multiplicative noise intensity or
additive noise intensity, which shows that the (supra-threshold) stochastic resonance phenomenon occurs. The increases
in the number of the system threshold units can enhance the effectiveness of information transmission; the increase of
the system threshold can increase the signal components that are under the threshold, and thus the supra-threshold
stochastic resonance takes place more easily. In addition, by changing the additive noise intensity the supra-threshold
stochastic resonance occurs more easily than by changing the multiplicative noise intensity. The above results show
that both the existence of the supra-threshold stochastic resonance and the effectiveness of noise-improved the signal
transmission are closely related to multiplicative or additive noise intensity, the number of threshold units, and the
system threshold level.
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