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基于体积平均法模拟铸锭凝固过程的可靠性分析∗

李日† 王健 周黎明 潘红

(河北工业大学, 材料成型及控制工程重点实验室, 天津 300130)

( 2013年 12月 28日收到; 2014年 2月 27日收到修改稿 )

采用欧拉方法和体积平均思想, 建立了以液相为主相、等轴晶和柱状晶视为两类不同第二相的三相模型,
耦合凝固过程质量、动量、能量、溶质的守恒方程和晶粒的传输方程. 以Al-4.7 wt.%Cu二元合金铸锭为例, 模
拟了合金铸锭二维的流场、温度场、溶质场、柱状晶向等轴晶转变过程以及等轴晶的沉积过程, 并将模拟的铸
锭组织和偏析结果与实验所得结果对比.温度场、流场和组织的模拟结果与理论基本一致, 但由于模型没有考
虑收缩以及浇注时的强迫对流, 导致铸锭外层的偏析模拟值比实测值低, 内层的模拟值比实测值高.所以收缩
和逆偏析在模拟中是不可忽略的, 这也是本文模型的改进方向.另外在所得模拟结果的基础上分析了体积平
均法计算铸锭凝固过程的优点和不足之处.
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1 引 言

凝固过程中存在着传热、传质、固相和液相的

移动以及固液界面的迁移, 同时还存在形核、枝
晶的生长、柱状晶向等轴晶转变 (CET)过程等现
象.早期的模型是以经典的传热理论为基础来研
究铸锭的凝固过程. 从 20世纪 80年代以后, 模型
逐渐完善到传热、传质和流动的完全耦合, 并且从
微观角度来模拟固液界面现象. 1987年, Bennon
和 Incropera[1]提出了连续介质模型. 1988年, Be-
ckermann 和Viskanta[2]提出了二元合金体积平均
模型. 1991年, Ni和Beckermann[3]提出了体积平

均两相模型. 1996年, Wang和Beckermann[4] 建

立了描述多尺度、多相模型. 2006年, Wu和An-
dreas[5]改进了体积平均模型, 提出了等轴晶 -柱状
晶混合的三相模型. 王同敏等 [6]基于体积平均思

想提出了等轴晶凝固过程的液、固、气三相模型.
2009 年, Wu和Ludwig[7,8]提出了考虑枝晶包络的
以全域等轴晶方式凝固的三相模型. 刘东戎等 [9]

以体积平均法为基础, 建立考虑固相移动的大尺寸

钢锭宏观偏析的数学模型. 2010年, Wu等 [10,11]提

出了考虑枝晶包络的以等轴晶 -柱状晶方式凝固的
五相模型. 2012 年, 张红伟等 [12]建立了合金凝固

过程元胞自动机 -控制容积积分法 (CA-FV)的宏微
观双向耦合的数学模型. 2014年, 王哲等 [13]基于

欧拉方法和流体体积元技术, 建立了三维多相流体
动力学凝固模型, 并将其与三传方程耦合模拟合金
的凝固过程. 综上, 从模型的发展历程可知, 宏微
观耦合、多维多相以及多元合金凝固的数值模拟已

成为当今模型发展的主流方向.

2 数学模型

本文采用Wu和Aodreas[5]提出的等轴晶 -柱
状晶混合的三相模型, 此数学模型基于如下假设:

1)考虑到研究对象为轴对称的铸锭, 所以用二
维横截面模拟结果代替三维空间模拟结果;

2) 熔体视为不可压缩流体且为层流流动;
3) 等轴晶近似为球体; 柱状晶近似为圆柱体,

生长方向垂直于壁面, 一次枝晶间距视为常数;
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4) 无补缩流, 热溶质对流、晶粒的沉积和熔体
对流采用Boussinesq方法求解, 即除浮力项外的其
他项密度值视为常数;

5)忽略枝晶熔断, 等轴晶和柱状晶之间无质量
交换;

6)不考虑浇注时的充型过程, 假设熔体在铸型
中为稳定的初始状态且无过热;

7) 忽略凝固过程中铸锭的收缩以及由收缩引
起的液相流动等效应;

8) 界面换热系数和边界温度视为常数;
9) 不考虑固相中溶质的扩散.
描述凝固过程流动、传热、传质的模型方程可

以写成如下统一形式:
∂(ρφ)

∂t
+∇ · (ρuφ)

=∇ · (Γ · ∇φ) + Sφ, (1)

(1)式从左到右分别为方程的时间项、对流项、扩散
项和源项. 基于欧拉方法和体积平均思想, 采用等
轴晶 -柱状晶混合的三相模型, 依据 (1)式分别对三
相建立质量、动量、溶质和能量守恒方程.

质量方程为

∂

∂t
(flρl) +∇ · (flρlul) = Msl, (2)

∂

∂t
(fsρs) +∇ · (fsρsus) = Mls, (3)

式中, l代表液相, s代表固相, 指代等轴晶或柱状
晶; f , ρ和u分别代表体积分数、密度和相对运动速

度; M代表固液相之间的质量交换率.
动量方程为

∂

∂t
(flρlul) +∇ · (flρlul ⊗ ul)

=− fl∇p+∇ · [flµl∇ · ul + flµl(∇ · ul)
T]

+ flρl[βT(T
ref − T ) + βC(c

ref − cl)]g + Usl, (4)
∂

∂t
(fsρsus) +∇ · (fsρsus ⊗ us)

=− fs∇p+∇ · [fsµs∇ · us + fsµs(∇ · us)
T]

+ fs(ρs − ρl)g + Uls, (5)

式中, 上标T表示矩阵的转置, ⊗表示矢量的并积
运算, p为压力, µ为黏度, g为重力加速度, U为固
液之间的动量交换率, βT和βC分别为热膨胀系数

和溶质膨胀系数, cref和T ref分别为参考成分和参

考温度. 动量方程仅应用于液相和等轴晶相.
溶质方程为

∂

∂t
(flρlcl) +∇ · (flρlulcl)

= ∇ · (flρlDl∇cl) + Csl, (6)
∂

∂t
(fsρscs) +∇ · (fsρsuscs)

= ∇ · (fsρsDs∇cs) + Cls, (7)

式中, C为固液之间的溶质交换率, D为溶质扩散
系数.

能量方程为

∂

∂t
(flρlhl) +∇ · (flρlulhl)

= ∇ · (flkl∇ · Tl) +Qsl, (8)
∂

∂t
(fsρshs) +∇ · (fsρsushs)

= ∇ · (fsks∇ · Ts) +Qls, (9)

式中,

hl =

∫ Tl

T ref
cp(l)dT + href

l ;

hs =

∫ Ts

T ref
cp(s)dT + href

s ,

h为焓, k 为热导率, Q为固液之间的能量交换率,
T ref为热焓计算所用参考温度, c 为比热容.

在求解 (4)—(9)式中的源项时都是以 (2)和
(3)式中的源项Msl和Mls为基础求解, 而求解Msl,
Mls 和等轴晶漂移时需要知道等轴晶的密度n, 通
过 (10)和 (11)式联立求出n.

晶粒传输方程为

∂

∂t
n+∇ · (usn) = N, (10)

式中N为形核率.
采用经典的三参数形核公式计算N :

N =
dn
dt =

dn
d(∆T )

· d(∆T )

dt

=
d(∆T )

dt · nmax√
2π∆Tσ

× exp
[
− 1

2

(
∆T −∆TN

∆Tσ

)2]
, (11)

∆Tσ为方差过冷度, ∆TN为对应最大形核率的平

均形核过冷度, nmax为最大形核密度.

3 计算方法

本文采用体积平均法, 即上述方程中所求的物
理量均视为一个控制单元内的平均值, 如能量方程
所求的为单元的平均温度, 动量方程所求的为单元
的平均速度. 将方程 (2)—(10)进行耦合分离式求

128103-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 12 (2014) 128103

解, 固相和液相的压力场相同, 应用SIMPLE算法
求解.在每一个时间步长内的计算顺序是: 动量方
程、质量方程、能量方程、溶质方程、晶粒传输方程,
分别得到速度u, 体积分数 f , 温度T , 溶质浓度 c,
晶核密度n.

4 计算结果与讨论

4.1 边界条件和初始条件

本文模拟Al-4.7 wt.%Cu二元合金在金属型铸
锭中的凝固过程, 模拟时简化为一个在二维区域的
凝固过程, 该区域大小为50 mm× 100 mm, 上边界
与空气接触, 换热系数为 100 W·m−2 · ◦C−1, 左右
以及下边界与金属型型壁接触, 设置为第三类换热
边界条件, 换热系数为 500 W·m−2 · ◦C−1, 环境温
度为 25 ◦C, 合金初始的浇注温度为 933 K, 不考虑
浇注时的强迫对流, 假设金属液初始为静止状态.
模拟的时间步长设置为 0.01 s, 将计算区域划分为
正方形网格, 每个网格的大小为 1 mm2. 计算采用

的主要参数见表 1 .

4.2 铸锭凝固的传热、流动和传质

4.2.1 温度场模拟结果

由于铸锭的左右及底部边界的换热系数比顶

部边界大且相差比较悬殊, 所以左下角和右下角散
热最快, 铸锭的底部温度降低也较快, 温度梯度也
较大.随着时间的推进, 铸锭逐渐呈现出由下到上
的顺序凝固趋势, 固相线温度为 821 K, 图 1 (d)等
温线821 K以内的区域为铸锭最后凝固的区域.

4.2.2 等轴晶体积分数、等轴晶流场及柱状
晶体积分数

等轴晶和柱状晶的生长如图 2和图 4所示. 由
于左右下角部分温度最低, 利于等轴晶的形核和柱
状晶的生长, 所以等轴晶最先在左右下角部分形核
长大, 其次在边界处形核长大, 如图 2 (a)所示. 柱
状晶最先在四个角处长大, 如图 4 (a)所示. 左右边
界由于热量的散失较快, 紧靠边界的流体由于温度
的降低而导致密度变大, 所以左右边界处的等轴晶

表 1 计算所采用的主要参数

参 数 参数值 参 数 参数值

动态黏度 µl/kg·m−1·s−1 1.3× 10−2 纯Al的熔点 Tf/K 933

比热容 cp/J·kg−1·K−1 1179 共晶点 TE/K 821

液相扩撒系数Dl/m2·s−1 3× 10−9 Gibbs-Thomson 系数 Γ/m·K 2.4× 10−7

液相热导率 kl/W·m−1·K−1 77 最大晶核密度 nmax/m−2 1× 109

固相热导率 ks/W·m−1·K−1 153 Gauss分布标准偏差∆Tσ/K 2

密度 ρ/kg·m−3 2606 对应最大形核率的平均形 5

分配系数 k 0.145 核过冷度, ∆TN/K

液相线斜率ml/K −344
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图 1 (网刊彩色)铸锭温度场 (a) 2 s; (b) 10 s; (c) 24 s; (d) 38 s
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随着流体向下流动, 同时推动底部中间的等轴晶向
上运动; 另一方面由于底部的温度低, 导致底部金
属液的密度比上部大, 等轴晶在底部中间部位由
于浮力的作用向上漂移, 所以等轴晶的流场方向
呈现出图 3 (a)所示的方向. 随着温度的进一步降
低, 过冷度增大, 等轴晶逐渐开始趋于在底部中央
形核, 另一方面左右两边下沉的等轴晶向底部中
间汇集, 所以造成了底部较大的等轴晶体积分数
(图 2 (b)). 当等轴晶的体积分数、温度梯度和浓度
梯度增大到一定程度时, 铸锭内的等轴晶流场速度
增强, 由于等轴晶在底部的体积分数较大, 导致等
轴晶的运动阻力变大, 此时底部等轴晶流场速度急
剧减小 (图 3 (b)). 底部温度梯度较边部大, 所以底
部的柱状晶较边部生长得更快 (图 4 (b)). 当温度继
续降低, 温度梯度进一步增大, 等轴晶开始大面积
形核 (图 2 (c)). 由于后期未凝固位置的溶质Cu 含
量较高, 新形成的等轴晶的密度也较大, 导致晶粒
整体向下沉积 (图 3 (c)). 此时柱状晶枝晶尖端的等
轴晶体积分数大于 0.49, 根据Hunt[14]提出的CET

理论, 柱状晶停止生长 (图 4 (c)). 当温度场整体低
于 821 K时, 铸锭凝固完毕, 最后等轴晶的体积分
数如图 2 (d)所示, 在边缘处由于柱状晶的存在, 所
以等轴晶在该处的体积分数最低, 中间红色区域无
柱状晶, 等轴晶的体积分数为 1, 即为CET过程的
转变. 另外本文作者还模拟了Al-4.7 wt.% Cu砂型
铸锭的全域等轴晶组织, 参见文献 [15].

4.2.3 溶质场分析

溶质场的分布如图 5所示, 2 s时左右角和边界
处溶质含量较低 (图 5 (a)), 这是由于合金的平衡分
配系数k < 1, 发生溶质再分配时边部和底部的晶
体的析出需要向外排出溶质, 致使晶体自身的溶质
含量减少. 10 s时边部和底部的负偏析变大, 由于
等轴晶的堆积, 底部的三角形负偏析开始形成, 同
时铸锭中上部由于排出溶质量的增加, 导致正偏析
也随之变大. 24 s 以后由于等轴晶在整个区域内大
量形核, 导致等轴晶的运动阻力增加, 铸锭内流场
的速度急剧减小, 流场基本趋于稳定静止状态, 所
以24 s之后的溶质场变化差距不大. 图 5 (d)所示为
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图 2 (网刊彩色)等轴晶的体积分数 (a) 2 s; (b) 10 s; (c) 24 s; (d) 38 s
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图 3 (网刊彩色)等轴晶的流场 (a) 2 s; (b) 10 s; (c) 24 s
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铸锭最终的溶质分布, 底部和边部出现负偏析, 边
部的负偏析是由于凝固期间柱状晶的生长需要向

外排出溶质, 底部的负偏析除柱状晶的影响外, 还
应考虑底部等轴晶的沉积; 上部出现正偏析是由于
固液界面溶质的再分配导致凝固后期熔体的浓度

升高, 当温度低于共晶温度时, 熔体转变为高浓度
的固相组织.

5 实验验证

为了验证本文基于体积平均法模拟结果的可

靠性, 浇注了Φ50 mm × 100 mm的Al-4.7 wt.%Cu
二元合金金属型圆柱铸锭, 腐蚀后铸锭中心断面的
组织如图 6 (a)所示, 可以清晰地看到边缘的柱状
晶和内部等轴晶的组织结构. 模拟的柱状晶组织如
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图 4 (网刊彩色)柱状晶组织的体积分数 (a) 2 s; (b) 10 s; (c) 24 s
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19

10

11

12

13

14

15

16

2

3

4

5

6

7

8

7.64T10-1

7.25T10-1

6.87T10-1

6.49T10-1

6.11T10-1

5.73T10-1

5.35T10-1

4.96T10-1

4.58T10-1

4.20T10-1

3.82T10-1

3.44T10-1

3.05T10-1

2.67T10-1

2.29T10-1

1.91T10-1

1.53T10-1

1.15T10-1

7.64T10-2 
3.82T10-2 
0 

(b)(a) (c)
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图 6 (b)所示, 可以看出模拟的组织轮廓与实验结
果基本符合. 为了进行偏析的对比, 采用Spectro-
lab直读光谱仪测定断面上各个小圆形区域的Cu
含量, 所得结果为各小区域内Cu 含量的平均值,
所测各区域的位置如图 6 (c) 所示, 各区域的编号
如图 6 (a)所示, 各个区域Cu 含量的实测值与模拟
值如表 2所示.

由表 2可以看出, 内层 3, 4, 6区域实测值小于
初始浓度, 发生负偏析, 外层除 14区域外实测值大
于初始浓度, 发生正偏析. 由图 7的Cu含量对比折
线可以看出, 在内层 1—6各区域模拟值大于实测
值, 而外层的 11—16区域模拟值小于实测值. 这是

由于在实际情况下Al-Cu合金结晶温度范围宽, 型
壁处柱状晶组织粗大, 收缩量较大, 凝固开始时边
部和底部由于固液两相的糊状区热收缩使得内侧

富含溶质的熔体沿枝晶向边部发生相对运动, 这样
使得原来相邻的内层位置溶质含量降低, 同时熔体
含气量较高而使枝晶间熔体的压力增大, 所以极易
发生逆偏析过程, 因此造成外层Cu含量较高, 外
层产生逆偏析后导致其邻近内层的Cu含量相对减
少. 因为本文的模拟没有考虑逆偏析和收缩, 所以
导致实测值和模拟值出现上述的差异. 同样底部也
出现逆偏析, 所以内层 7区域和 8区域实测值也大
于模拟值, 外层15区域和16区域出现上升趋势.

表 2 Cu含量的实测值与模拟值

取样区域 1 2 3 4 5 6 7 8

实测值/wt% 4.80 4.77 4.66 4.55 4.73 4.61 4.70 4.77

模拟值/wt% 4.93 5.01 4.99 4.87 4.84 4.69 4.65 4.40

取样区域 9 10 11 12 13 14 15 16

实测值/wt% 4.82 4.84 4.84 4.83 4.88 4.68 4.73 4.77

模拟值/wt% 4.83 4.86 4.78 4.75 4.65 4.59 4.49 4.37
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图 7 Cu含量实测值与模拟值对比折线

6 体积平均法分析

本文基于体积平均的思想, 即在一个控制容积
内求得该容积各个参量的平均值. 在一定的假设条
件下, 对液相、等轴晶相和柱状晶相分别列出相应
的控制方程并联立求解, 而且考虑到了流场、温度

场和溶质场之间的相互影响, 同时耦合宏微观可以
模拟出铸锭凝固过程具体的温度场、流场和溶质场,
模拟结果与实际理论基本相符.由于体积平均法模
拟时所划分的网格尺寸 (1 mm × 1 mm)相对较大,
故计算速度相对较快, 但缺点是只能计算组织的体
积分数, 不能再现枝晶的具体形貌和具体的生长过
程, 忽略了实际情况下的枝晶断裂和晶粒在枝晶上
的附着过程. 假设柱状晶只能垂直于壁面生长, 而
不是在温度梯度与浓度梯度共同作用下的倾斜生

长, 同时也没有考虑形核和生长的随机过程, 因此
体积平均法不能再现液相沿枝晶间的流动, 进而不
能模拟出逆偏析形成的过程. 而CA方法和相场法
可以模拟出具体的枝晶生长过程和形态, 例如朱鸣
芳等采用CA方法可以模拟出对流作用下的枝晶生
长 [16]、三维的枝晶生长 [17]过程以及考虑气泡影响

的枝晶生长 [18], 文献 [19, 20]基于相场法模拟了枝
晶的定向生长和倾斜生长, 但是CA方法和相场法
均不能模拟凝固过程的宏观偏析.

7 结 论

1) 基于欧拉模型和体积平均法建立铸锭凝固
过程的数学模型, 对Al-4.7 wt.%Cu二元合金凝固
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过程的流动、传质、传热进行模拟, 再现了凝固过程
宏观和微观现象.

2) 模拟结果清晰地展现了底部的三角形负偏
析和上部的正偏析, 在不考虑收缩和逆偏析的条件
下, 与本文假设条件下的理论分析基本一致, 即底
部的负偏析是由等轴晶的堆积和柱状晶的生长造

成的; 上部的正偏析是由于溶质再分配导致最后凝
固时溶质 (Cu元素)的积聚.

3) 在实际情况下, 由于Al-Cu铸锭的收缩和逆
偏析导致了Cu元素含量实测值与模拟值的差异,
考虑收缩和逆偏析是本文模型将要改进的方向.

4) 分析了体积平均法模拟铸锭组织凝固过程
的可靠性. 体积平均法不适合计算发生逆偏析凝固
过程的溶质场, 仅适合模拟正常偏析.温度场、流场
和组织的模拟与实际情况基本相符.
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The reliability analysis of using the volume averaging
method to simulate the solidification process in a ingot∗
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Abstract
Adopting the Euler and the volume averaging methods, a three-phase mathematical model with parent melt as the

primary phase, columnar dendrites and equiaxed grains as two different secondary phases is developed, and the coupled
macroscopic mass, momentum, energy and species conservation equations are obtained separately. Taking the Al-4.7 wt%
Cu binary alloy ingots for example, the flow field, temperature field, solute field, columnar-to-equiaxed-transition and
grain sedimentation in two-dimension are simulated, and the simulated result of ingot and macrosegregation result
are compared with their experimental values. The simulation results of temperature field, flow field and structure are
basically consistent with the theoretical results, but the result of solute field shows that the simulated values is lower
than the measured value on the edge, this is because the model does not take the shrinkage and forced convection into
account, and the inner results is higher than the results on edge. The shrinkage and inverse segregation therefore should
not be neglected. This model are still necessarily improved. Besides, based on the analysis of simulation results, the
advantages and the disadvantages of the volume averaging method to simulate the solidification in a ingot are evaluated.

Keywords: macrosegregation, fluid flow, heat transfer, mass transfer
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