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一类两自由度参激系统在常数激励下的响应研究∗
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本文探讨常数激励对参激系统共振响应的影响. 以机动飞行的裂纹转子系统为例, 建立一个两自由度的
振动方程, 其中裂纹的呼吸行为构成参数激励, 机动飞行引起的机动载荷简化为常数激励, 并假设转子为平衡
转子, 不考虑偏心激励的影响. 采用谐波平衡法求解振动方程, 得到各次谐波响应与转速及常数激励的关系
式, 从而分析系统的共振响应. 结果表明, 常数激励对系统的参激主共振及超谐共振响应起决定性作用, 这符
合普通裂纹转子系统的重力占优理论, 同时, 系统各次谐波响应的幅值随常数激励的增加而增大, 常数激励的
作用方向对参激主共振响应的幅值影响较大, 但对参激超谐共振响应的幅值影响很小. 这说明常数激励能起
到放大裂纹转子系统超谐共振响应的作用, 不利于系统的平稳运行, 但从另一角度考虑, 常数激励可用于裂纹
故障的早期检测.
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1 引 言

参激激励问题广泛存在于工程系统中, 如屈
曲梁实验系统 [1], 不对称转子系统 [2], 斜拉索系
统 [3], 变速度转动梁系统 [4], 准周期参激系统 [5],
等等. 在现有文献中, 研究了参激系统中存在简谐
激励 [2]、随机激励 [6,7]及其联合作用 [8,9]时系统的

响应及共振行为, 但对常数激励的关注不够. 事实
上, 常数激励在工程系统中也是普遍存在的, 例如
转子 -滚动轴承系统 [10−12]及裂纹转子系统 [13−15]

中的重力作用, 以及转子系统在机动飞行环境中的
机动载荷 [16−22]等.

机动载荷是飞行器在机动飞行时作用在其发

动机转子系统上的附加载荷, 当飞行器以一定的速
度在一个平面内做定角速度旋转运动时, 机动载荷
可以简化为常数激励 [17]. 此时, 该机动载荷在形式
上属于惯性力, 其作用与重力相似, 但由于载荷大

小可以达到重力的 7—9倍, 因此, 与重力相比, 机
动载荷对转子系统振动响应的影响要更为突出. 在
机动载荷的有关研究中, 魏海涛等 [18]首先给出了

飞机水平盘旋及俯冲拉起时机动载荷的表达式, 随
后, 多位学者 [19−22]研究了在这两种机动载荷下航

空发动机转子系统的振动特性, 例如, 杨永锋 [20],
于渊博 [21]等分别研究了刚性支承及弹性支承的裂

纹转子在机动载荷下的非线性特性. 然而, 在这些
研究中没有考虑载荷大小改变对系统幅频特性的

影响. Hou 等 [22,23]将机动载荷作为控制参数, 研
究了非线性转子系统在机动载荷下的动力学响应,
发现了一种由机动载荷引起转子系统碰摩故障的

非线性机理——亚谐共振, 并从理论上分析了亚谐
共振产生的条件.

本文试图探讨常数激励在参激系统中的作用,
以一个机动飞行的带有横向裂纹的平衡转子为例,
建立两自由度动力学模型, 采用半解析半数值方法
(谐波平衡法结合数值计算)对其振动响应进行分
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析, 重点研究常数机动载荷大小及作用方向对参激
超谐共振响应的影响. 该研究能代表一类两自由度
参激系统在常数激励下的非线性响应.

2 机动飞行的裂纹转子系统建模及
求解

2.1 系统的控制方程

带有横向裂纹的转子系统模型如图 1所示, 系
统方程可表达如下:

mÿ + cẏ + ky − ∆k

2
(1− cosωt)

×
(
y cos2 ωt+ z sinωt cosωt

)
=Gmg cosφ, (1a)

mz̈ + cż + kz − ∆k

2
(1− cosωt)

×
(
y sinωt cosωt+ z sin2 ωt

)
=Gmg sinφ, (1b)

其中, c为阻尼, 且 c = 2ξmω, ω为转速, ∆k为裂纹

刚度, 代表裂纹深度对转轴刚度的影响, G为常数
激励大小, 代表机动载荷相对重力的倍数, φ代表
常数激励的作用方向, 如图 2所示.
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图 1 裂纹 -转子系统示意图
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图 2 常数激励示意图

对方程 (1)作如下变换:

Y =
y

δ
, Z =

z

δ
, τ = ωt,

s =
ω

ωc0
, K =

∆k

k
,

其中

δ =
mg

k
, ωc0 =

√
k

m
,

可得系统的无量纲形式的运动微分方程如下:

Y ′′ + 2ξY ′ +
1

s2
Y − K

2s2
(1− cos τ)

×
(
Y cos2 τ + Z sin τ cos τ

)
=
G

s2
cosφ, (2a)

Z ′′ + 2ξZ ′ +
1

s2
Z − K

2s2
(1− cos τ)

×
(
Y sin τ cos τ + Z sin2 τ

)
=
G

s2
sinφ. (2b)

2.2 谐波平衡法求解

设方程 (2)的解为

Y =A0 +A1 cos(τ) +B1 sin(τ)

+A2 cos(2τ) +B2 sin(2τ)

+A3 cos(3τ) +B3 sin(3τ)

+A4 cos(4τ) +B4 sin(4τ), (3a)

Z =C0 + C1 cos(τ) +D1 sin(τ)

+ C2 cos(2τ) +D2 sin(2τ)

+ C3 cos(3τ) +D3 sin(3τ)

+ C4 cos(4τ) +D4 sin(4τ), (3b)

其中, Ai, Bi, Ci, Di为待定系数.
将 (3)式代入方程 (2), 令各次谐波的系数之和

等于零, 可得18个关于Ai, Bi, Ci, Di的代数方程,
解该方程即可得到 18个待定系数, 写成矩阵形式
如下.

A = R−1 ∗ F , (4)

其中,

A =
[
A0 A1 A2 A3 A4 B1 B2 B3 B4 C0 C1 C2 C3 C4 D1 D2 D3 D4

]T
, (5)

F =
[
16G cosφ 0 0 0 0 0 0 0 0 16G sinφ 0 0 0 0 0 0 0 0

]T
, (6)
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R=



α1 3K −2K K 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 K −2K K 0

6K α2 4K −2K K β1 0 0 0 0 0 0 0 0 −2K 2K −2K K

−4K K α3 3K −2K 0 β2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 K −2K

2K −2K 3K α4 3K 0 0 β3 0 0 0 0 0 0 2K −K 0 K

0 K −2K 3K α5 0 0 0 β4 0 0 0 0 0 −K 2K −K 0

0 β5 0 0 0 α6 2K −2K K 2K −2K 0 2K −K 0 0 0 0

0 0 β6 0 0 2K α7 3K −2K −4K 2K 0 −K 2K 0 0 0 0

0 0 0 β7 0 −2K 3K α8 3K 2K −2K K 0 −K 0 0 0 0

0 0 0 0 β8 K −2K 3K α9 0 K −2K K 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 K −2K K 0 α10 K 2K −K 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 −2K 2K −2K K 2K α11 0 2K −K β9 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 K −2K 4K 0 α12 K 2K 0 β10 0 0

0 0 0 0 0 2K −K 0 K −2K 2K K α13 K 0 0 β11 0

0 0 0 0 0 −K 2K −K 0 0 −K 2K K α14 0 0 0 β12

2K −2K 0 2K −K 0 0 0 0 0 β13 0 0 0 α15 2K 2K −K

−4K 2K 0 −K 2K 0 0 0 0 0 0 β14 0 0 2K α16 K 2K

2K −2K K 0 −K 0 0 0 0 0 0 0 β15 0 2K K α17 K

0 K −2K K 0 0 0 0 0 0 0 0 0 β16 −K 2K K α18



, (7)

式中, α1 = 16 − 4K, α2 = −16s2 + 16 − 3K,
α3 = −64s2 + 16 − 4K, α4 = −144s2 + 16 − 4K,
α5 = −256s2 + 16 − 4K, α6 = −16s2 + 16 − 2K,
α7 = −64s2 + 16 − 4K, α8 = −144s2 + 16 −
4K, α9 = −256s2 + 16 − 4K, α10 = 16 − 4K,
α11 = −16s2 + 16− 2K, α12 = −64s2 + 16− 4K,
α13 = −144s2+16−4K, α14 = −256s2+16−4K,
α15 = −16s2 + 16− 6K, α16 = −64s2 + 16− 4K,
α17 = −144s2+16−4K, α18 = −256s2+16−4K,
β1 = 32s2ξ, β2 = 64s2ξ, β3 = 96s2ξ, β4 = 128s2ξ,
β5 = −32s2ξ, β6 = −64s2ξ, β7 = −96s2ξ, β8 =

−128s2ξ, β9 = 32s2ξ, β10 = 64s2ξ, β11 = 96s2ξ,
β12 = 128s2ξ, β13 = −32s2ξ, β14 = −64s2ξ,
β15 = −96s2ξ, β16 = −128s2ξ.

根据 (4)式即可求得特定常数激励下系统的
振动响应, 并可分析常数激励对各次谐波响应的
影响.

3 谐波响应分析

以下用
√
A2

i +B2
i 和

√
C2

i +D2
i 分别表示系

统在垂直方向和水平方向的各次谐波响应分量,
用响应 -转速 -常数激励三维图表达系统响应与转

速及常数激励的关系, 所用系统结构参数如下式
所示:

m = 32.1 kg, k = 5× 107 Nm−1,

ξ = 0.01, K = 0.1. (8)

3.1 常数激励大小对系统振动响应的影响

系统振动响应的各次谐波分量与转速及常数

激励大小的关系图如图 3至图 7所示, 其中常数激
励作用方向取φ = 0. 总体上, 各次谐波分量随常
数激励的增大而增加, 且常数激励为 0时, 各次谐
波分量几乎为零, 表明常数激励对系统参激响应起
决定性作用. 在零次谐波分量 (图 3 )中, 垂直方向
幅值与常数激励的大小成近似线性关系, 且几乎不
受转速影响, 而水平方向幅值几乎保持为零, 只有
在1/3, 1/2和1 倍临界转速附近出现较小峰值. 在
一次谐波分量 (图 4 )中, 垂直方向幅值和水平方向
幅值在临界转速处出现幅值, 且幅值随常数激励的
增大而增加, 但两方向上幅值并不相等, 这是由于
裂纹对转轴刚度的影响在两方向上不对称造成的.
在二次谐波分量 (图 5 ), 三次谐波分量 (图 6 )以及
四次谐波分量 (图 7 )中, 垂直方向幅值和水平方向
幅值与转速及常数激励大小的关系几乎相同, 且分
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图 3 (网刊彩色) 零次谐波分量与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 4 (网刊彩色)一次谐波分量与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向





















G

Y
 





















G

Z
 

ω/(r
ad/s

)
ω/(r

ad/s
)

(a) (b)

图 5 (网刊彩色)二次谐波分量与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 6 (网刊彩色)三次谐波分量与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 7 (网刊彩色)四次谐波分量与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向





















G





















G

Y
 

Z
 

ω/(r
ad/s

)

ω/(r
ad/s

)

(a) (b)

图 8 (网刊彩色)振幅与转速及常数激励大小的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向

别在 1/4, 1/3, 1/2临界转速处出现幅值, 并且幅值
随常数激励的增大而增加. 从数量级上看, 二次谐
波分量和三次谐波分量与一次谐波分量的量级接

近, 但四次谐波分量与一次谐波分量相比要小一个
量级, 表明在系统的参激超谐响应中, 二次谐波和
三次谐波为主要频率成分, 这和系统振幅与转速及
常数激励大小的关系图一致, 如图 8所示.

3.2 常数激励作用方向的影响

系统振动响应的各次谐波分量与转速及常数

激励作用方向的关系图如图 9至图 13所示, 其中常

数激励大小取G = 5. 零次谐波分量 (图 9 )受常数
激励作用方向的影响很大, 在垂直方向及水平方向
上其分量大小与常数激励在该方向上的投影成正

比. 在一次谐波分量 (图 10 )中, 垂直方向幅值和水
平方向幅值在临界转速处出现幅值, 且幅值随常数
激励作用方向的变化而改变, 并且两方向上幅值变
化趋势相同, 表明常数激励的作用方向对一次谐波
响应的影响很大. 在二次谐波分量 (图 11 ), 三次谐
波分量 (图 12 )以及四次谐波分量 (图 13 )中, 垂直
方向幅值和水平方向幅值与转速及常数激励作用

方向的关系几乎相同, 且分别在1/4, 1/3, 1/2临界
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图 9 (网刊彩色)零次谐波分量与转速及常数激励作用方向的关系图 (a) 垂直方向; (b)水平方向
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图 10 (网刊彩色)一次谐波分量与转速及常数激励作用方向的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 11 (网刊彩色)二次谐波分量与转速及常数激励作用方向的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 12 (网刊彩色)三次谐波分量与转速及常数激励作用方向的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 13 (网刊彩色)四次谐波分量与转速及常数激励作用方向的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向
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图 14 (网刊彩色)振幅与转速及常数激励作用方向的关系图 (a)垂直方向; (b)水平方向

转速处出现幅值, 然而, 随着常数激励作用方向的
变化, 幅值改变并不明显, 表明系统参激超谐响应
对常数激励作用方向并不敏感. 系统振幅与转速及
常数激励作用方向的关系图如图 14所示, 图中, 常
数激励作用方向对参激主共振响应的影响较大, 但
对参激超谐共振响应影响很小, 这与各次谐波分量
与转速及常数激励作用方向的关系图一致.

4 结 论

本文以一个简单的机动飞行裂纹转子模型为

例, 研究了常数激励对该类两自由度参激系统振动
响应的影响. 为突显常数激励的作用, 未考虑转子
的偏心激励. 采用谐波平衡法分析了常数激励的大
小及作用方向对系统各次谐波响应的影响, 并用振
幅 -转速 -常数激励三维图从宏观上反映常数激励
对系统振动响应的影响. 结果表明, 在该两自由度
参激系统中, 常数激励对系统的参激主共振及超谐
共振起决定性作用, 且所有共振响应的幅值随常数
激励的增大而增加, 常数激励的作用方向对参激主
共振响应的幅值影响较大, 但对参激超谐共振响应
的幅值影响很小, 可见, 常数激励在系统中起到放
大超谐共振响应的作用. 本文的研究结果从理论上
揭示了常数激励对参激系统的作用, 同时, 在工程
上为转轴裂纹故障的早期检测提供新的策略: 对转
子系统加常数激励, 放大由裂纹引起的超谐响应信
号, 这就能够检测到浅裂纹情况下不明显的超谐响
应信号.
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Abstract
This paper focuses on the response in parametrically excited systems caused by constant excitation. Taking a

maneuvering cracked rotor system as an example, we formulate the vibration equations with two degrees of freedom,
in which the breathing of the crack constitutes parametric excitation, and the maneuver load of the maneuvering rotor
is simplified as a constant excitation, and it is supposed that the rotor system is balanced without the consideration
of eccentricity. By solving the equations with harmonic balance method, each order of harmonic components related
with the rotating speed and the constant excitation is derived to analyze the corresponding resonance of the system.
Results show that the constant excitation plays a decisive role in the parametrically excited primary and super-harmonic
resonances of the system that agrees with the gravity dominance in common cracked rotor systems without maneuver
load. And the stronger the constant excitation, the greater the resonances. Moreover, the orientation of the constant
excitation makes a great impact on the parametrically excited primary resonance, but does not have a significant
effect on the parametrically excited super-harmonic resonances. Results implies that constant excitation may increase
the parametrically excited super-harmonic resonances of the cracked rotor systems, which is disadvantageous to the
operating of the system. From another point of view, however, constant excitation can be used for early detection of
crack faults in rotor systems.

Keywords: parametrically excited system with two degrees of freedom, constant excitation, cracked
rotor system, maneuver load
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