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荷电流体中静电关联效应的有效势模型∗
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基于Nordholm关于等离子体的库仑关联孔穴的概念, 提出了描述荷电流体的有效库仑势模型. 采用经
典密度泛函理论, 计算了受限于纳米微腔中荷电流体的平衡结构. 通过对比计算结果, 研究了粒子间的关联
效应对体系平衡密度分布和剩余吸附量的影响. 此外, 计算并研究了较大尺寸受限空间中荷电粒子的关联效
应对体系结构的影响. 研究结果表明: 本文提出的有效两体势模型可有效地预测荷电粒子间的库仑关联对
体系结构和物理化学性质的影响. 研究结果可为研究和理解其他复杂的势模型体系中的关联效应提供可能
的线索.
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1 引 言

近年来, 电解质溶液、带电胶体及生物蛋白质
等荷电体系因其在理论研究和实验领域中的重要

性而倍受关注 [1−4]. 在此类体系中, 长程色散作用
随粒子间距指数衰减, 故电荷间的库仑静电势是维
持体系稳定性的主要因素. 通常情况下, 处理库仑
作用的出发点为Possion-Boltzmann (PB)方程, 即
在Boltzmann近似的前提下, 电荷密度与静电势的
关系可由Possion方程描述. 然而, PB理论中由平
均静电能简单地替代平均力势能, 认为离子处于其
余离子的时间平均场中, 进而忽略了电荷间的瞬时
关联. 此外, PB理论未计及粒子尺寸, 忽略了粒子
间的短程排斥作用. PB理论的近似处理在很大程
度上忽略粒子间的关联效应, 故仅对电荷密度较小
的弱耦合体系最为有效. Oosawa [5]首先提出粒子

间关联效应导致荷电大分子间相互作用由排斥转

为吸引的可能性. 其他学者的后续相关研究均证实

了这一观点 [6−8]. 因此, 粒子间的关联效应是决定
体系结构和热力学性质的主要因素, 尤其对非均匀
体系更为重要.

事实上, 针对粒子间关联所普遍采用的处理手
段有权重密度近似和微扰近似. 在权重密度近似方
面, Peng等 [9,10]以直接关联函数作为输入条件, 并
依此构建权重函数提出平均场权重密度近似. 该方
法可准确预测体系的体相特征. 同时, 以其为出发
点计算所得的受限体系的密度分布和剩余吸附量

与模拟和实验结果符合. 然而, 对于大多数体系而
言, 直接关联函数并非精确可知. 因此, Yu [11]以阶

梯函数为权重构建了用于描述关联效应的权重密

度近似方法. 其显著特点是不再过度依赖直接关联
函数. 这一新颖的处理方法不仅可准确预测体相特
征和受限体系的物理化学性质, 而且在计算能力上
更占优势. 在微扰近似方面, You等 [12]在处理硬核

屏蔽库仑势流体时将长程作用部分视为微扰, 并将
该部分所对应的Helmholtz自由能围绕体相进行展
开. 该方法因其有效性和简单的形式而被广泛用于
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描述存在长程作用的体系.
除上述处理方法之外, Nordholm [13]在研究单

组份等离子体的热力学性质时, 通过引入库仑关
联孔穴的概念来考虑粒子间关联, 并基于Debye-
Hückel理 论 给 出Helmholtz自 由 能 的 静 电 贡
献,即Debye-Hückel孔穴 (Debye-Hückel plus Hole,
DHH)理论. DHH理论考虑到荷电粒子因排斥作
用不能无限靠近, 故在粒子周围出现一个排斥孔
穴, 从而导致两体关联函数小于平均场结果.

在理论方面, 密度泛函理论已经成为研究非均
匀流体相关性质的重要理论工具 [14−16], 且已被广
泛用于研究经典流体的结构、相变及其他物理化学

性质. 被研究的体系也广泛涉及硬球流体 [17−19]、

软核流体 [20,21]、荷电流体 [22−24]、聚合物流体 [25]、

胶体 [26−28], 甚至包括液晶和生物大分子这一类复
杂体系 [29,30]. 因此, 本文将借用DHH理论的物理
思想, 提出用于描述荷电粒子的有效库仑两体势,
并在密度泛函理论的框架内由基本度量理论 [31]

(fundamental measure theory, FMT)考虑粒子间
的排斥体积作用, 从而计算和研究受限荷电体系中
关联效应对体系结构及其物理化学性质的影响.

2 有效库仑势模型

考虑荷电流体由荷电量为 q, 直径为σ的球形

粒子组成, 且受限于半径为R的纳米微腔中. 为保
证体系的电中性, 假设存在具有相同荷电量和体密
度的均匀背景电荷. 粒子间的排斥体积作用和库仑
作用分别由硬球势和库仑势 (Coulomb potential,
CP) φCP(r) = q/4πεr加以描述, 其中 ε为媒质的

介电常数. 因此, 粒子的两体作用势φ(r)可表示为

φ(r) =

∞, r < σ,

φCP(r), r > σ.
(1)

q Rhole

σ

图 1 库仑排斥孔穴示意图

根据DHH理论的物理思想, 同电性粒子间关
联效应将在粒子周围产生一个半径为Rhloe 的孔

穴, 如图 1所示. 因此, 在某一短程范围内, 粒子
间的两体作用要略低于库仑势. 为考虑粒子间关
联对体系的影响, 提出如下有效库仑势 (effective
Coulomb potential, ECP)模型:

φECP(r)

=


q

4πεRC

[
2−

( r

RC

) 1
n

]n
, σ 6 r < RC,

φCP(r), r > RC.

(2)

需要说明的是, ECP的势函数及其一阶导数在RC

处满足连续性的条件. (2)式中n为衡量粒子间关

联强度大小的参数. RC 为考虑关联效应的临界半

径, 反映了粒子间存在关联的空间范围, 其数值的
确定应基于如下考虑: 在体相结构中, 单个粒子所
受到的总的作用不应因有效势的引入而改变, 即体
系的化学势保持不变. 因此, RC可由下式确定:

ρb

∫ RC

Rhole

g(r)φCP(r)dr

=ρb

∫ RC

0

g(r)φECP(r)dr, (3)

其中ρb为体相密度, g(r)为体相的径向分布函数,
当 r > σ时, g(r) = 1, 否则为零. 值得说明的是, 本
文所提出的ECP在n = 1时与Forsman [32]所提出

的有效库仑势是一致的.
由DHH理论的微观机理可以看出, 粒子间的

库仑排斥和体积排斥是影响孔穴形成的主要因

素, 且二者之间存在竞争. 为简单起见, 孔穴半
径取作粒子间的平均间距, 即对于给定的荷电量,
Rhloe = (3/4πρb)

1/3. 因此, 体密度越大, 关联孔
穴的尺寸越小, 粒子间的库仑关联范围也越小. 另
一方面, 粒子间库仑排斥作用是排斥孔穴形成的原
因, 故粒子的荷电量越大, 库仑关联范围越大.

图 2中给出n取不同值时ECP静电能的分布
曲线. 通过对比可知, n的取值越小, 粒子间在短程
范围内的关联越强. 然而, 由图 2插图中的曲线不

难发现, 临界半径RC随n的增大而增大. 这可由
(3)式中体系化学势保持不变的条件加以理解. 因
此, 当体密度较大时, 粒子间较强的短程作用不利
于关联孔穴的形成, 故库仑关联仅存在于短程范围
内. 此时对应n取值较小的情况. 与此相反, 当粒
子荷电量较大时, 对应n的取值也应较大.
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图 2 (a) n取不同值时, 粒子间作用势的比较; (b) 临界半径RC与参数 n之间的关系

3 密度泛函理论

在经典密度泛函理论的理论框架中 [14−16], 非
均匀体系的巨势Ω[ρ(r)]可表示为粒子数密度ρ(r)

的泛函, 即

Ω[ρ(r)] = F [ρ(r)] +

∫
[Vext(r)− µ]ρ(r)dr, (4)

其中µ为化学势, Vext(r)为外势, F [ρ(r)]为体系的

固有Helmholtz自由能. 通常情况下, F [ρ(r)]写为

理想气体部分Fid[ρ(r)]和剩余部分Fex[ρ(r)]之和,
即F [ρ(r)] = Fid[ρ(r)] + Fex[ρ(r)]. 理想气体贡献
βFid[ρ(r)] =

∫
ρ(r)[ln(λ3ρ(r))− 1]dr精确可知,

其中λ为de Broglie热波长, 且β = 1/kT . 这里k

为Boltzmann常数, T为绝对温度. 因此, 若给定
体系的外势和化学势, 问题的关键便只在于构建
剩余自由能Fex[ρ(r)]. 根据微扰理论, 选取硬球
流体为参考体系, 并把静电作用视为微扰. 因此,
Fex[ρ(r)]可表示为硬球贡献和静电贡献之和, 即
Fex[ρ(r)] = F hs

ex [ρ(r)] + F el
ex[ρ(r)].

权重密度近似在受限硬球流体的结构和物理

化学性质的相关研究中取得很大成功. 其中以
Rosenfeld [31]基于粒子的基本形状所提出的FMT
最为有效. 后来, Yu等学者对该理论进行改进.
根据FMT理论的修正版本 [33], 硬球作用对体系
Helmholtz自由能的贡献表示为

βFhs[ρ(r)] =

∫
Φ[nα(r)]dr, (5)

其中Φ[nα(r)]为相应的Helmholtz自由能密度,
nα(r) =

∫
ρ(r′)ω(α)(r − r′)dr′ (α = 0, 1, 2, 3,

I, II)为加权密度, 其中的权重函数ω(α)(r − r′)及

其相关计算详见相关文献 [33—36].
为计算简单起见, 静电作用对体系Helmholtz

自由能的贡献采用平均场理论给出

F el
ex[ρ(r)]

=
q

2

∫
φECP(|r − r′|)ρ(r′)ρ(r)drdr′, (6)

其中粒子间关联对自由能的影响由有效库仑势

φECP(|r − r′|)加以描述.

4 结果与讨论

一旦得到体系的自由能, 根据变分原理可得平
衡密度所满足的欧拉方程:

ρ(r) =ρb exp
{
− β

∂Fex[ρ(r)]

∂ρ(r)

+ β[µ− Vext(r)]

}
. (7)

上式可采用Picard迭代方法进行数值求解. 为计
算方便起见, 本文引入约化电量 q∗ = q/

√
4πεkT

对静电自由能进行无量纲化. 需说明的是, 文中若
无特别说明, 纳米微腔的尺寸均取作R = 5σ.

4.1 关联效应对体系结构的影响

对荷电体系而言, 粒子间的排斥体积与长程库
仑关联是决定体系结构和热力学性质的主要因素.
粒子间的排斥体积作用使得体系在结构上出现层

状结构. 与此同时, 长程的库仑关联又会对体系具
体的结构信息产生显著影响. 为了更深入地理解关
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联效应对结构的影响, 本文选取不同数值的ρb和 q

对平衡密度分布进行数值计算, 结果见图 3和图 4 .
为便于比较, 本文在插图中给出各曲线的局部分
布. 对比图 3 (a)和 (b)中两组密度分布曲线可以发
现, 当体密度较小时粒子数密度分布振荡平缓, 而

当体密度较大时密度曲线振荡加剧, 且具有更大的
接触密度. 通过对比还可发现, 当ρ∗b ≡ ρbσ

3 = 0.5

时微腔中心处的密度曲线恰好为峰值, 这与图 3 (b)
中曲线的特点截然不同. 上述特点均说明排斥体积
对荷电流体结构的显著影响.
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图 3 (a) ρ∗b = 0.5, q∗ = 1.5, n = 5, 10, 15, 20时, 粒子的平衡密度分布; (b) ρ∗b = 0.75, q∗ = 1.5, n = 5, 10,
15, 20时, 粒子的平衡密度分布
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图 4 (a) ρ∗b = 0.5, q∗ = 0.5, n = 5, 10, 15, 20时, 粒子的平衡密度分布; (b) ρ∗b = 0.5, q∗ = 2.5, n = 5, 10, 15,
20时, 粒子的平衡密度分布

由图 3 (a)和 (b)还可发现, 调整参数n不会改

变密度曲线的峰值数目及其位置, 但会对密度曲线
的振荡幅度产生影响, 尤其是在远离腔壁的区域.
具体地说, 当n较小时, 密度曲线振荡较显著. 随着
n的变大, 中心区域的密度趋于均匀且渐近于体密
度. 结合图 2可知, 参数n的大小与荷电粒子的关

联强度和范围密切相关. 与硬球排斥体积相比, 荷
电粒子在短程范围内的库仑关联对体系结构的影

响并不明显. 然而, 当n较大时, 粒子间的关联扩展

到长程范围, 这必将削弱排斥作用所导致的密度振
荡趋势, 从而使曲线变得较为平缓. 因此, 有效库
仑势中长程范围内的库仑关联对体系结构的影响

远比短程范围内的关联显著.
在给定体密度的情况下, 图 4 (a)和 (b)对比了

粒子荷电量不同时体系的密度分布曲线. 由图中结
果不难发现, 当粒子荷电量较小时, 密度分布曲线
的形式及其振荡幅度均未随参数n的调整而产生

显著的变化. 然而, 当荷电量足够大时, 参数n的变
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大使得曲线振荡趋于平缓, 并在中心区域接近体密
度. 如前所述, 粒子间库仑关联的强度是随荷电量
的变大而增强的. 当长程范围内的关联强度足够强
时, 体系的层状结构将变得不再明显.

4.2 受限尺寸较大时体系结构的变化

体系所处的受限空间是影响其结构和热力学

性质的又一关键因素. 为进一步清晰地理解不同
外势情况下粒子间的关联效应, 计算了ρbσ

3 = 0.5,
R = 10σ时的密度分布曲线, 结果见图 5 (a)和 (b).

对比图中两组曲线不难发现, 在微腔中较大的区域
内, 粒子的密度均趋于体密度且无明显的振荡结
构. 进一步对比其中的插图可发现, 随参数n的变

大, 中心区域的密度将变小且渐近于体相密度, 而
临近微腔内壁的区域内并无明显差别. 这主要是由
于此时体系尺寸已足够大, 腔壁提供的外势在中心
区域产生的影响被明显削弱. 与此同时, 腔壁的几
何限制作用使得与腔壁附近粒子存在库仑关联的

其他粒子变少, 故RC的变化并未在腔壁附近引起

结构上的明显变化.
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图 5 球腔尺寸R = 10σ时, 粒子的平衡密度分布 (a) ρ∗b = 0.5, q∗ = 0.5; (b) ρ∗b = 0.5, q∗ = 2.5

此外, 分别对比两组曲线中的插图均可发现,
当粒子间两体势取作φCP(r)时, 中心区域的密
度几乎按线性规律变化. 然而, 当两体势取作
φECP(r)时, 该区域的密度呈现微弱的振荡结构.
事实上, 振荡结构是粒子间的排斥体积与库仑排斥
在局域内相互竞争的结果. 对处于平衡的荷电流
体, 二者在力学上达到平衡. 但是, φECP(r)的引入

导致径向分布函数的减小, 且粒子与间距处于区间
[σ,RC]的其他粒子的库仑作用将被削弱. 这在一定
程度上使得排斥体积作用在竞争中取得优势, 从而
在结构上导致振荡结构的出现.

4.3 关联效应对剩余吸附的影响

剩余吸附量是物理化学领域中重要的物理量,
且与体系的结构变化密切相关. 为了更加全面地理
解荷电流体中的粒子关联对体系的影响, 采用 (8)
式分别计算了φCP(r)和n = 5, 10, 12, 15, 18, 20

的φECP(r)等情况下的剩余吸附量Γ 为

Γ =
1

4πR2

∫
[ρ(r)− ρb]dr, (8)

结果见图 6 . 计算中选取 q = 2.5, R = 5σ. 由图中
结果可以发现, 对任一给定的ρb, φCP(r)对Γ的预

测值最大. 而在φECP(r)中, Γ随n值的变大而减

小. 回顾图 3至图 5中结果均可发现, 外势的存在
使得腔壁附近的聚集的粒子最多. 从粒子间相互作
用角度看来, 这些粒子与微腔内部其他粒子的相互
作用是决定体系剩余吸附量的主要因素. 较强的库
仑排斥作用将迫使粒子向微腔内部转移, 从而形成
对剩余吸附量的贡献. 同时最外层粒子的库仑势还
有助于封闭微腔内部的粒子并使其滞留于体系内

部. 而在φECP(r)体系中, 被削弱的两体势使得外
层粒子对体系内部粒子的限制作用也被减弱, 从而
导致体系剩余吸附量的减小.

由图 6还可以发现, 由φCP(r)计算所得的剩余

吸附等温线在ρb 的取值范围内几乎呈线性规律变
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化. 然而, 当两体势取作φeff(r)时, 曲线仅在ρb较

小的区域呈线性变化. 随着体密度的进一步增大,
剩余吸附的增长加快. 当ρb足够大时, φECP(r)对

剩余吸附的预测值与φCP(r)的预测值将变得几乎

相同. ρb的大小直接决定粒子间排斥体积作用的

强弱, 同时决定聚集在最外层的粒子数目. ρb的增

大将同时增强排斥体积和库仑作用, 并导致更多的
粒子被束缚于体系内部. 然而, 当ρb足够大时, 关
联效应所产生的孔穴的尺寸变小, 并使φECP(r)与

φCP(r)在长程范围内的差别减小, 这导致在考虑最
外层粒子对体系内部粒子的束缚作用时, 二者并无
太大差异.
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 n/

 n/
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3

Γ
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2

图 6 参数 n取不同值时, 体系的剩余吸附等温线的对比

5 结 论

基于库仑关联孔穴的概念, 本文提出一种描述
荷电流体关联效应的有效两体势模型. 该模型在形
式上可满足势函数及其一阶导数的连续性, 且粒子
间关联的强弱和关联范围的大小可通过惟一参数

进行调节. 在密度泛函理论的框架内计算并分析了
荷电粒子间的库仑关联对体系平衡结构和剩余吸

附的影响. 计算结果表明, 关联效应的引入不会引
起密度曲线中峰值的位置, 但关联范围的增大会削
弱密度曲线的振荡幅度. 计算结果还表明, 关联范
围对体系结构的影响比短程范围内的关联强度的

影响更加显著. 计算了粒子间关联对剩余吸附量的
影响, 结果表明体密度较小时, 排斥体积和库仑作
用使得剩余吸附随体密度线性增加. 但是, 随着体
密度的增大, 较小的库仑排斥孔穴减小了库仑势和
有效库仑势在短程范围内的差异, 并使得两种情况
下剩余吸附量的预测值趋于一致. 上述结果可为深
入地研究和理解荷电流体的其他性质提供有价值

的理论方法, 并可为研究诸如电解质溶液, 荷电胶
体和生物大分子等更为复杂的体系提供理论线索.
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Abstract
Based on the Nordholm’s concept of Coulomb repulsive hole for plasma, a model of effective Coulomb potential is

proposed to describe the charged fluids. Employing the classical density functional theory, the equilibrium structures of
charged fluids confined in nano-cavities are calculated. Through the comparison with the numerical results, the effect of
Coulomb correlation on the structure and excess adsorption is studied. In addition, the influence of Coulomb correlation
on the structure is also calculated and studied under the condition of larger confinement. It is shown that the effective
pair potential proposed here can be successfully used to predict the effects of Coulomb correlation on the structure and
other physical chemical properties. Results obtained can provide some useful clues to the understanding of the correlation
in other complex model potential system.
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