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基于全变分最小化和快速一阶方法的低剂量CT
有序子集图像重建∗
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低剂量计算机断层成像 (computed tomography, CT) 具有减少X射线对患者的伤害的优势. 本文主要针
对从不完备投影数据重建出高质量低剂量CT图像的问题. 通常, 这个问题可以通过统计图像重建方法来实
现, 而统计重建算法需要非常多的迭代次数, 导致了巨大的计算时间压力, 以至于很难应用在实践中. 为解决
此问题, 本文提出一种有序子集重建算法, 该算法结合了全变分最小化和快速一阶方法以减少重建的迭代次
数, 采用Split Bregman交替方向法求解上述优化问题, 利用投影到凸集合的方法加快迭代的收敛速率. 实验
结果表明, 在同样的迭代次数下, 本文提出的方法与基于有序子集的一阶方法相比较, 相对重建误差的下降速
度更快.
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1 引 言

由于CT的广泛使用, 导致患者吸收的X射线
辐射剂量越来越高, 这对身体健康造成极大的隐
患 [1]. 在保证成像质量的前提下, 减少放射剂量具
有非常重要的现实意义和应用价值. 低剂量CT通
常采用脉冲调制的方式控制球管产生X射线, 同时
减少探测器采集的投影数据, 以降低患者吸收的辐
射剂量. 在减少探测器采集投影数的扫描方式下,
成像问题变为一个病态反问题. 滤波反投影方法重
建出的图像有伪影严重、视觉质量差等问题, 无法
满足诊断的基本要求. 对于这种待求解的图像数据
远大于已获取的投影数据的病态反问题, 迭代重建
方法可以获得更好的图像质量. 因此, 低剂量CT
迭代重建算法成为近年的研究热点.

2006年, Candes [2,3], Donoho [4] 等提出了压缩

感知 (compressed sensing, CS)理论. CS理论利用
信号在变换域稀疏的性质, 突破了奈奎斯特 -香农
采样定理, 可以用较低的频率采集信号并重构出非
常好的原始信号. 受CS理论的启发, 基于稀疏表
达或稀疏约束的CT重建算法, 可以利用不完备投
影数据重建出高质量的CT图像 [5]. 2014年, 杨富
强等 [6]对CT不完备投影数据重建算法做了综述
性研究, 其中对压缩感知理论在CT重建中的应用
进行了详细的讨论.

通常, 全变分 (total variation, TV) [7−9]和 l1

范数是CT重建中图像稀疏约束的两种常用方式.
对于带约束的稀疏最小化模型的求解, 出现很多
新的方法, 最具典型的两类方法是交替方向法和一
阶方法, 其中交替方向法可以分为乘子交替方向法
(alternating direction method of multipliers, AD-
MM) [10]和Split Bregman 法 [11]. ADMM 将原始
问题转换为增广拉格朗日问题, 在每一步迭代中,
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固定原始变量或对偶变量的值, 求得另一个变量的
值. 交替方向法的子问题经常需要计算矩阵的逆,
这使得计算开销变得很大. 2013年, 王林元等 [12]

利用线性近似的方式, 通过快速傅里叶变换解决伪
逆求解的速度问题, 结果表明近似计算的成像结果
并没有明显的精度损失. 2012年, Ramani 等 [13],
Matakos等 [14]采用快速傅里叶变换计算对称循环

矩阵的逆, 在重建中只需要计算一次逆矩阵, 并将
就算出的逆矩阵作为后续迭代的预条件. 2013年,
Zhang等 [15]采用交替方向法和全变分最小化结合

的方式重建有限角度和不完备投影数据. 2013 年,
Sidky等 [16]利用一阶凸可行性算法对有限扫描角

度的圆轨迹扇束CT进行重建, 其中原始对偶间隙
可以是负值, 经过多次迭代得到的最优解能够保证
间隙最终为零. 2010年, 受Nestorov一阶方法 [17]

的启发, Choi等 [18]提出一阶方法和全变分相结合

的CT重建方法, 取得了较好的效果. 2012年, 在
一阶方法的基础上, Jensen 等 [19]研究了最优的一

阶方法, 该方法在每一次迭代中, 通过计算选择最
优的数来替代Lipschitz常数. 通过三维CT图像重
建, 最优的一阶方法比原始的一阶方法收敛速度
更快.

尽管一阶方法及其改进方法可以得到很好的

重建效果, 但需要通过系统矩阵计算Lipschitz常
数, 而CT 重建的系统矩阵维数较高, 使得计算开
销和计算机内存都受到限制. 为了解决迭代重建算
法收敛速度和占用内存开销的问题, 受快速迭代收
缩阈值算法 [20−23]的启发, 本文提出一阶方法和全
变分方法相结合的重建模型, 采用交替方向的Split
Bregman法求解模型, 应用有序子集对重建进行加
速 [24−26], 并将该模型应用于低剂量的CT 图像重
建, 利用快速一阶方法和投影到凸集合来加快迭代
的收敛速率. 通过对比不同数量Shepp Logan投影
数据重建和真实数据重建的实验结果, 与滤波反投
影重建算法和未采用快速方法的一阶方法相比较,
本文提出的算法在重建图像视觉效果有明显改进,
并且在相对重建误差上收敛更快.

2 全变分最小化和快速一阶方法的有
序子集图像重建

2.1 一阶方法

基于统计的CT图像重建方法可以表示为最小
化由数据拟合项构成的代价函数和由稀疏表示构

成的惩罚函数的组合, 统计的CT图像重建问题可
表述为一类非限制的凸函数优化问题

min
u

{f(u) + g(u)}, (1)

式中, u ∈ Rn
+ 为待重建图像, g(u)可以是连续非

平滑凸函数, f(u)是一个平滑凸函数, 并且 f(u)的

梯度在Lipschitz 常数下连续, 即
∥∇f(u)−∇f(v)∥2 6 L(f)∥u− v∥2, (2)

其中, L(f) > 0是一个Lipschitz常数. 根据平滑凸
函数的性质, 函数 f(u)满足下面条件:

f(u) > f(v) + ⟨∇f(v),u− v⟩, (3)
其中, 不等式右边是 f(u)的下界, 即对应点v的

切线. 如果 f(u) 在Lipschitz梯度下是凸函数, 则
f(u)有一族局部的凸的二次函数的上界, 即

f(v) + ⟨∇f(v),u− v⟩ 6 f(u)

6 f(v) + ⟨∇f(v),u− v⟩+ L(f)

2
∥u− v∥22. (4)

2.2 一阶方法的迭代形式

优化方法中的最速下降法, 与 (3)式相似, 即
uk+1 = uk − tk+1∇f(uk), (5)

其中uk+1为当前迭代所求值, uk是已知的上一次

迭代所得数值, tk+1为下降步长, 通过 (4)式得出,
(5)式可以被解释为下面二次优化问题的解:
uk+1 = arg min

u

{
f(uk) + ⟨(u− uk),∇f(uk)⟩

+
1

2tk+1

∥∥u− uk
∥∥2
2

}
, (6)

通过凑平方, 并且忽略常数项, 上式变为如下形式:

uk+1 = arg min
u

{ 1

2tk+1

×
∥∥u−

(
uk − tk+1∇f(uk)

)∥∥2
2

}
. (7)

通过 (7)式得出, (1)式的优化问题等价于下面的优
化问题:

uk+1 = arg min
u

{ 1

2tk+1

∥∥u−
(
uk

� − tk+1∇f(uk)
)∥∥2

2
+ g(u)

}
. (8)

2.3 低剂量CT图像重建

本文主要解决圆轨迹扇束CT的不完备投影数
据重建问题, 离散化的CT系统重建模型为

Au = p, (9)
其中,u为待求解的CT图像向量, u ∈ Rn

+, n =

nx × ny, nx 为待求解图像的行数, ny 为待求解

图像的列数, A ∈ Rm×n 是系统矩阵,可以通过
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计算射线穿过对应待求解图像像素的长度求得,
p ∈ Rm 是投影数据. 在不完备采集投影数据
的情况下,上述线性方程组个数小于未知数个数
(m < n), u 有无穷多个解, 为了得到所需的目标
解,通常将上述问题转换为最小二乘问题加上先验
信息的无约束优化问题. 对于低剂量CT 图像重建
问题, 本文采用一个数据拟合项和一个全变分正则
化项相结合的方式进行优化计算, 即

min
u

{1

2

∥∥Au− p
∥∥2
2
+ µ

∥∥u∥∥TV

}
, (10)

其中

∥u∥TV =
∑
i

(
(∇xu)

2
i + (∇yu)

2
i )

1
2 ,

(∇yu)i = ui+nx − ui,

(∇xu)i = ui+1 − ui,

参数µ > 0作为数据拟合项和正则化项的加权折

中. 通过 (8)式可以看出, (10)式的解与下面问题的
解等价:

uk+1 = arg min
u

{ 1

2tk+1

∥∥u−
(
uk

− tk+1∇f(uk)
)∥∥2

2
+ µ∥u∥TV

}
, (11)

上式等价于

uk+1 = arg min
u

{ 1

2tk+1

∥∥u− ck+1
∥∥2
2

+ µ
∑
i

(
(∇xu)

2
i + (∇yu)

2
i

)1/2}
, (12)

其中,

ck+1 = uk − tk+1∇f(uk)

= uk − 2tk+1AT(Auk − p).

本文采用Split Bregman方法求解 (12)式.首先设
置dx ≈ ∇xu, 以及dy ≈ ∇yu. 则, (12)式与下面
的Split Bregman形式等价:

min
u,dx,dy

{∥∥(dx,dy)
∥∥
2
+

1

2µtk+1

×
∥∥u− ck+1

∥∥2
2
+

λ

2

∥∥dx −∇xu− bx
∥∥2
2

+
λ

2

∥∥dy −∇yu− by
∥∥2
2

}
, (13)

其中

∥(dx,dy)∥2 =
∑
i

(d2x,i + d2y,i)
1/2.

(13)式的bx和by起到了增强限制的作用, 可以通
过Bregman迭代得到合适的值. 通常, (13)式的问
题使用交替优化方法分解成更小的问题进行求解.
本文算法的具体步骤如下:

步骤1 初始化z0,0 = u0,0 = 0, w0,0 = 1,
(z0,0 和w0,0 为快速算法的中间变量);

步骤2 总迭代: k = 0, 1, 2, · · · ,K;
步骤3 有序子集迭代: h = 0, 1, 2, · · · , H−1,

(H为子集个数);
步骤4 计算

c = uk,h − 2

Lh
AT

h (Ahu
k,h − ph),

其中Ah 为第h 子集的系统矩阵, ph为第h子

集的投影数据, Lh为第h 子集的Lipschitz 常数,
Lh = 2λmax(AhA

T
h ), λ为特征值；

步骤5 将c投影到凸集, c = max(c, 0);
步骤6 初始化uk,h,0 = c, 以及 d0

x = d0
y =

b0x = b0y = 0;
步骤7 将uk,h,0�位于重建视野外的像素设

为0;
步骤8 交替求解迭代: q = 0, 1, 2, · · · ;
步骤9 计算

uk,h,q+1 = arg min
u

{Lh

2µ
∥u− c∥22

+
λ

2
∥dq

x −∇xu− bqx∥22

+
λ

2
∥dq

y −∇yu− bqy∥22
}
,

本文使用Gauss-Seidel 方法可以得到uk,h,q+1 的

值, 即

uk,h,q+1
i

=
λµ

Lh + 4λµ

(
uk,h,q
i+1 + uk,h,q

i−1 + uk,h,q
i+nx

+ uk,h,q
i−nx

+ dqx,i−1 − dqx,i + dqy,i−nx
− dqy,i

)
+

λµ

Lh + 4λµ

(
− bqx,i−1 + bqx,i − bqy,i−nx

+ bqy,i
)

+
Lh

Lh + 4λµ
ci;

步骤10 计算dq+1
x 和dq+1

y ,(
dq+1
x ,dq+1

y

)
= arg min

dx,dy

{∥∥(dx,dy)
∥∥
2
+

λ

2

∥∥dx −∇xu
k,h,q − bqx

∥∥2
2

+
λ

2

∥∥dy −∇yu
k,h,q − bqy

∥∥2
2

}
;

应用收缩算法,解为

�dq+1
x = max(sq − 1/λ, 0)

∇xu
k,h,q + bqx
sq

,

dq+1
y = max(sq − 1/λ, 0)

∇yu
k,h,q + bqy
sq

,

sq =
(
|∇xu

k,h,q + bqx|2 + |∇yu
k,h,q + bqy|2

)1/2
;
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步骤11 计算bq+1
x 和bq+1

y ,
�bq+1

x = bqx + (∇xu
k,h,q+1 − dq+1

x ),

bq+1
y = bqy + (∇yu

k,h,q+1 − dq+1
y );

　 步骤12 当 ∥uk,h,q+1 − uk,h,q∥2 > 某一给定

值, 返回步骤8; 否则, zk,h+1 = uk,h,q+1;
步骤13 计算

�wk,h+1 =
1 +

√
1 + 4(wk,h)

2

2
,

uk,h+1 = zk,h+1 +
(wk,h−1

wk,h+1

)
(zk,h+1 − zk,h),

　返回步骤3;
步骤14 uk+1,0 = uk,H , wk+1,0 = wk,H , 返

回步骤2.

3 实验结果

为了评估算法的性能, 选取Matlab中修正后
的Shepp Logan体模作为仿真数据, 投影数据采取
均匀扫描360◦范围内所需的投影个数,仿真数据扫
描与重建参数列在表 1中. 本文采用相对重建误差
(relative reconstruction error, RRE)比较各个重建
算法的收敛速度, 其表达式为

RRE =
∥uk − u∗∥22

∥u∗∥22
,

其中, u∗为最优的原始体模数据. 相对重建误差越
小, 表明重建图像的整体质量越好.

(a)

(c)
(d)

(d)

(c)

图 1 36个投影数据未分有序子集的重建图像 (a)原始模
体数据; (b) FBP方法; (c) 一阶方法; (d) 快速一阶方法

图 1显示了 36个投影数据未分有序子集经过
1000次迭代的重建结果, 可以看出两种迭代重建算

法明显比滤波反投影方法的成像效果好. 图 2 (a)
比较不同重建算法重建后的图像在第 128行部分
数据的剖线, 图 2 (b)比较不同重建算法重建后的
图像在第 128列部分数据的剖线, 可以看出快速一
阶方法的重建结果比一阶方法和滤波反投影 (Fil-
tered Back Projection,FBP)方法的重建结果更接
近于原始体模数据. 图 3显示了两种迭代重建算法

的收敛速率, 可以看出本文提出的快速一阶方法比
一阶方法的收敛速度更快. 从表 2可以看出, 经过
1000次迭代, 一阶方法和快速一阶方法的相对重建
误差分别为0.0923和0.0837.

表 1 仿真数据扫描与重建参数

扫描参数 值

探测器单元数量 369

探测器单元尺寸/mm 2

球管到探测器距离/mm 400

球管到旋转中心距离/mm 200

重建图像大小 256× 256

像素尺寸/mm 1

211 212 213 214 215 216 217 218 219 220

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

FBP

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.0

1.4

FBP

(a)

(b)

图 2 36个投影数据重建图像的剖线比较 (a) u(128, 211 :

220); (b) u(241 : 250, 128)
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图 3 36个投影数据的RRE随迭代次数下降曲线图

表 2 36个投影数据相对重建误差比较

迭代次数
相对重建误差 (RRE)

一阶方法 快速一阶方法

200 0.1905 0.1372

400 0.1355 0.0997

600 0.1129 0.0885

800 0.0994 0.0849

1000 0.0923 0.0837

(a) (b)

(c) (d)

图 4 180个投影数据分为 5个有序子集的重建图像 (a)原
始模体数据; (b) FBP方法; (c) 一阶方法; (d) 快速一阶方法

图 4显示了 180个投影数据分为 5个有序子集
经过 100次迭代的重建结果, 图 5 (a)和 (b)分别比
较了 180个投影数据分为 5个有序子集的不同重建
算法重建后的图像在第 128行和第 128列部分数据
的剖线, 可以看出, 相比较基于有序子集的一阶方

法, 基于有序子集的快速一阶方法的剖线和原始
体模的剖线更加相近. 图 6显示了两种迭代重建算

法的收敛速度. 从表 3 可以看出, 经过 100次迭代,
一阶方法和快速一阶方法的相对重建误差分别为

0.0826和 0.0553, 在相同的迭代次数下, 快速一阶
方法的收敛速度明显更快.

211 212 213 214 215 216 217 218 219 220
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

1.4

1.6

FBP

241 242 243 244 245 246 247 248 249 250
-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.0

1.4

1.6

FBP

(a)

(b)

图 5 180个投影数据分为 5个有序子集重建图像的剖线
比较 (a) u(128, 211 : 220); (b) u(241 : 250, 128)

表 3 180个投影数据相对重建误差比较

迭代次数
相对重建误差 (RRE)

一阶方法 快速一阶方法

20 0.2122 0.1471

40 0.1436 0.0962

60 0.1138 0.0756

80 0.0947 0.0641

100 0.0826 0.0553

为了更好地验证提出的算法, 本文采用真实数
据进行重建. 被扫描物体为一个核桃, 放射电压为
60 kV, 放射电流为 2 mA, 扫描几何为圆轨迹锥束
扫描. 扫描一周均匀采集 180个投影数据, 取不同
角度的投影中心层, 分为 5个有序子集进行二维重
建. 表 4列出了具体扫描几何及重建参数. 图 7显
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示了经过 100次迭代后的重建结果, 可以看出, 经
过有序子集重建后, 快速一阶方法比一阶方法的重
建图像噪声更小、结果更好.

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

图 6 180个投影数据的RRE随迭代次数下降曲线图

表 4 真实数据扫描与重建参数

扫描参数 值

探测器单元数量 512

探测器单元尺寸/mm 0.254

球管到探测器距离/mm 673.5

球管到旋转中心距离/mm 421.8

重建图像大小 512× 512

像素尺寸/mm 0.125

(b)(a)

图 7 180个投影数据分为 5个有序子集真实数据重建图
像结果 (a)一阶方法; (b)快速一阶方法

4 结 论

本文针对低剂量CT迭代重建算法在收敛速度
慢和内存占用大的问题, 提出了基于快速一阶方法
的有序子集图像重建算法. 实验结果表明, 相对于
有序子集的一阶方法, 本文提出的方法收敛速度更
快, 仿真重建结果更接近于原始体模数据, 真实数
据的重建结果噪声更少. 对比两种算法的计算复杂
度, 可以看出快速一阶方法仅在一阶方法的基础上

增加了关键的步骤13, 而这一步相对于每次迭代的
计算时间而言非常小. 本文最多采用 180个投影数
据, 并将其分为 5个有序子集进行重建, 而商用螺
旋CT多采用 1000幅左右的投影数据, 在投影数据
增加的情况下, 达到同样的相对重建误差需要的迭
代次数会减少很多. 同时, 一次迭代的计算时间长
是迭代算法与生俱来的缺点, 有效的GPU加速方
法得到了越来越多的研究, 迭代重建的时间得到极
大的改善. 从本文提出的重建算法的具体步骤可
以看出, 提出的快速一阶方法很容易采用GPU进
行加速, 这也使得本文提出的方法具有一定的实用
价值.
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Abstract
Low-dose computed tomography(CT) has an advantage to reduce X-rays that are harmful to the body. This paper

considers the issue of reconstructing high-quality low-dose CT images from incomplete projection data. Generally, this
can be done by statistical image reconstruction methods. However, the huge number of iterations of the statistical
reconstruction algorithms leads to long computing time, making them difficult to be of practical value. To solve this
problem, we propose a method to alleviate the issue by using total variation minimization and fast first-order method
for the ordered subsets. We use Split Bregman alternating direction method to solve the optimization problem. Then,
the projection onto convex sets method is used to speed up the convergence rate of the iterative method. Numerical
experiments show that the relative reconstruction error of the proposed method can decrease faster than the first-order
method of ordered subsets with the same iterative number.

Keywords: total variation, projection onto convex sets, alternating direction method, ordered subsets
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