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二维Sinai台球系统的量子混沌研究
秦陈陈 杨双波†

(南京师范大学物理科学与技术学院, 南京 210023)

( 2014年 3月 31日收到; 2014年 4月 11日收到修改稿 )

研究了二维 Sinai台球系统的经典与量子的对应关系, 运用定态展开法和Gutzwiller的周期轨道理论对
Sinai台球系统的态密度经傅里叶变换得到的量子长度谱进行分析, 并把量子长度谱中峰的位置与其所对应
的经典体系的周期轨道长度做对比, 发现两者之间存在很好的对应关系. 观察到了一些量子态局域在短周期
轨道附近形成量子 scarred态或量子 superscarred态. 还研究了同心与非同心Sinai 台球系统的能级最近邻间
距分布, 发现同心Sinai台球系统是近可积的, 非同心Sinai台球系统在 θ = 3π/8下, 随两中心间距离的增加,
能级最近邻间距分布将由近可积向维格那分布过渡.
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1 引 言

二维经典台球系统是粒子在二维受限空间内

的自由运动, 粒子改变它的运动方向只在与区域
的边界发生碰撞时才可发生. 根据边界条件的不
同,二维台球系统可被划分为经典可积系统和经典
混沌系统 [1]两大类, 如二维圆形台球系统 [2]、正方

(矩)形台球系统 [3]、椭圆台球系统 [4]等是经典可积

的, 相空间的运动是规则的; 而二维运动场台球系
统 [5]、有理多边形台球系统 [6]等是经典不可积的,
内有散射杂质的正方形台球系统, 如正方形环台球
系统 [7]、Sinai台球系统 [8] 等也是经典不可积的, 相
空间的运动是不规则的, 或混沌的. 由于在圆上反
射的高度去聚焦特点, Sinai台球比正方形环台球
系统经典上更混沌. 二维经典台球的可积性在量子
力学中的表现问题, 即量子混沌问题是普遍关心的
理论问题, 从理论和实验 [9−14]上已受到广泛的关

注. 业已发现,可积系统的能谱统计中能级最近邻
间距分布为泊松型, 而硬混沌系统的能谱统计中最
近邻间距分布为维格那 [15]型. 对介于可积和硬混
沌之间的近可积系统, 其能谱统计也介于泊松分布

和维格那分布之间.
本文研究Sinai台球系统的量子混沌. Sinai台

球系统因正方形内部的圆形垒的位置及半径可连

续改变, 我们可细致地研究当经典不可积性从弱到
强增加时, 能谱统计中最近邻间距分布如何从近泊
松分布过渡到维格那分布. 在量子长度谱函数 [16]

中, 一些周期轨道的贡献如何从近可积的显著到不
可积的逐渐减小直至最后消失等. 在数学方法上我
们采用近期发展的定态展开法 [17]计算体系的能量

本征值和本征函数, 然后导出由态密度经傅里叶变
换得到的量子长度谱函数ρ(L), 以此研究经典轨道
长度L与量子长度谱中峰值位置的对应关系, 即经
典与量子的对应问题. 经典与量子的对应也表现
在一些本征态局域在一些短的周期轨道上形成量

子 scarred或 superscarred[18−20]态, 这是量子混沌
的典型的特征.

量子混沌的研究经历了从Gutzwiller[1]的周期
轨道理论到Du和Delos[21] 的闭合轨道理论再到

Du和Lu[3]的开轨道理论的发展, 在二维圆环量子
台球 [22]及二维椭圆量子台球 [23]谱的分析研究中

取得了重要的成果.

† 通讯作者. E-mail: yangshuangbo@njnu.edu.cn
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2 二维同心Sinai台球系统

2.1 二维Sinai台球系统的模型及其经典
动力学

边长为a的正方形内有一半径为 b的圆型垒,
粒子在正方形内及圆形垒外自由运动, 在边界上发
生弹性碰撞,由此构成Sinai台球, 如图 1所示. 考
虑一粒子的运动,开始于点 (x0, y0), 做匀速直线运
动, 斜率为k = Vy/Vx, 其中Vx, Vy为速度的x, y分
量. 当粒子撞在边界 (正方形或圆)上时被反射, 反
射前后速度的切向分量不变, 法向分量改变符号.
以这种方式跟踪粒子的运动将得到粒子的经典运

动轨道. 对同心Sinai台球系统,我们发现运动轨道
可分为三大类,如图 2 (a)—(f)所示, 其中系统结构
参数值取为a = 10, b = 1, d = 0, θ = 0. 图 2 (a)

表示一条各态历经轨道, 在台球内是均匀分布的;
图 2 (b)—(d) 中, 每一条轨道开始短时间内呈现各
态历经状态, 随时间进展长时间后它们各将被规
则结构所捕获, 所以相空间中是非均匀的; 图 2 (e),
(f)是两个周期轨道, 它们是规则结构.
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图 1 (a)二维同心 Sinai台球系统模型图, a为正方形边
长, b为圆形半径; (b)二维非同心 Sinai台球系统模型图,
a为正方形边长, b为圆形半径, d为正方形中心到圆心距
离, θ为偏离 x轴的偏转角度
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图 2 同心 Sinai台球系统的经典运动轨道, 已知中心垒的半径 b = a/10, 其中 a为外面正方形的边长 (a) 各态
历经轨道; (b)—(d) 捕获轨道; (e), (f) 周期轨道.

2.2 量子长度谱函数的表达式

考虑质量为M的自由粒子在二维无限深势井

中运动, 势能表示形式为

V (r) =

0 r ∈ II

∞ 其他
, (1)

代入与时间无关的自由粒子的薛定谔方程得

Ĥψn(r) =

[
− ~2

2M
∇2 + V (r)

]
ψn(r)

= Enψn(r), (2)

其中, En为本征能量, ψn(r)为本征波函数, n为量
子数, ~为约化普朗克常量, 波矢为

kn =

√
2MEn

~2
. (3)
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这里, 我们采用定态展开法 [17]进行近似处理, 取包
围圆形体系的正方形作为势能从零到无穷大的过

渡区域, 其势为

Ṽ (r) =


0 r ∈ II

V0 r ∈ I

∞ 其他

, (4)

lim
v0→∞

Ṽ (r) = V (r), (5)

其中, V0是一个足够大的常数, 一般取本征值最大
值的 10倍, 即V0 = 10Emax. 波函数可以按定态展
开为

ψ(r) =
∑
m

cmϕm(r), (6)

其中, cm为展开系数, ϕm(r)为二维矩形无限深势

阱的本征函数, 即

ϕm(r) = ϕm1,m2
(x1, x2)

=

√
2

a
sin

(
π

a
m1x1

)
×
√

2

a
sin

(
π

a
m2x2

)
. (7)

将 (6)式代入薛定谔方程 (2)中得∑
m

(Hnm − Emδnm)cm = 0, (8)∫
d2rϕn(r)ϕm(r) = δnm. (9)

这里Hamiltionian矩阵元为

Hnm =

∫
d2rϕn(r)Hϕm(r), (10)

利用 Ĥ = −(~2/2M)∇2 + Ṽ (r), 可以计算出矩阵
元为

Hnm =
π2~2

2M

[(
m1

a

)2

+

(
m2

a

)2]
δnm

+ V0vnm, (11)

其中

vnm =

∫
I

d2rϕn(r)ϕm(r). (12)

这个积分是对整个区域 I积分, 得出二维同心Sinai
台球系统中

vnm =

(
2

a

)2[ ∫ b

−b

sin
(
m1πx

a

)
sin

(
m2πx

a

)
dx

]
×
[ ∫ √

b2−x2

−
√
b2−x2

sin
(
n1πy

a

)
sin

(
n2πy

a

)

× dy
]
. (13)

(13)式有解析解, 但对于非同心Sinai台球, 矩阵元
vnm只能通过数值计算得到. 二维台球系统的能量
本征值及本征函数可通过对角化哈密顿矩阵Hmn

得到. 我们利用周期轨道理论 [1,24]分析计算得到

的能谱, 周期轨道的特征可通过对量子态密度的表
达式作傅里叶变换 [16]得到, 其结果称为量子长度
谱函数表示为

ρFT (L) =

∞∑
n=1

∫ ∞

−∞
δ(k − kn) eikLdk

=

∞∑
n=1

eiknL

=

∞∑
ν=1

∑
µ

ρv,µδ(L− vLµ). (14)

这里, L是轨道的长度, µ标志周期轨道, ν指示重
复数, ρv,µ的大小与轨道的长度, 结构及稳定性有
关, 当L = vLµ, v = 1, 2, 3, · · · 时, ρFT (L)给出一

系列峰值. 设能级总数为N , 则有

ρN (L) =
∑N

n=1
eiknL. (15)

此时, 我们可以做出二维Sinai台球系统在同心情
况下的量子长度谱与经典轨道长度的对应关系

图, 如图 3所示. 可以看出, 经傅里叶变换得出的
量子长度谱峰的位置与其经典轨道长度有很好

的对应关系. 对一些短周期轨道, 在它们的倍周
期长度处也有峰出现,只是峰的幅度减小了, 如
长度L/a = 2的周期轨道, 在L = 4a, 6a, 8a等

处也有对应的峰出现; 长度为L/a = 2.154的周

期轨道在L = 4.308a, 6.462a等处也有峰; 长度为
L/a = 2.828的周期轨道在L = 5.656a处也有峰出

现等.
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图 3 b = a/10, 同心 Sinai台球系统量子长度谱与经典
轨道长度的对应图
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2.3 能级最近邻间距分布

2.3.1 能谱的展平 [25]

设原始能级积累密度为N(Ei), 表示能量
E 6 Ei的能级数目. 对原始能谱的能级积累密度
数据作最小二乘拟合, 令Nf (Ei) = c1

√
Ei + c2Ei,

确定系数 c1, c2, 并令新的能谱 (展平后的)为
εi = Nf (Ei). 展平后的能谱平均最近邻间距近
似为 1, 如图 4 (a)所示, 以下对展平后的能谱进行
统计.

2.3.2 能级最近邻间距分布p(s) ∼ s

在展平后的能谱序列中任选一组最近邻能

级xi+1, xi, 二者之间的距离 dxi = xi+1 − xi

处在 (s, s + ds)内的概率为P (s)ds, 则P (s)称为

能级最近邻间距分布, 数值计算上我们可以取
p(s) = ∆N/Nds, 这里∆N为能级对的数目, N
为能级总数. 对 b = a/10的系统, 其能级最近
邻间距分布如图 4 (b)所示, 虚线为维格那分布
p(s) = (πs/2) exp(−πs2/4), 光滑实线为泊松分布
p(s) = e−s. 结果显示, 在二维同心Sinai台球系
统中其P (s)在 s > 2范围内接近于泊松分布, 在
0 < s < 2的范围内偏离泊松分布和维格那分布,
这与同心Sinai台球系统的经典动力学是一致的,
那里由于捕获轨道的存在, 使得相空间的分布不均
匀, 表明还没有达到硬混沌.

3 二维非同心Sinai台球系统

二维非同心Sinai台球系统的量子长度谱计算
及能级最近邻间距分布的理论方法与同心Sinai台
球的情况相同, 在 b = a/10, θ = 3π/8, d取不同
值时得出的结论如图 5所示. 图 5 (a1)—(a5)中, 虚

线为维格那分布, 光滑实线为泊松分布. 结果显
示, 随着d的值逐渐增大到 0.2a时, 其 p(s)分布很

快趋于维格那分布, 这与经典相空间充满了混沌
有关. 图 5 (b1)—(b5)显示, 在二维非同心Sinai台
球系统中, 随着d值的增大, 量子长度谱峰其大小
逐渐减小直至消失, 最后剩下的是那些在圆形垒
移动时未受到影响的周期轨道及它们的倍周期.
如周期L/a = 2 的轨道及倍周期L = 4a, 6a, 8a;
周期L/a = 2.828的轨道及倍周期L = 5.656a等,
与它们对应的峰在d = 0.2a时依然存在; 非同心
下新周期轨道由于其稳定性差对量子谱的贡献

甚微.

4 波函数与周期轨道的关系

量子与经典对应不仅仅表现在量子长度谱中

峰值的位置与周期轨道的长度相同上, 还表现在
几率密度沿周期轨道的形状分布上.人们把波函
数的强度沿周期轨道局域分布的现象称为量子

scars. 除量子 scars[18]外,人们还发现了量子 super-
scars[19,20], 疤痕现象是Heller[18]首先发现的. 我
们对同心Sinai台球系统, 在图 6 (a)—(f)中给出了
几个 scarred或 superscarred量子态, 其中图 6 (a)
中的量子态与图 2中的长为 0.8 a的弹球周期轨
道相对应; 图 6 (b)的量子态与图 2中长为 2.828 a
的正方形周期轨道相对应; 图 6 (c)—(f)对应几种
周期轨道的叠加态, 如图 6 (c)对应于对角周期轨
道和弹球周期轨道的叠加态, 图 6 (d)和图 6 (f)对
应于两个矩形周期轨道的叠加态; 图 6 (e)对应于
两个对角周期轨道的叠加态, 但它对量子长度
谱的贡献很小, 叠加性是由于系统的对称性引
起的.
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图 4 b = a/10同心 Sinai台球系统 (a) 能级积累密度N(E)及最小二乘拟合Nf (E); (b) 能级最近邻间距分布
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图 5 (a1)—(a5) b = a/10, θ = 3π/8, d取一系列值时非同心 Sinai台球系统的能级最近邻间距分布; (b1)—(b5)
该情况下的量子长度能谱
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图 6 (a)—(f) 几个波函数的等高线图, 它们是不同的 scarred 或 superscarred 量子态, 对应于经典周期轨道

5 讨论与结论

本文利用Gutzwiller′s周期轨道理论和近期发
展的定态展开的方法计算了二维Sinai台球系统的
量子长度谱函数, 发现在同心情况下量子长度谱峰
的位置与经典轨道长度有很好的对应关系, 验证了
周期轨道理论的正确性;在非同心情况且ϑ = 3π/8

下, 随着两中心之间距离的增加量子长度谱峰的大
小逐渐减小直至消失. 同时我们研究了两种情况下
Sinai台球系统的能级最近邻间距分布, 发现在同

心情况下得出的能级最近邻间距分布只在 s > 2范

围内较接近于泊松分布, 而在 0 < s < 2的范围内

与泊松分布及维格那分布有很大的差别,这是相空
间存在某种不均匀性或近可积的体现. 这与正方形
环台球系统 [7]的结果不同, 那里同心正方形环台球
系统给出能级最近邻间距分布为泊松分布的结论.
在非同心情况下得出的能级最近邻间距分布图显

示, 随着两中心之间距离的增加其分布逐渐接近维
格那分布,标明经典相空间由弱混沌向强混沌的过
渡. 该结论与正方形环台球系统的结论相同. 本文
也研究了同心Sinai台球系统的本征函数, 观察到
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了 scarred或 superscarred本征态, 波函数沿经典周
期轨道分布或局域的现象,是量子混沌的明显特征.
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Quantum chaos for two-dimensional Sinai billiard
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Abstract
We study the classical and quantum correspondence for a two-dimensional Sinai billiard system. By using the

Stationary state expansion method and Gutzwiller’s periodic orbit theory, we analyze the quantum length spectrum
obtained through the Fourier transformation of the quantum density of state for the Sinai billiard system, and by
comparing the peak position with the length of the classical periodic orbit we find their excellent correspondence. We
observe that some quantum states are localized near some short period orbits, forming the quantum scarred states
or superscarred states. In this paper we also investigate the nearest-neighbor spacing distribution of levels for both
concentric and nonconcentric Sinai billiard systems, and find that the concentric Sinai billiard system is nearintegrable,
and for the nonconcentric Sinai billiard system with ϑ = 3π/8 its nearest-neighbor spacing distribution of levels transits
from nearintegrable to the Wigner distribution as the distance between the two centers increases.

Keywords: quantum billiard, periodic orbit theory, quantum length spectrum, level nearest neighbor
spacing distribution
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