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构造Birkhoff动力学函数的Santilli
第二方法的简化∗

宋端†
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( 2014年 3月 16日收到; 2014年 3月 31日收到修改稿 )

研究力学系统Birkhoff动力学函数的构造方法. Santilli 第二方法是目前构造Birkhoff动力学函数时常用
的方法之一, 但研究发现其计算公式存在冗余项. 通过具体的证明得到了简化的Santilli第二方法, 从而为自
伴随系统Birkhoff动力学函数的构造提供了更为简洁的计算公式. 举例说明结果的应用.
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1 引 言

20世纪 70年代末到 80年代初, 美国物理学家
R. M. Santilli为实现保守和非保守系统普适的自
伴随表示, 从变分法逆问题的角度推广了Hamilton
方程, 得到了更为一般的自伴随方程—–Birkhoff
方程. 随后, Santilli在文献 [1]中系统地研究了
Birkhoff方程的解析性质、代数结构和辛几何特征,
并建立了Birkhoff力学的基本理论框架. 经过国内
外学者近 40年的研究, Birkhoff力学已发展成为分
析力学的一个重要研究方向 [2−8].

作为Hamilton力学的自然推广, Birkhoff动力
学理论在非保守系统的结构分析和保守结构算法

的推广方面有明显的优势 [9−11]. 但要将力学系统
纳入到Birkhoff体系下来研究, 必须先将系统的运
动微分方程变换为Birkhoff方程, 而这关键是要构
造出所需的Birkhoff动力学函数 [12−14]. 由于研究
对象一般是结构复杂的非保守系统, 要顺利构造其
Birkhoff动力学函数通常是困难的, 这使得构造方
法问题成为制约Birkhoff力学发展的主要因素之
一. 为此, 本文研究Birkhoff动力学函数的构造方

法问题.
Santilli第二方法作为目前最常用的构造方法

之一, 为已自伴随化系统Birkhoff动力学函数的构
造提供了普适的方法. 但研究表明, Santilli第二方
法的计算公式中存在冗余项, 需要做进一步的简
化. 本文通过具体的证明, 得到了简化的Santilli第
二方法, 为一大类力学系统 (即可以通过自伴随因
子自伴随化的系统) Birkhoff动力学函数的构造提
供了更为简洁的计算公式.

2 Birkhoff方程及其普适性

考虑位形空间中的完整系统, 不论是保守的还
是非保守的, 其运动微分方程都可以表示为如下基
本形式:

Aij(t, q, q̇)q̈
j +Bi(t, q, q̇)

=0 (i, j = 1, 2, · · · , n). (1)

这里及以后上下重复指标表示求和. 如果基本形式
(1)是正规的, 即det(Aij) ̸= 0, 则可将其改写为如
下运动学形式:

q̈i − f i(t, q, q̇) = 0, (2)
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f i ∈ C2(R2n+1), (3)

其中

f i = −AijBj , (Aij) = (Aij)
−1. (4)

这里 (3)式表示函数 f i在定义域上至少是二阶连续

可导的.
力学系统在二阶形式 (1)下, 按照是否能够自

伴随化可分为 3类: 本质自伴随系统、非本质非自
伴随系统和本质非自伴随系统. 其中本质非自伴随
系统是指不存在积分因子将其自伴随化的二阶系

统 (1). 这种分类对于研究变分法逆问题是重要的,
从Lagrange逆问题的角度看, 自伴随的或可以自
伴随化的二阶系统总能Lagrange化; 但本质非自
伴随系统无法用Lagrange方程来描述. 从Hamil-
ton逆问题的角度看, 前两类系统在相空间中可以
实现具有简单辛结构的Hamilton表示; 但对于本
质非自伴随系统, 当降为一阶形式后, 如果不借
助Darboux变换仍然无法实现Hamilton化. 但若
借助Darboux变换来实现系统的Hamilton化, 则
会使系统的变量和动力学函数失去物理意义. 因
此, 在保持变量和动力学函数物理意义的前提下,
Lagrange逆问题和Hamilton逆问题不具有普适性.
但Birkhoff逆问题是具有这样的直接普适性的, 即
如果将保守和非保守系统用Birkhoff方程来描述,
则可以普适的实现系统的自伴随表示.

非自治Birkhoff方程的一般形式为(
∂Rν(t, a)

∂aµ
− ∂Rµ(t, a)

∂aν

)
ȧν

−
(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
= 0 (µ, ν = 1, 2, · · · , 2n), (5)

其中B为Birkhoff函数, Rµ为Birkhoff函数组. 为
方便起见, 本文将函数B和Rµ统称为Birkhoff动
力学函数. 借助Birkhoff张量

Ωµν =
∂Rν

∂aµ
− ∂Rµ

∂Rν
, (6)

还可以将方程 (1)记为

Ωµν(t, a)ȧ
ν −

(
∂B(t, a)

∂aµ
+

∂Rµ(t, a)

∂t

)
= 0 (µ, ν = 1, 2, · · · , 2n). (7)

此外, Birkhoff方程的自伴随性表现为满足如下
条件

Ωµν +Ωνµ = 0, (8a)

∂Ωµν

∂aτ
+

∂Ωντ

∂aµ
+

∂Ωτµ

∂aν
= 0, (8b)

∂Ωµν

∂t
=

∂

∂aµ

(
∂B

∂aν
+

∂Rν

∂t

)
− ∂

∂aν

(
∂B

∂aµ
+

∂Rµ

∂t

)
, (8c)

其中 (8a)和 (8b)式分别说明Birkhoff张量Ωµν 是

反对称的和满足Jacobi恒等式的.
Birkhoff方程除了非自治形式 (5)或 (7)外, 还

有半自治和自治形式. 如果函数Rµ不显含时间 t,
而函数B显含时间 t, 则Birkhoff方程称为半自治
的, 有形式

Ωµν(a)ȧ
ν − ∂B(t, a)

∂aµ
= 0, (9)

如果函数B和Rµ都不显含时间 t, 则Birkhoff方程
称为自治的, 有形式

Ωµν(a)ȧ
ν − ∂B(a)

∂aµ
= 0. (10)

Birkhoff表示的直接普适性由如下定理保证.
定理 [1,3] 任何局域、解析、正规、完整的一阶

动力学系统, 不论是保守的还是非保守的, 自伴随
的还是非自伴随的, 在其正规点的星形邻域上总
能实现保持动力学函数和变量物理意义的Birkhoff
方程形式 (5).

3 Santilli第二方法及其简化

假设给定系统的运动微分方程已化为如下标

准一阶形式:

ȧµ −Ξµ(t, a) = 0 (µ = 1, 2, · · · , 2n). (11)

构造Birkhoff动力学函数的目的是要得到与 (11)
式等价的Birkhoff方程 (5). 若还要求Birkhoff方
程可写为逆变形式:

ȧµ = Ωµν

[
∂B(t, a)

∂aν
+

∂Rν(t, a)

∂t

]
, (12)

其中Ωµν = Ω−1
µν , 则正规性要求是必须的, 即要求

det(Ωµν) ̸= 0. (13)

Santilli第二方法 [1,3]: 若可以构造出系统 (11)
的自伴随形式

[Ωµν(t, a)ȧ
ν + Γµ(t, a)]SA = 0, (14)

其中下标 SA表示自伴随 (self-adjointness), 则
Birkhoff张量Ωµν成为已知量, 再利用定义式 (6)
积分得

Rµ(t, a) =

[ ∫ 1

0

τ ·Ωνµ(t, τa)dτ
]
aν , (15)
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这里所引入的参变量 τ满足 0 6 τ 6 1, 其作用是
保证积分区域为星形可缩区域. 将Ωµν和Rµ代入

Birkhoff方程 (5), 并注意到 (14)式则可得

B(t, a)

=−
[ ∫ 1

0

(
Ωµ +

∂Rµ

∂t

)
(t, τa)dτ

]
aµ. (16)

这种构造函数B和Rµ的方法称为 Santilli第二
方法.

下面来具体证明Santilli第二方法的计算公式
(16)可以被简化.

命题 Santilli第二方法的计算公式 (16)可以
简化为

B(t, a) = −
[ ∫ 1

0

Ωµ(t, τa)dτ
]
aµ. (17)

证明 首先, 对于半自治Birkhoff方程 (9)和
自治Birkhoff方程 (10)的情况,由于总有 ∂Rµ

∂t
= 0,

故命题成立. 其次, 我们来证明对于一般的非自治
Birkhoff方程 (5)的情况, 仍有 (17)式成立. 将 (15)
式的两边同乘以aµ, 并注意到该式中的被积函数
(τ ·Ωνµ)是反对称的, 则可得

Rµa
µ =

[ ∫ 1

0

τ ·Ωνµ(t, τa)dτ
]
aνaµ ≡ 0, (18)

对上式关于 t求偏导数得

∂Rµ

∂t
aµ +Rµ

∂aµ

∂t
= 0, (19)

由于变量 a和 t是独立的, 即 ∂aµ

∂t
= 0 (µ =

1, 2, · · · , 2n), 故有
∂Rµ

∂t
aµ = 0. (20)

再将非自治Birkhoff方程 (7)两端同乘以aµ得

(Ωνµȧ
ν)aµ =

∂B

∂aµ
aµ +

∂Rµ

∂t
aµ, (21)

将 (20)式代入上式有
∂B

∂aµ
aµ = (Ωνµȧ

ν)aµ. (22)

其次, 通过引入参数 τ(0 6 τ 6 1)将积分区域限

定为星形区域, 再将 (22)式中的变量 (t, a)替换为

(t, τa)得到

∂B(t, τa)

∂(τaµ)
τaµ = [Ωρν ȧ

ν(t, τa)]τaµ, (23)

将左端改写, 即
∂B(t, τa)

∂(τaµ)
τaµ = τ

∂B(t, τa)

∂(τaµ)

∂(τaµ)

∂τ

= τ
dB(t, τa)

dτ , (24)

联立 (23)、(24)式得
dB(t, τa)

dτ = [Ωµν ȧ
ν(t, τa)]aµ. (25)

两边关于参变量 τ积分得

B(t, a) =

[ ∫ 1

0

Ωµν ȧ
ν(t, τa)dτ

]
aµ, (26)

再由 (14)式知

Ωµν ȧ
ν = −Γµ (27)

将其代入 (26)式, 则有 (17)式成立. 命题得证.

4 算 例

试用Santilli第二方法构造线性阻尼系统

ẍ+ x+ γẋ = 0, γ = const (28)

的Birkhoff函数B和Birkhoff函数组Rµ.
首先, 利用自伴随积分因子 eγt将非自伴随系

统 (28)自伴随化为

eγt(ẍ+ x+ γẋ) = 0, (29)

令a1 = x, a2 = ẋ, 则系统 (29)对应的自伴随形
式为

− eγtȧ2 − eγt(a2γ + a1) = 0,

eγtȧ1 − eγta2 = 0. (30)

矩阵形式为Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

 =

 0 − eγt

eγt 0

 ,

Γ1

Γ2

 =

− eγt(a2γ + a1)

− eγta2

 . (31)

其次, 将 (31)式代入 (15)式得到

R1 =

∫ 1

0

eγtτa2dτ =
1

2
eγta2,

R2 =

∫ 1

0

eγta2τ dτ =
1

2
eγta2; (32)

再代入 (13)式得到

B =−
∫ 1

0

{[
− eγt(τa2γ + τa1) +

1

2
γ eγtτa2

]
a1

+

[
− eγtτa2 + 1

2
γ eγtτa1

]
a2
}

dτ

=
1

2
eγt[(a1)2 + (a2)2 + γa1a2]; (33)
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最后, 将 (31)式代入简化的Santilli第二方法 (17)
式得到

B′ =−
∫ 1

0

{[
− eγt(τa2γ + τa1)

]
a1

+
[
− eγtτa2

]
a2
}

dτ

=
1

2
eγt[(a1)2 + (a2)2 + γa1a2]. (34)

可以看出, 简化前后的方法给出的Birkhoff函数B

的表达式 (33)和 (34)是一致的.

5 结 论

如前所述, 动力学函数的构造问题是Birkhoff
力学的基本问题之一. Santilli第二方法作为少数
具有普适性的构造方法之一, 值得做进一步的研
究. 本文关于Santilli第二方法的简化, 为已自伴
随化系统Birkhoff函数的构造提供了更为简洁的
计算方法, 特别是对于高维系统的情况效果将更加
明显.
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Abstract
The method of constructing Birkhoffian funcations of mechanical systems is investigated. The redundant term is

discovered in Santilli’s second method. As a result, a simpler construction formula for self-adjoint systems is obtained
by cancelling the redundant term. An example is given to illustrate the application of the results.

Keywords: Birkhoffian systems, Birkhoffian funcations, Santilli’s second method

PACS: 45.05.+x, 02.30.Zz, 45.10.–b DOI: 10.7498/aps.63.144501

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant Nos. 11172120, 11202090, 11272050).
† Corresponding author. E-mail: songduan620606@163.com

144501-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.144501

	1引 言
	2Birkhoff方程及其普适性
	3Santilli第二方法及其简化
	4算 例
	5结 论
	References
	Abstract

