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2+1维刻蚀模型生长表面等高线的
共形不变性研究∗
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为了更全面、有效地研究刻蚀模型 (etching model)涨落表面的统计性质, 基于 Schramm Loewner
Evolution(SLEκ)理论, 对 2 + 1维刻蚀模型饱和表面的等高线进行了数值模拟分析. 研究表明, 2 + 1维刻

蚀模型饱和表面的等高线是共形不变曲线, 可用 Schramm Loewner Evolution理论进行描述, 且扩散系数
κ = 2.70± 0.04, 属κ = 8/3普适类. 相应的等高线分形维数为 df = 1.34± 0.01.
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1 引 言

远离平衡条件下的表面界面粗化生长现象涉

及到科学技术发展的许多领域. 因此, 在过去的二
三十年, 凝聚态与统计物理学领域的物理工作者
从实验和理论 (包括解析和数值)方面对该现象进
行了广泛的研究, 并且目前已经取得了许多有价
值的成果 [1−8]. 研究表明, 粗化生长表面呈现出动
力学标度行为, 这种标度行为满足标准的Family-
Vicsek (F-V)动力学标度规律 [5]. 该标度规律通过
一系列具有物理意义的标度指数, 包括生长指数
β、粗糙度指数α和动力学指数 z = α/β, 对生长表
面的动力学行为及所属的普适类进行细致的描述.

动力学标度理论的核心是标度变换不变性,
是描述表面界面粗化生长的基本理论. 除此之
外, 粗糙表面等高线的共形不变性也是表征其标
度性的有效方法, 其分形特性、共形不变性与粗糙
表面的标度不变性密切相关. 粗糙表面生长作为

一种复杂的随机性、非线性现象, 它的等高线的共
形不变性可用随机性的Schramm-Loewner evolu-
tion(SLEκ) [9−12]来描述.

SLE理论于 2000年首次完整提出, 是专门用
来刻画简单曲线 (单联通)共形不变性的有力工具.
把具有共形不变性的二维随机曲线γt(z)通过共形

变换

gt(γt(z)) = ξt, (1)

映射为一维的随机布朗运动, 表征布朗运动位移的
驱动函数 ξt的统计方差是扩散时间的线性函数, 即
共形变换函数 gt(z)和驱动函数 ξt满足

dgt(z)
dt =

2

gt(z)− ξt
, (2)

⟨ξt⟩ = 0, ⟨ξ2t ⟩ = κt, (3)

κ是比例系数 (也称扩散系数), 表征了随机曲线的
动力学特征, 是曲线随机性的度量. 这个理论对自
然界表面生长过程的普适类、随机性和分形特性给

出了完整的描述, 并给出了曲线分形维数和扩散系
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数的联系

df = 1 + κ/8, (4)

从而把物理过程的随机性和曲线的分形维数有效

的联系起来, 并通过单一的扩散系数κ的值对自然

界的随机过程重新进行普适类的划分 [10]

κ = 2 : Loop-Erased Random模型;
κ = 8/3 : Self-Avoiding Walks模型, Kardar-

Parisi-Zhang方程生长表面等高线;
κ = 3 : Ising模型中的集团边界;
κ = 4 : 粗化相变的Body-centered Restricted

Solid-on-solid模型, 高斯型自由场中的水平截线,
XY 模型中的K-T相变;

κ = 6 : Percolation模型的集团边界;
κ = 8 : Uniform Spanning Trees模型的边界.
基于共形不变性的SLE理论近年来成为人们

研究的热点. 2006年Bernard研究了 2维Navier-
Stokes湍流系统中等涡线的共形不变性 [13], 又研
究了准地转湍流系统中等温线的共形不变性 [14].
随后人们又研究了自旋玻璃的磁畴壁 [15,16], 随机
波函数的节线 [17,18]和WO3表面的等高线

[19]的共

形不变性. 最近, 这种理论方法被成功地运用到了
表面界面生长领域. Saberi等 [20]指出, 2+1维饱和
Kardar-Parisi-Zhang (KPZ)表面的等高线是共形
不变曲线, 并且属于SLE8/3普适类. 该结论后来
被Schramm和Sheffield [21]的工作所证实, 他们研
究了二维离散高斯自由场的等高线并发现该等高

线是统计上的共形不变曲线. 唐刚课题组对受限
固 -固 (restricted solid-on-solid, RSOS)模型 [22]和

Wolf-Villain模型 [23]饱和表面的等高线进行了数

值模拟研究, 并且发现这两个生长模型饱和表面的
等高线也具有共形不变性 [24,25]. 最近, Saberi及其
合作者又对 2+1维KPZ方程生长表面进行了SLE
理论分析, 并且预测了其生长表面等高线的扩散系
数和分形维数分别为κ = 8/3, df = 4/3 [26]. 以上
取得的研究成果表明SLE理论已成为研究粗糙表
面标度性质的一个十分有效的方法.

刻蚀模型 [27]是描述表面界面粗化生长过程的

重要理论模型之一, 该模型可用来描述结晶体的溶
解或者解吸附过程, 其动力学行为得到了研究人员
广泛的关注并已经取得了一些显著的成果 [27−30].
但这些工作都集中于通过表面宽度或者高度差关

联函数来计算其动力学标度指数. 由于该模型的

重要性, 很有必要对该模型生长表面的形貌具有更
全面的了解. 因此, 为了更加深入全面的研究刻蚀
模型生长表面的形貌及动力学行为, 本文基于新颖
的SLE理论对 2+1维刻蚀模型饱和表面的等高线
进行数值分析. 计算结果显示, 2+1维刻蚀模型饱
和表面的等高线是共形不变曲线, 其扩散系数为
κ = 2.70± 0.04, 属κ = 8/3所描述的普适类. 相应
的分形维数为df = 1.34± 0.01.

2 模拟结果分析与讨论

由Mello等提出的刻蚀模型 [27]被用来描述生

长表面的腐蚀过程或解吸附过程, 但其规则是通过
与之相反的生长过程来定义的, 如图 1所示. 该模
型1+1维下的生长规则可用如下的式子来描述:

1)在 t时刻, 随机的选择表面上一个格点
i = 1, 2, · · · , L;

2) hi(t+ 1) = hi(t) + 1;
3)如果hi−1(t) < hi(t), 则hi−1(t+ 1) = hi(t);
4)如果hi+1(t) < hi(t), 则hi+1(t+ 1) = hi(t).
该生长规则可直接推广到 2+1维. 在数值模

拟过程中, 我们一共产生了300个2+1维刻蚀表面,
基底尺寸为L × L = 1024 × 1024. 每个表面生长
的时间足够长, 使得生长过程都能够达到饱和. 表
面的平均生长高度设置为 0, 大于平均值的高度为
正, 小于平均值的高度为负. 这种操作对计算结果
并不会产生影响. 然后分别提取了生长表面上包含
大于 2048个格点的等高线 2000多条, 以及包含大
于4096个格点的等高线近1000条.

图 1 1+1 维刻蚀模型生长规则

首先利用数盒子方法计算了等高线的分形维
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数. 两条对应格点大小不同的等高线计算得到的相
应的平均分形维数均为df = 1.34± 0.01, 如图 2 (a)
和 (b)所示. 我们同样采用尺码法计算了该分形维
数, 所得到的结果与数盒子方法在误差范围之内是
相等的.

0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1
1.0

2.0

3.0

0.3 0.6 0.9 1.2 1.5 1.8 2.1

1.0

2.0

3.0

 

log2 r

log2 r

⊲

(b)

lo
g

2
 N

(r
)

lo
g

2
 N

(r
)

⊲

(a)

图 2 利用数盒子方法计算得到的等高线的分形维数 (a)
是包含大于 2048个格点的等高线的盒子数N(r)与盒子

尺寸 r的双对数曲线; (b)是包含大于 4096个格点的等高
线的盒子数N(r)与盒子尺寸 r的双对数曲线

为了分析饱和刻蚀表面的等高线是否为共形

不变曲线, 我们首先利用共形变换函数将二维的曲
线映射为一维的随机布朗运动曲线. 为了更加明显
的揭示等高线的标度行为, 本文采用文献 [20]中所
提到的方法对粗糙表面的等高线集合进行了识别.
具体方法为, 对从粗糙表面提取的等高线集合的每
一条, 任给一条水平直线与等高线γt相交, 截取该
直线上方的部分作为新的等高线, 它与该水平线的
交点作为新等高线的端点. 由于等高线有开线和闭
线两种, 对于开线, 其交点就是起点; 对于闭线, 交
点分别为新等高线的起点和终点. 这样就得到了经
过识别的新的等高线的集合. 为了使得到的结果
不依赖于等高线的长度, 需要对等高线进行重新标
度. 对等高线点的坐标除以因子N1/df实现归一化

z′′n =
z′n

N1/df
, (5)

上式df为对应的等高线的分形维数. 为了进行共形
变换, 还需要对所得到的等高线进行上半平面化.
借助于共形映射函数ϕ(z),

ϕ(z′′) =
z′′Nz′′

z′′N − z′′
. (6)

可以把起点和终点在水平轴上的等高线变换到水

平轴的上方从而实现等高线的上半平面化.
在数值算法中, 采用连续 -离散共形裂缝映射

(successive discrete, conformal slit maps)方法对

Loewner方程进行求解. 这个算法实际上是对驱动
函数做一个恒定的分段近似, 即在每一个时间步长
内通过共形变换吞并这个曲线的一段. 设置起点 z0

为 (0, 0), 这样就得到满足Loewner方程的离散共
形映射函数

gt(z) =
√
(z − ξt)2 + 4t+ ξt, (7)

上式中驱动函数

ξt = Re(z), (8)

及共形映射时间

t = (Imz)2/4. (9)

然后利用连续 -离散共形裂缝映射, 即 (7)式, 对前
面重标度和上半平面化的等高线逐条进行共形变

换. 为此, 把集合中的等高线γ(z′′i )中的点 z′′i 再标

度为 z0i , i = 1, 2, · · · , N . 上标 0表示共形变换前
的初始等高线. 第一次共形变换的第一段裂缝映射
把第 i个点 z0i 映射到原点 z00 , 把第 j个点 z0j (j > 1)

映射到新的点 z1j . 总之, 第 i个映射把点 zi−1
i 映射

到原点 zi−1
0 , 即

ti = ti−1 + (Imzi−1
i )2/4,

ξ(ti) = Rezi−1
i ,

zij =
√
(zi−1

j − Rezi−1
i )2 + (Imzi−1

i )2 + Rezi−1
i ,

(j > i). (10)

上式中, 初始值 ξ(0) = 0, 根号的取值与 [Rezi−1
j −

Rezi−1
i ]的符号相同. i一直变化, 直到等高线的所

有点都被映射到新的点, 这样就完成整条等高线的
共形变换, 得到了相应的驱动函数. 然后对集合中
的等高线依次变换, 最后得到共形变换后的等高线
的驱动函数的集合.

图 3和图 4分别给出了包含格点数大于 2048
和 4096的等高线驱动函数的统计性质. 从图中可
以看出, 驱动函数的统计方差与共形映射时间显示
了非常良好的线性关系, 通过线性拟合可以得到相
应的扩散系数κ = 2.70 ± 0.04. 从 (b)图中还可以
看出, 驱动函数的统计平均值非常接近于0, 这是一
维布朗运动的典型特征. 此外, 为了保险起见, 我
们还计算了下半平面内的等高线, 所得结果和上半
平面的结果符合的很好. 其原因在于等高线具有自
相似性.
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图 3 2+1 维刻蚀模型饱和表面等高线 (含格点数大于
2048)驱动函数 ξ(t)的统计分布 (a)驱动函数的方差;
(b)驱动函数的平均值
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图 4 2+1 维刻蚀模型饱和表面等高线 (含格点数大于
4096)驱动函数 ξ(t)的统计分布 (a)驱动函数的方差;
(b)驱动函数的平均值

为了进一步确认此模型表面等高线的共形不

变性, 还必须验证图中驱动函数的增长是否满足独

立增长这一规律. 因此接下来我们研究了其驱动函
数的统计性质. 通过选取等高线驱动函数集合中
每个驱动函数分别在共形映射时刻 t = 0.02, 0.04,
0.06, 0.08, 0.10的函数值进行了统计, 发现其概率
密度统计呈现高斯型分布, 并且不同共形时刻的
概率密度服从同一高斯型分布, 如图 5和图 6所示,
图中的实线为高斯型函数标示线. 最终可以判定
2 + 1维刻蚀模型饱和表面的等高线实际上是共形

不变曲线.
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图 5 不同共形时刻等高线 (含格点数大于 2048)驱
动函数 ξ (t)的统计分布 (图中分别对应归一化的时刻
t = 0.02, 0.04, 0.06, 0.08, 0.10, 实线为高斯型函数标示
线)
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图 6 不同共形时刻等高线 (含格点数大于 4096)驱动函
数 ξ(t)的统计分布 (图中分别对应归一化的时刻 t = 0.02,
0.04, 0.06, 0.08, 0.10, 实线为高斯型函数标示线)

从数值计算的结果可以看出, 2+1维刻蚀模型
饱和表面的等高线为共形不变曲线, 可由SLE理论
进行很好的描述, 属κ = 8/3普适类 (本文的计算结
果为κ = 2.70± 0.04). 计算还得到了相应的分形维
数df = 1.34± 0.01. Keating等 [17]从理论上预言了

分形维数和扩散系数之间满足关系式df = 1+ κ/8,
本文的数值模拟结果与该理论预测是相符的. 从以
往计算表面宽度或者高度差关联函数所得到的动
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力学标度指数来看, 刻蚀模型属KPZ方程所描述
的普适类. 但在计算表面宽度或者高度差关联函
数时, 必须要模拟多个系统尺寸下的生长过程才能
确定标度指数的值, 而在小的系统尺寸下模型通常
会表现出有限尺寸效应, 从而导致对标度指数的计
算有时会精确度不高. 根据SLE理论, 只需提取大
的系统尺寸下的等高线集合, 进而分析等高线的性
质, 这样会使得结果更加准确、有效. 本文基于SLE
理论计算所得到的分形维数和扩散系数与KPZ方
程的理论结果 (df = 4/3, κ = 8/3) [26]符合得很好.
从这个角度来讲, 本文在新的SLE 理论的框架内
更加有效地证实了刻蚀模型属KPZ普适类, 同时
也从等高线的角度更进一步加深了对 2+1维刻蚀
模型生长表面形貌的认识. 此外, 在分析过程中,
本文选取了两种不同长度的等高线, 而所得到的分
形维数和扩散系数是一致的. 这说明在本文所分析
的格点大小范围内, 从等高线的角度对模型进行分
析, 模型表现出很弱的有限尺寸效应. 这个发现或
许对今后分析其他存在较大有限尺寸效应 (计算表
面宽度时)的模型有所帮助.

3 结 论

本文从SLE理论这个新的角度出发, 分析了
2+1维刻蚀模型饱和表面等高线的分形性质和共
形不变性. 计算得到了扩散系数和相应的分形维数
分别为κ = 2.70±0.04, df = 1.34±0.01. 结果显示,
2+1维刻蚀模型饱和表面的等高线是共形不变曲
线, 并且属κ = 8/3所描述的普适类. 分形维数和
扩散系数之间满足关系式df = 1 + κ/8, 和理论预
测结果相符. 此外, 本文还发现, 通过等高线对生
长表面进行分析,模型表现出很弱的有限尺寸效应.

本文所涉数值计算承蒙中国矿业大学现代分析与计算

中心提供机时得以完成, 谨致谢忱.
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Abstract
In order to study the statistical properties of the surface fluctuations in the Etching model more comprehensively

and effectively, based on the Schramm Loewner evolution (SLEκ ) theory, the contour lines of the saturated surface in the
(2+1)-dimensional Etching model are investigated by means of numerical simulations. Results show that the isoheight
lines of the (2+1)-dimensional Etching surfaces are conformally invariant and can be described in the frame work of the
SLEκ theory with diffusivity κ = 2.70± 0.04, which belongs to the κ = 8/3 universality class. The corresponding fractal
dimensions of the isoheight lines are df = 1.34± 0.01.
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