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基于递归T矩阵的离散随机散射体散射特性研究∗
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本文根据电磁场矢量球波函数多极点展开原理及矢量叠加定理提出了递归T 矩阵算法的矢量形式, 并且
基于矢量递归T 矩阵算法建立了多散射球模拟离散随机散射体散射的三维电磁散射模型. 通过计算不同尺
寸、随机分布散射球的散射以及分析散射球间的高阶散射效应, 结果表明: 矢量递归T 矩阵算法具有很高的

计算精度, 算法中包含多散射体间的高阶散射效应, 因此能够精确计算多散射体总的散射效应. 本文所建模
型可应用于土壤湿度探测工程中评估地表下掩埋离散随机散射体散射对雷达回波信号产生的影响.
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1 引 言

近年来, 由于L频段以下电磁波的大穿透深度
特性, 低频雷达遥感探测技术得到了快速发展, 主
要应用于茂密森林植被, 地表下古迹以及土壤分层
结构的探测, 如监测建筑地下结构变化以及山体滑
坡预警; 获取裸土及植被覆盖区域的土壤湿度分布
图以评估全球变暖造成的湿地流失等等. 如今, 土
壤湿度探测已成为指导农业生产, 建立全球水、能
量循环模型气候变化研究的重要工程应用 [1−6]. 自
然界中地表下媒质通常是非均匀的. 土壤中掩埋有
石块、冰粒等离散随机散射体. 低频电磁波的大穿
透深度可以获取深层土壤湿度信息, 但同时会受到
土壤中掩埋物体的影响. 我们必须获取这些掩埋物
体的散射特性以评估离散随机散射体散射对雷达

回波信号产生的影响. 因此, 我们需要一种具有高
计算精度的算法.

在过去的几十年中出现了许多计算多散射体

散射的方法 [7−19], 如基于辐射传输理论的方法已
经得到了广泛的应用. 多散射体散射包含散射体间

的多次相互作用, 即高阶散射效应. 然而辐射传输
理论忽略了高阶散射效应, 同时其他的一些解析方
法以及基于波理论的方法也仅考虑了低阶散射效

应 [1,20]. 本文提出的矢量递归T矩阵算法 (Recur-
sive Aggregate T-Matrix Algorithm, RATMA)包
含多散射体间的高阶散射效应. 在多个散射体同时
存在的散射系统中, 首先利用矢量球波函数多极点
展开原理, 根据边界条件计算每个散射体在其所处
局部坐标系中的T矩阵; 然后利用矢量叠加定理,
将所有局部坐标系中的T矩阵统一变换到全局坐

标系中做加和, 这样便可以得到散射系统总的T矩

阵. 我们可以根据总T矩阵方便的求解总散射场或

散射系数.
RATMA算法的标量形式早在上世纪 90年代

就已经出现, 然而仅限于二维散射计算, 未曾有
效地应用于 3维散射体的计算 [21−26]. 本文提出的
RATMA算法的矢量形式为三维散射体的散射计
算提供了理论支持. 同时根据矢量RATMA算法建
立了计算离散随机散射体散射特性的电磁散射模

型. 球型散射体是石块和冰粒的理想模型, 可用来
模拟如图 1所示的地表下情况.
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图 1 多散射球模拟地表下离散随机散射体

本文建立的模型利用不同尺寸、随机分布的散

射球模拟离散随机散射体的散射特性, 在雷达探测
土壤湿度的工程应用中, 可用于评估地表下掩埋散
射体的散射对雷达回波信号所产生的影响.

2 矢量RATMA算法及高阶散射效应
分析

2.1 单个散射球的T矩阵

根据经典Mie散射理论可以得出单个散射球
的T矩阵 [27,28]

T 1(1) =

TM 0

0 TN

 , (1)

TM = diag{−{jn(ksa)[kajn(ka)]
′

− jn(ka)[ksajn(ksa)]
′}

× {jn(ksa)[kahn(ka)]
′

− hn(ka)[ksajn(ksa)]
′}−1}, (2)

TN = diag{−{k2s a2jn(ksa)[kajn(ka)]
′

− k2a2jn(ka)[ksajn(ksa)]
′}

× {k2s a2jn(ksa)[kahn(ka)]
′

− k2a2hn(ka)[ksajn(ksa)]
′}−1}. (3)

2.2 矢量叠加定理 [29−33]

矢量叠加定理描述为矢量球波函数的坐标变

换, 如图 2所示.
图 2中P 点处的场量可以用矢量球波函数

M , N(定义见附录A)在坐标系O中作多极点展

开 [28,32]:

EO =

∞∑
n=1

n∑
m=−n

(
AmnMmn +BmnNmn

)
. (4)

类似的, 在坐标系O′中P点处的场量可以展开为

EO′ =

∞∑
ν=1

ν∑
µ=−ν

(
AµνMµν +BµνNµν

)
. (5)

因此, 我们可以定义两个坐标系中矢量球波函数间
的关系

Mmn

=
∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

(
AµνmnMµν +BµνmnNµν

)
, (6)

Nmn

=

∞∑
ν=0

ν∑
µ=−ν

(
AµνmnNµν +BµνmnMµν

)
. (7)

根据坐标变换系数Aµνmn, Bµνmn (定义见附
录B), 我们可以建立并矢坐标变换矩阵 [1,32]

αji =

A(h)

ji B
(h)

ji

B
(h)

ji A
(h)

ji

 , βji =

A(j)

ji B
(j)

ji

B
(j)

ji A
(j)

ji

 , (8)

其中αji, βji的下角标 ji 表示坐标系 i到坐标系 j

的变换; A
(j),(h)

ji , B
(j),(h)

ji 的上角标 (j), (h)表示坐
标变换系数中基函数的选取为球Bessel函数或第
一类球Hankel函数.
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图 2 矢量叠加定理
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2.3 递归T矩阵算法的矢量形式

在得到单个散射球的T矩阵之后, 根据矢量球
波函数及矢量叠加定理我们可以建立多散射球散

射系统. 然而当多个散射球同时存在时, 总散射
场中包含散射球之间的相互作用. Chew于1989年
首次提出了RATMA算法的概念 [21], 随后在其著
作 [33]中给出了RATMA算法的规范标量形式. 本
文将根据标量RATMA算法推导RATMA算法的
矢量形式以求解 3维散射问题. 以两个散射球同时
存在时的散射系统为例.

如图 3所示, 我们首先选取局部坐标系O1为

观察点. 总场在局部坐标系O1中的表达式为

ϕ(r) = Rgψt(k0, r1) · β10 · a+ ψt(k0, r1) · f1
+ Rgψt(k0, r1) · α12 · f2, (9)

其中a是入射场的幅度向量, ψt(k0, r0)是以矢量球

波函数为元素的并矢列向量, f是散射幅度向量,
α12, β10是坐标变换矩阵. (9)式中的Rg表示正则
部分, 如Rghn(k0, r) = jn(k0, r), 等号右端第一项
为入射场在局部坐标系O1中的表达式, 坐标变换
矩阵β10将入射场由全局坐标系O0变换到局部坐

标系O1中; 第二项为散射球 1 的散射场; 第三项
为散射球 2的散射场在局部坐标系O1中的表达式,
α12将散射球 2的散射场由局部坐标系O2变换到

局部坐标系O1中, 此过程也可以看作是散射球 2
的散射场作为入射场投射到散射球 1上, 即散射球
2对散射球 1的激励作用. 这样在总场表达式中就
包含了两个散射球间的高阶散射效应.

k0
φinc
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O1

O2

x0

z0

y0

x

k

y
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z1

k1

x1

x1
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图 3 两散射球同时存在时的散射系统

若已知散射球 1的T矩阵, 我们可以根据 (9)
式建立 f1, a, f2之间的关系:

f1 = T 1(1) ·
[
β10 · a+ α12 · f2

]
. (10)

(10)式中的T 1(1)表示散射球 1单独存在时的T矩

阵, 下角标中的 (1)表示散射系统中只存在一个散
射球. 类似的, 我们选取局部坐标系O2为观察点,
利用T 2(1)可以得到 f2, a, f1之间的关系:

f2 = T 2(1) ·
[
β20 · a+ α21 · f1

]
. (11)

根据 (10)、(11)式可以得到

f1 =
[
I − T 1(1) · α12 · T 2(1) · α21

]−1

T 1(1)

×
[
β10 + α12 · T 2(1) · β20

]
· a. (12)

我们可以重新定义两个散射球同时存在时的

散射系统

f1 = T 1(2) · β10 · a, (13)

T 1(2)表示两个散射球同时存在时散射球 1 的T矩

阵, 其中包含了散射球2对散射球1的激励作用, 其
表达式可以通过比较 (10)、(12)式得到. 这样我们
就从单个散射球的T矩阵出发得到了两个散射球

同时存在时的T矩阵. 此过程可以推广到散射系统
中n+ 1个散射球同时存在时求解总T矩阵的散射

问题.
定义散射系统中n+ 1个散射球同时存在时散

射球 i的T矩阵为T i(n+1), 其中包含除了散射球 i

以外其他n个散射球形成的散射系统对散射球 i的

激励作用. 总场表达式为

ϕ(r) = Rgψt(k0, r0) · a

+

n+1∑
i=1

ψt(k0, ri) · T i(n+1) · βi0 · a. (14)

我们可以将 (14)式做进一步推演:

ϕ(r) = Rgψt(k0, r0) · a+
n∑

i=1

ψt(k0, ri)

× T i(n+1) · βi0 · a+ ψt(k0, rn+1)

× Tn+1(n+1) · βn+1,0 · a. (15)

此时可以将等号右端中间项表示的n个散射体的

散射看作是一个整体所产生的散射, 这样就变成了
类似于 (9)式的形式. 根据两个散射球总T矩阵的

推导过程, 我们可以类似的得到

Tn+1(n+1) · βn+1,0

=

[
I − Tn+1(1) ·

n∑
i=1

αn+1,i · T i(n) · βi0 · α0,n+1

]−1

× Tn+1(1)

×

[
βn+1,0 +

n∑
i=1

αn+1,i · T i(n) · βi0

]
, (16)
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T i(n+1) · βi0

= T i(n) · βi0

×
[
I + α0,n+1 · Tn+1(n+1) · βn+1,0

]
. (17)

(16)与 (17)式共同构成了递归求解n + 1个散射球

总T矩阵的矢量RATMA算法. 这里我们要对散射
球的空间位置进行排序:∣∣r1(0)∣∣ 6 ∣∣r2(0)∣∣ 6 · · · 6

∣∣rN(0)

∣∣ , (18)

其中 ri(0)表示全局坐标系原点到散射球 i 球心的

距离. 至此, 我们可以从一个散射球的T矩阵出发,
递归地求解散射系统中n个散射球同时存在时包

含有高阶散射效应的总T矩阵.

2.4 散射系数的求解

在求得总的T矩阵之后, 我们可以方便地求
解多散射球系统的雷达散射系数. 由并矢散射
幅度 [28]:

F (θs, ϕs, θi, ϕi)

=
4π

k

∑
n,m,ν,µ

(−1)µiν−n−1

{[
T (11)
mnµνγmnCmn(θs, ϕs)

+ T (21)
mnµνiγmnBmn(θs, ϕs)

]
· γ−µνC−µν(θi, ϕi)

+
[
T (12)
mnµνγmnCmn(θs, ϕs)

+ T (22)
mnµνiγmnBmn(θs, ϕs)

]
× γ−µν

B−µν(θi, ϕi)

i

}
. (19)

由 (19)式我们可以计算四种极化方式下的双站雷
达散射系数和双站RCS:

fvv = v̂s · F · v̂i, σvv(k̂s, k̂i) = 4π |fvv|2 ,

fvh = v̂s · F · ĥi, σvh(k̂s, k̂i) = 4π |fvh|2 ,

fhv = ĥs · F · v̂i, σhv(k̂s, k̂i) = 4π |fhv|2 ,

fhh = ĥs · F · ĥi, σhh(k̂s, k̂i) = 4π |fhh|2 . (20)

3 三维离散随机多散射球电磁散射模
型建模

3.1 散射球T矩阵的求解

在本模型中我们使用散射球来模拟地表下的

石块及冰粒等离散随机散射体. 本文中所用算法是
以矢量球波函数为基函数做多极点展开的, 因此在

求解球的T矩阵时, 我们需要根据球的尺寸参数确
定多极点展开的项数n [27]. 尺寸参数定义为

x = ka, (21)

其中k为球所处背景媒质的波数, a为球的半径, 多
极点展开项数为

Nmax = x+ 4 · x1/3 + 2. (22)

对 (22)式向下取整后我们可以得出 (2)、(3)式中球
Bessel函数以及球Hankel 函数中n的最大值.

3.2 矢量叠加定理系数的求解

在求解矢量叠加定理的并矢坐标变换矩阵αji,
βji 时, 首先要求解坐标变换系数Aµνmn, Bµνmn.
因此我们需要确定多极点展开参数µ, ν; m, n的
值. 下面考虑两种坐标变换的形式.

O0

Oi

ki
xi

a

Oj

Oi

xi

zi

yi

ki

yj

xj

zj

z

zi

x

yi

y

a

b

kj

(b)

(a)

k

k

图 4 (a) 散射球与全局坐标系之间的坐标变换; (b) 散射
球之间的坐标变换

在图 4 (a)所示的情况中, 如果全局坐标系的
多极点展开用参数m, n表示, 散射球 i的多极点展

开用参数µ, ν表示. 由于O0处不存在散射体, 其
尺寸参数为x = 0; 散射球 i的尺寸参数为x = ka;
图 4 (b)的情况中散射球 i, j的尺寸参数分别为ka
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和 kb. 根据 (22)式可以计算它们的多极点展开
项数n和 ν. 我们知道矢量球波函数是连带勒让
德函数的函数, 因此m, µ的取值范围为 |m| 6 n,
|µ| 6 ν; n, ν > 0.

3.3 并矢矩阵的排列规则

由于矢量RATMA算法是以矢量球波函数为
基函数的算法, 因此算法中所有的矩阵均为并矢
矩阵. 然而并矢矩阵是四维矩阵, 如 (8)式中的变
换系数Aµνmn, Bµνmn及 (19)式中的T矩阵分量

T
(11)
mnµν , T (12)

mnµν , T (21)
mnµν , T (22)

mnµν , 它们都是四参数的
矩阵. 因此我们需要一种排列规则将这些四参数矩
阵排列成二维并矢矩阵. 根据 (22)式计算多极点展
开项数n = Nmax, 以参数m, n为例, 我们定义联
合系数 l来同时表示参数m, n:

l = n(n+ 1) +m+ 1. (23)

定义联合系数 l的最大值为

Lmax = Nmax(Nmax + 2) + 1. (24)

部分联合系数 l与参数m, n的关系如表 1所示.
表 1 联合系数 l与参数m, n的关系

n m l

0 0 1
1 − 1 2
1 0 3
1 1 4
2 − 2 5
2 −1 6
2 0 7
2 1 8
2 2 9

etc. etc. etc.

由 (23), (24)式及表 1 , 我们可以将系数
Aµνmn, · · · 及T

(11)
mnm′n′ , · · · 排列成并矢矩阵的形

式: Akl, Bkl, T
(11)

lk , T
(12)

lk , T
(21)

lk , T
(22)

lk .

3.4 建立阶乘数据库方法计算Wigner 3-j
符号

由附录B我们发现在计算坐标变换系数
Aµνmn, Bµνmn 时, 需要计算Wigner 3-j 符号, 然
而Wigner 3-j符号中含有大量的阶乘, 尤其当散
射体尺寸较大、散射体数量较多时, 直接计算需要
消耗大量时间. 例如当所计算散射体的个数较多
(N > 10) 时, 计算时间会以接近指数增长的趋势
而增加, 这样在实际应用中几乎不能实现. 因此我

们可以先将阶乘值建立一个数据库, 然后采用读取
数值的方法来计算Wigner 3-j符号, 这样计算时间
会比较理想.

4 仿真结果及分析

4.1 建立阶乘数据库方法与直接计算方法

计算时间比较

如图 5所示, 蓝色曲线是利用直接计算方法计
算多散射球散射 (N = 10)所需的计算时间, 红色
曲线是建立阶乘数据库方法的计算时间. 上图结果
所用的计算机配置为 CPU Intel Core i5-2400, 内
存 4G. 由图 5我们发现, 当球的个数从大于 3开始,
蓝色曲线增长很快, 呈接近指数增长的趋势; 而红
色曲线的增长比较平稳, 接近线性增长的趋势. 因
此当散射球数量较多时建立阶乘数据库的方法计

算效率较高.

0 2 4 6 8 10
0

400

800

1200

1600

N

C
P
U

/
s

图 5 建立数据库方法与直接计算方法计算时间比较

4.2 不同尺寸散射球的散射

根据矢量RATMA算法建立的三维电磁散射
模型, 我们可以计算多个介质球的雷达散射截面
(RCS). 4.2—4.4节中的三组仿真算例用到的介质
球相对介电常数均为εr = 24.84+4i,入射平面波的
频率为 f = 300 MHz, 入射角为ϕi = 0◦, θi = 45◦.
远场的观察点设为ϕs = 180◦,−90◦ < θs < 90◦, θs

从−90◦开始每11◦取一个观察点.
图 6所示的仿真结果是半径 r1 = 0.02 m,

r2 = 0.05 m的两个大小不同的介质球的散射,
其球心的坐标分别为O1 = (0.05,−0.05, 0.05),
O2 = (0.05, 0.05, 0.05). 图 6 (b), (c)中的蓝色曲
线是矢量RATMA算法的计算结果, 红色曲线是用
Feko软件 (MoM算法)得出的计算结果, 作为本文
的对比算法. 从两图中我们可以看出红、蓝曲线符
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合程度很高, 矢量RATMA算法与MoM算法的最
大误差均小于 0.4 dB, 说明RATMA算法在计算不
同尺寸散射球的散射问题时有很高的计算精度.
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图 6 不同尺寸双球散射仿真结果 (a)不同尺寸双球散射模
型; (b) vv极化散射截面; (c) hh极化散射截面

4.3 高阶散射效应分析

图 7所示的仿真结果是利用矢量RATMA算
法计算半径 r1 = r2 = 0.1 m 的两个大小相同的
介质球在包含高阶散射与忽略高阶散射两种情

况下的仿真结果比较. 图 7 (a)的球心坐标分别为
O1 = (0.1,−0.2, 0.1), O2 = (0.1, 0.2, 0.1), 两球球
面间的最短距离为d = 0.2 m. 图 7 (b)是与 (a)具
有相同坐标位置的右端介质球单独存在时的散射

模型. 图 7 (c)是与 (a)具有相同坐标位置的左端介
质球单独存在时的散射模型. 图 7 (d)中的蓝色曲
线表示图 7 (a)所示散射模型的计算结果, 即包含
两球间高阶散射的仿真结果; 红色曲线表示图 7 (b)
与 (c)所示模型计算结果的总和, 即忽略两球间高
阶散射的结果. 从图 7 (d)中我们可以看到蓝色曲

线与红色曲线RCS 值的最小差值为 2.1 dB, 差值
即是两介质球之间的高阶散射效应. 图 7的计算

结果说明当散射球间距较小时 (d < 10r), 如果忽
略高阶散射效应, 总的RCS计算值会偏小. 矢量
RATMA算法能够精确计算散射体间的相互作用,
因此计算精度相比其他忽略散射体间高阶散射或

只考虑一阶散射的计算方法要高.
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图 7 矢量RATMA算法包含高阶散射与忽略高阶散射仿
真结果比较 (a)间距 d = 0.2 m双球散射模型; (b)与 (a)
相同坐标位置右球单独存在散射模型; (c)与 (a)相同坐标位
置左球单独存在散射模型; (d) vv极化散射截面比较

4.4 离散随机多散射球的散射

图 8所示的仿真结果是八个半径 r1 = 0.02 m
与四个半径 r2 = 0.05 m的介质球在三维空间中随
机分布的计算结果. 图 8 (b), (c)中的蓝色曲线是
矢量RATMA算法的计算结果, 红色曲线是MoM
算法的计算结果, 两图中红、蓝两条曲线非常接近,
几乎重合, 最大误差均小于0.2 dB, 说明矢量RAT-
MA算法在计算离散随机多散射球散射问题时具有
很高的计算精度.
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图 8 离散随机多散射球仿真结果 (a) 离散随机多散射
球散射模型; (b) vv极化散射截面; (c) hh极化散射截面

5 结 论

本文在标量RATMA算法的基础上推导得出
了RATMA算法的矢量形式, 并根据矢量RATMA
算法建立了三维空间中计算多散射球模拟地表下

离散随机散射体散射的电磁散射模型, 同时提出了
建立阶乘数据库的方法优化了计算时间. 文中通过
对矢量RATMA算法和矩量法计算不同尺寸、随机
分布介质球散射的比较以及求解散射球间高阶散

射效应的仿真结果, 对非均匀媒质的散射特性做出
了分析. 主要结论有以下几点:

1.在求解多散射体散射问题时, 当散射体间间
距较小时, 高阶散射效应不能忽略. 矢量RATMA
算法包含散射体间的高阶散射效应, 具有很高的计

算精度, 可用来精确求解群簇类散射体的总散射
效应.

2.本文所建模型适用于自由空间中离散随机
散射球的散射计算. 建模过程中严格的规范条件使
其同样适用于其他形状散射体的散射计算, 如计算
圆柱模拟植被根系的散射 [34−37].

未来将建立计算地表下分层媒质 [2,3,38]中掩

埋离散随机散射体以及植被根系散射的总散射

模型.

附录A
矢量球波方程定义为:

Mmn =
im

sin θ
zn(kr)P

m
n (cos θ) exp(imϕ)θ̂

− zn(kr)
∂Pm

n

∂θ
(cos θ) exp(imϕ)ϕ̂

及

Nmn =
n(n+ 1)

kr
zn(kr)P

m
n (cos θ) exp(imϕ)r̂

+
1

kr

∂

∂r
[rzn(kr)]

∂Pm
n

∂θ
(cos θ) exp(imϕ)θ̂

+
im

kr sin θ

∂

∂r
[rzn(kr)]

× Pm
n (cos θ) exp(imϕ)ϕ̂, (A1)

其中 zn(kr)表示球Bessel函数或第一类球Hankel函数.
Pm
n (cos θ)是连带勒让德函数, 定义为

Pm
n (x) =

(−1)m

2nn!
(1− x2)m/2 dn+m

dxn+m
(x2 − 1)n. (A2)

球谐函数定义为

Bmn(θ, ϕ)

=

[
θ̂

d
dθP

m
n (cos θ) + ϕ̂

im
sin θ

Pm
n (cos θ)

]
e imϕ,

Cmn(θ, ϕ)

=

[
θ̂

im
sin θ

Pm
n (cos θ)− ϕ̂

d
dθP

m
n (cos θ)

]
e imϕ, (A3)

其中 (n = 1, 2, 3, · · · ).
(19)式中的参数 γmn定义为

γmn =

√
(2n+ 1)(n−m)!

4πn(n+ 1)(n+m)!
. (A4)

附录B [31]

矢量叠加定理中的坐标变换系数定义如下:

Aµνmn(krO)

=
γmn

γµν
(−1)µ

∑
p

a (m,n| − µ, ν|p) a (n, ν, p)

× hp(krO)Y
m−µ
p (θO, ϕO) ,
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Bµνmn(krO)

=
γmn

γµν
(−1)µ+1

∑
p

a (m,n| − µ, ν|p, p− 1) b (n, ν, p)

× hp(krO)Y
m−µ
p (θO, ϕO) , (B1)

其中

a (m,n|µ, ν|p)

= (−1)m+µ(2p+ 1)

[
(n+m)!(ν + µ)!(p−m− µ)!

(n−m)!(ν − µ)!(p+m+ µ)!

]1/2

×

n ν p

m µ −(m+ µ)

n ν p

0 0 0


及

a (m,n|µ, ν|p, q)

= (−1)m+µ(2p+ 1)

[
(n+m)!(ν + µ)!(p−m− µ)!

(n−m)!(ν − µ)!(p+m+ µ)!

]1/2

×

n ν p

m µ −(m+ µ)

n ν q

0 0 0

 . (B2)

另外,

a (n, ν, p) =
iν−n+p

2ν(ν + 1)
[2ν(ν + 1)(2ν + 1)

+ (ν + 1)(n+ ν − p) · (n+ p− ν + 1)

− ν(n+ ν + p+ 2)(ν + p− n+ 1)],

b (n, ν, p) = − (2ν + 1)

2ν(ν + 1)
iν+p−n[(n+ ν + p+ 1)

× (ν + p− n) · (n+ p− ν)

× (n+ ν − p+ 1)]1/2. (B3)

关于 (B2)式以及Wigner 3-j我们有如下结论: j1 j2 j3

m1 m2 −(m1 +m2)

 . (B4)

1. 参数m由m = 0, ±1, · · · , ±n 组成, 参数µ由

µ = 0, ±1, · · · , ±ν组成;
2. 对于Wigner 3-j符号, |j1 − j2| 6 j3 6 j1 + j2,

m1 = 0, ±1, · · · , ±j1, m2 = 0, ±1, · · · , ±j2;
3. (B2)式中Wigner 3-j符号的非零条件为:
当表达式为n ν p

m µ −(m+ µ)

n ν p

0 0 0

 ,

p = |n− ν| , |n− ν|+ 2, |n− ν|+ 4, · · · , n+ ν, (B5)

或者,n ν p

m µ −(m+ µ)

n ν p− 1

0 0 0

 ,

p = |n− ν|+ 1, |n− ν|+ 3, · · · , n+ ν − 1. (B6)

关于Wigner 3-j符号的计算, 我们有如下过程.
Wigner 3-j符号与Clebsch-Gordan系数有如下关系: j1 j2 j

m1 m2 m


= (−1)j1−j2−m(2j + 1)

−
1

2

× (j1j2m1m2|j1j2j, (−m)), (B7)

其中 (j1j2m1m2|j1j2j, (−m))为Clebsch-Gordan系数, 其
表达式如下:

(j1j2m1m2|j1j2j, (−m))

= δ(m,m1 +m2)

×

√
(j1 + j2 − j)!(j + j1 − j2)!(j + j2 − j1)!(2j + 1)

(j + j1 + j2 + 1)!

×
∑
k

[
(−1)k

√
(j1 +m1)!(j1 −m1)!(j2 +m2)!

×
√

(j2 −m2)!(j +m)!(j −m)!

×
(
k!(j1 + j2 − j − k)!(j1 −m1 − k)!(j2 +m2 − k)!

)−1

× 1

(j − j2 +m1 + k)!(j − j1 −m2 + k)!

]
, (B8)

其中 δ(i, k) = δik为Kronecker Delta, k的取值范围为

max
(
[0, j2 − j −m1, j1 − j +m2]

)
: min

(
[j1 + j2 − j3, j1 −m1, j2 +m2]

)
. (B9)

为了防止阶乘值过大, 我们队阶乘使用 log运算:

A =

√
(j1 + j2 − j)!(j + j1 − j2)!(j + j2 − j1)!(2j + 1)

(j + j1 + j2 + 1)!

×
√

(j1 +m1)!(j1 −m1)!(j2 +m2)!

×
√

(j2 −m2)!(j +m)!(j −m)!, (B10)

A1 = logA

=
1

2

[
log((j1 + j2 − j)!) + log((j + j1 − j2)!)

+ log((j + j2 − j1)!) + log(2j + 1) + log((j1 +m1)!)

+ log((j1 −m1)!) + log((j2 +m2)!)

+ log((j2 −m2)!) + log((j +m)!) + log((j −m)!)

− log((j + j1 + j2 + 1)!)
]
, (B11)

B1 = logB

= −
[

log(k!) + log((j1 + j2 − j − k)!)

+ log((j1 −m1 − k)!) + log((j2 +m2 − k)!)

+ log((j − j2 +m1 + k)!)

+ log((j − j1 −m2 + k)!)
]
, (B12)
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B =
{
k!(j1 + j2 − j − k)!(j1 −m1 − k)!

× (j2 +m2 − k)!(j − j2 +m1 + k)!

× (j − j1 −m2 + k)!
}−1

. (B13)

因此我们计算A1, B1代替A, B. 此时的Clebsch-Gordan
系数为

(j1j2m1m2|j1j2jm)

= δm,m1+m2 eA1
∑
k

(−1)k eB1 . (B14)
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Abstract
In this paper, we derive in vector form the recursive aggregate T -matrix algorithm based on the principles of

electromagnetic wave multipole expansion of vector spherical wave functions and the vector addition theorem. After
that we establish a three-dimensional electromagnetic scattering model for multiple spherical scatterers by simulating the
scattering of subsurface discrete random scatterers using the derived algorithm. Calculating the scattering from different
sizes, randomly distributed spherical scatteres and analyzing the high-order scattering effects, we can conclude that the
vector recursive aggregate T -matrix algorithm has a high computation accuracy, and contains the interaction effects
among multiple scatterers, therefore we can calculate the total scattering effects accurately from multiple scatterers.
The established model can be served as a powerful tool in applications for retrieving the impact caused by the scattering
of subsurface discrete random scatterers in soil moisture from radar measurements.

Keywords: vector spherical wave function, vector addition theorem, recursive aggregate T -matrix
algorithm, high-order scattering effects
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