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一种新的稳健波束形成算法及其一维搜索策略∗
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存在条件失配时自适应波束形成器的性能急剧下降, 凸优化技术的引入使稳健波束形成器的设计更加
灵活, 但同时带来了计算复杂度的增加和工程实现上的困难. 针对上述问题, 提出了一种基于最小二乘估计
的稳健波束形成算法, 并推导得到一种基于一维搜索的求解方法. 首先利用广义旁瓣对消器的结构将标准
Capon波束形成器转化为稳健最小二乘问题, 并将该问题转化为二阶锥规划的形式. 为了减少计算量, 利用
二阶锥规划问题的原始问题和对偶问题的关系, 将求解过程转化为一维搜索, 并利用牛顿迭代法获得最优解,
从而获得与标准Capon波束形成相近的计算复杂度. 仿真分析表明, 该算法具有良好的抗导向矢量失配和快
拍数不足的稳健性.
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1 引 言

自适应阵列信号处理在通信、雷达、语音信号

处理、电子对抗和生物医学等领域有着极为广泛

的应用 [1,2]. 传统的自适应波束形成算法, 如标准
Capon波束形成器 (standard capon beamformer,
SCB), 其最优性是建立在对期望信号导向矢量与
数据协方差矩阵精确已知的基础上. 在实际应用
中, 受系统误差和快拍数有限的影响, 期望信号
导向矢量与数据协方差矩阵往往存在误差, 此时
Capon波束形成器性能会急剧下降, 特别当训练
数据中含期望信号时, 还会导致期望信号自消现
象 [3−5]. 对角加载是提高Capon波束形成器稳健
性常用的方法之一, 它在数学和物理上都有明确的
解释和意义, 但如何确定最优对角加载量仍是亟待
研究的问题. Gershman [6], Li [7], Boyd [8]等分别提

出了能够根据导向矢量不确定集来选取参数的稳

健波束形成方法, 可以证明这几种方法均属于对角

加载类算法且是等效的, 但上述方法的性能受导
向矢量不确定集估计误差的影响较大. 基于岭回
归的自适应波束形成算法 (hoerl kennard baldwin,
HKB) [9]和基于广义线性组合的协方差矩阵修正法

(general linear combination, GLC) [10]均能根据接

收数据自动确定对角加载量的算法. 但这两种算法
都存在固有缺陷 [10]. 凸优化技术引入到稳健波束
形成器的设计中拓展了稳健波束形成器的设计思

想 [11−17]. 虽然凸优化问题可以利用高效内点法求
解, 但其求解过程计算量较大, 工程实现较难, 特别
是优化变量维数较高时这一缺点更为突出.

针对上述问题, 本文从广义旁瓣对消器出发,
提出了一种受算法参数影响较小、计算复杂度较

低、且易于工程实现的稳健波束形成算法, 该算
法能同时缓解导向矢量误差和数据快拍不足对

Capon波束形成器的不利影响. 通过凸优化问题的
原始问题与对偶问题的关系, 为其推导了一种基于
牛顿迭代法的一维搜索算法, 且从数学上解释了该
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算法与对角加载类算法的关系.

2 阵列信号处理数学模型

考虑M元均匀线阵,阵元间距为半波长, K+1

组远场平面波 (其中包含一组期望信号和K组干

扰)入射到基阵. 假设信号、各个干扰和噪声均互不
相关, 则阵列接收数据的协方差矩阵可以表示为

R = δ20a0a
H
0 +

K∑
k=1

δ2kaka
H
k +Rn, (1)

式中, δ20和
{
δ2k
}K

k=1
分别表示期望信号和K个干扰

的功率; a0和 {ak}Kk=1分别表示相应的导向矢量;
Rn表示阵列噪声协方差矩阵; (·)H表示矩阵或向

量的共轭转置. 在实际应用中, R通常由N次采样

数据协方差矩阵 R̂估计

R̂ =
N∑

n=1

x(n)xH(n)/N, (2)

式中x(n)表示第n次快拍.
标准Capon波束形成可描述为 [6]

min
w

wHR̂w,

s.t.wHas = 1, (3)

式中, w ∈ CM×1为加权向量; as表示预设的导向

矢量. 利用Lagrange乘子法得到上式的解

ws =
R̂−1as

aH
s R̂

−1as
. (4)

为了克服快拍数不足时 R̂的估计误差, 文献
[10]利用广义线性组合的方式对其进行修改, 定义
修改后的协方差矩阵为RGLC, 则有

RGLC = αI + βR̂, (5)

其中α和β由下式估计:

α = min
[
υε/∥R̂− νI∥2, υ

]
, (6)

β = 1− α/υ, (7)

式中,

ε =

N∑
n=1

∥x (n)∥4/N2 − ∥R̂∥2/N,

x(n)为第n次快拍得到的数据向量; υ = tr(R̂)/M ,
tr(·)表示矩阵的迹. GLC算法能自动根据接收数
据计算参数,但该算法只适用于快拍数较小的情况,
快拍数较大时会失去抗导向矢量误差的鲁棒性.

3 最小二乘的稳健波束形成 (RLS-
RCB)

3.1 最差情况下的数据协方差矩阵

假设实际数据协方差矩阵和估计数据协方差

矩阵 R̂间存在误差矩阵∆, 且满足

∥∆∥ 6 γ, (8)

式中, γ为数据协方差矩阵估计误差的范数上限,
在每次批处理中为常数. 在误差矩阵的范数约束
下, (3)式可以表示为

min
w

max
∥∆∥6γ

wH
(
R̂+∆

)
w, s.t.wHas = 1. (9)

为了计算最差情况下的数据协方差矩阵, 先考
虑如下问题:

max
∥∆∥6γ

wH(R̂+∆)w. (10)

利用Lagrange乘子法可得上式的解 [18]

∆ = wwH/∥w∥2. (11)

将 (11)式代入 (10)式和 (9)式中可得

min
w

wH
(
R̂+ γI

)
w, s.t.wHas = 1. (12)

由 (12)式可以看出在误差矩阵的范数约束下,
最差情况下的数据协方差矩阵为 R̂+γI. 由于γ的

值会随接收信号功率的变化而变化, 为了消除这种
不确定性, 引入参数γ0, 使其满足

γ0 =
γ

tr(R̂)/M
, (13)

式中 tr(R̂)/M用于估计基阵接收信号的功率, 参
数γ0用于近似拟合γ随 tr(R̂)/M的变化规律. γ0

是本文算法惟一引入的参数, 该参数对算法性能的
影响将在仿真中给出. 为了提高小快拍时 R̂的估

计精度, 可利用GLC算法对其预处理.

3.2 RLS-RCB算法描述

利用广义旁瓣对消器的结构, (3)式中权向量
可以表示为

w = as/M −Qη, (14)

式中, Q ∈ CM×(M−1)为行满秩阻塞矩阵, 满足
QHas = 0且QHQ = I; η ∈ CM−1为待求向量.
Q可由as的QR分解所得正交矩阵的后M − 1个
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列向量组成. (14)式显然满足 (3)式中的约束条件,
将其代入 (3)式可得

min
η

(
Qη − as

M

)H
R̂

(
Qη − as

M

)
= min

η

∥∥∥R̂1/2Qη − R̂1/2 as
M

∥∥∥2 , (15)

式中 R̂1/2为 R̂的正定Hermitian平方根. 令A =

R̂1/2Q, b = R̂1/2as/M , 则 (15)式可视为如下最小
二乘问题:

min
η

∥Aη − b∥ . (16)

由于误差矩阵∆的存在, 导致A和η均存在

误差, 而最小二乘问题对该误差不具备稳健性 [19].
假设A和b的误差分别为∆A和∆b, 则

∆A =
(
R1/2 − R̂1/2

)
Q, (17)

∆b =
(
R1/2 − R̂1/2

)
as
/
M. (18)

(16)式更精确的表达式为

min
η

∥(A+∆A)η − (b+∆b)∥ . (19)

令 ρ表示最差情况下 ∥[∆A∆b]∥的取值, (17)
式、(18)式和最差情况下R = R̂ + γI带入即可求

得ρ. (19)式转化为如下稳健最小二乘问题:

f(A, b, ρ)

= min
η

max
∥[∆A∆b]∥6ρ

∥(A+∆A)η − (b+∆b)∥

= min
η

max
∥[∆A′∆b′]∥61

ρ∥ (A′ +∆A′)η

− (b′ +∆b′) ∥, (20)

式中, ∆A′ = ∆A/ρ, A′ = A/ρ, ∆b′ = ∆b/ρ,
b′ = b/ρ. 由于ρ为常数, 不会影响 (20)式中最后
一项的求解, 当 ∥[∆A′,∆b′]∥ = 1时, 该项取最差
情况, 此时先考虑如下问题:

max
∥[∆A′∆b′]∥=1

∥(A′ +∆A′)η − (b′ +∆b′)∥

= ∥A′η − b′∥+
√
∥η∥2 + 1. (21)

(21)式成立的条件是两向量A′η − b′和

∆A′η −∆b′同相, 即

[∆A′∆b′] =
e√

∥η∥2 + 1
[ηH1], (22)

式中,

e =


A′η − b′

∥A′η − b′∥
, A′η ̸= b′,

单位向量, 其他.

此时,

f(A′, b′, 1) = min
η

∥A′η − b′∥+
√
∥η∥2 + 1.

此优化问题可以转化为如下二阶锥规划问题求解:

min
η

τ1 s.t. ∥A′η − b′∥ 6 τ1 − τ2,∥∥∥[ηH1]
H
∥∥∥ 6 τ2. (23)

(23)式可以通过高效内点法求解, 求解得η后

利用 (14)式即可计算最终权值. 综合上述推导可以
看出本文算法稳健性提升的主要原因在于引入稳

健最小二乘和最差性能最优化的处理方法, 且最差
性能最优化的处理方式还能为本文算法带来对参

数设置偏差的低敏感性. 由于内点法在工程上较难
实现, 下面将通过进一步推导给出一种计算复杂度
较低且适合工程实现的一维搜索方法.

3.3 一维搜索方法

(23)式属于二阶锥规划问题, 其对偶问题
为 [20]

max b′Hy − v,

s.t.A′Hy + u = 0,

∥y∥ 6 1,

∥∥∥∥∥∥
u
v

∥∥∥∥∥∥ 6 1, (24)

式中, y ∈ CM , u ∈ CM−1, v ∈ C为优化变量. 二
阶锥规划问题 (23)和其对偶问题为严格可行, 二者
之间没有对偶间隙, 即下式成立:

τ1 = ∥A′η − b′∥+
√

∥η∥2 + 1

= b′y − v

= − (A′η − b′)Hy − [η; 1]H[−A′Hy;v]. (25)

利用 (24)式中的约束条件−A′Hy = u, ∥y∥ 6 1和∥∥[uTv]
∥∥ 6 1可得

y = − A′η − b′

∥A′η − b′∥
, (26)

[uT,v] = − [ηT, 1]√
∥η∥2 + 1

. (27)

将 (26)式和 (27)式代入−A′Hy = u, 化简得

η = (A′HA′ + µI)−1A′Hb′, (28)

式中,
µ =

∥A′η − b′∥√
∥η∥2 + 1

=
τ1 − τ2

τ2
.
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只需求得µ或 τ1/τ2即可得η的完整解. 将 (26)式、
(27)式和 (28)式代入 (25)式得

τ1 =
b′

H
(−A′η + b′)

∥A′η − b′∥
+

1√
∥η∥2 + 1

=
b′

H
(I −A′(A′HA′ + µI)−1A′H)b′

τ1 − τ2
+

1

τ2

= b′
H
((τ1 − τ2)I + τ2A

′A′H)−1b′ +
1

τ2
. (29)

上式最后一步利用了矩阵求逆定理. 将上式左右两
边同乘 τ1, 并令ϕ = τ2/τ1, (29)式转化为

τ21 = b′
H
((1− ϕ)I + ϕA′A′H)−1b′ + 1/ϕ. (30)

令 τ21 = f(ϕ), (23)式的目标函数中最小化 τ1

即最小化 f(ϕ). 由于 τ1为凸函数且 τ1 > 0, 则 τ21 也

为凸函数 [20,21], f(ϕ) 的局部最小值点即为全局最
小值点. 对A′进行奇异值分解A′ = UΣV , 并注
意到ΣΣH为对角矩阵, 则有

f(ϕ) = b′
H
U((1− ϕ)I + ϕΣΣH)−1UHb′+1/ϕ

=

M∑
i=1

b′ibi′H

(1− ϕ) + ϕλi
+ 1/ϕ, (31)

式中, b′i为向量b′
H
U中的第 i个元素; λi为ΣΣH

对角线上第 i个元素, i = 1, 2, · · · ,M . 由 τ1 > τ2 >

0, 可得ϕ的取值范围

0 < ϕ < 1. (32)

正如上文分析, f(ϕ)的局部最小值即为全局最
小值, 求使 f(ϕ)取值最小的ϕ等价于解

f ′(ϕ) = 0, (33)

式中, f ′(ϕ)为 f(ϕ)的一阶导数. 又因 f(ϕ)二次可

微, 并结合 (32)式中ϕ的取值范围, (33)式可用牛
顿迭代法求解 [22,23]. 求解得到ϕ后, 将其代入 (28)
式, 可得

η = [A′HA′ + (1/ϕ− 1) · I]−1A′Hb′. (34)

将 (34)式代入 (14)式, 得到RLS-RCB算法的
权向量

w = as/M −Qη. (35)

从上述过程可以看出, RLS-RCB算法的一维
搜索方法主要的计算量来源于矩阵的分解和求逆

运算, 二者计算复杂度均为O(M3), 该计算复杂度
与标准Capon波束形成的计算复杂度属于同一个
量级.

3.4 本文算法和对角加载类算法的关系

下面验证本文算法和对角加载类算法的关系.
将 (34)式代入 (35)式可得

w = as/M −Q(A′HA′ + (1/ϕ− 1)I)−1A′Hb′

= as/M −Q(AHA+ ρ2(1/ϕ− 1)I)−1AHb

= (I −Q(QHR̂Q+ ρ2(1/ϕ− 1)I)−1QHR̂)

× as/M. (36)

显然有QHas = QHρ2(1/ϕ − 1)Ias/M = 0,
将其加入 (36)式右边多项式并不改变w的值, (36)
式等价于

w = (I −Q(QHR̂Q+ ρ2(1/ϕ− 1)I)−1

×QH(R̂+ ρ2(1/ϕ− 1)I))as/M. (37)

令RDL = R̂ + ρ2(1/ϕ − 1)I, R1/2
DL 为RDL的

正定Hermitian平方根, 即RDL = R
H/2
DL R

1/2
DL . 则

(37)式变为

w = (I −Q(QHRDLQ)−1QHRDL)as/M

= R
−1/2
DL (I −R

1/2
DLQ(QHRDLQ)−1QHR

H/2
DL )

×R
1/2
DLas/M. (38)

令P⊥ = I − R
1/2
DLQ(QHRDLQ)−1QHR

H/2
DL ,

易知P⊥为R
1/2
DLQ的正交投影矩阵. R

1/2
DLQ和

R
−H/2
DL as均为列满秩矩阵, 且有

(R
1/2
DLQ)H(R

−H/2
DL as) = QHas = 0,

rank(R1/2
DLQ) + rank(R−H/2

DL as) = M,

其中 rank(·)表示矩阵的秩. 显然R
−H/2
DL as为

R
1/2
DLQ的列空间的正交补. 即有

P⊥ = R
−H/2
DL as(a

H
s R

−1
DLas)

−1aH
s R

−1/2
DL . (39)

将 (39)式代入 (38)式可得

w = R
−1/2
DL R

−H/2
DL as(a

H
s R

−1
DLas)

−1aH
s

×R
−1/2
DL R

1/2
DLas/M

= R−1
DLas/a

H
s R

−1
DLas

=
(R̂+ ρ2(1/ϕ− 1)I)−1as

aH
s (R̂+ ρ2(1/ϕ− 1)I)−1as

. (40)

可见本文算法属于对角加载类算法, 且对角加
载系数为ρ2(1/ϕ − 1). 因此可以从两个角度解释
本文算法能提升Capon波束形成器稳健性的原因:
1)保证在信号协方差矩阵估计最差情况下波束输
出噪声功率最小; 2)等价于对角加载类算法, 通过
对角加载量的选择减少数据协方差矩阵中白噪声
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的特征值扩散程度从而使旁瓣降低, 算法稳健性
提高.

4 仿真分析

为验证本文算法的性能和一维搜索方法的正

确性, 设计了以下几组实验, 考虑一个 10元均匀线
阵, 阵元间距为半波长. 三组远场窄带平面波分别
从−25◦, 10◦和35◦方向入射到基阵, 其中 10◦方向
的信号为期望信号, 其他两组信号为干扰, 干扰干
噪比分别为 10 dB和30 dB, 信号、干扰和噪声之间
互不相关. 同时对下述算法进行了对比分析: 标准
Capon波束形成 (SCB)、固定对角加载法 (FDL)、基
于岭回归稳健波束形成算法 (HKB)、GLC算法和
稳健波束形成算法 (RCB) [7], 其中固定对角加载算
法的对角加载量为白噪声功率的 10倍 (对该算法
而言假设白噪声功率已知). 无特殊说明所有实验
均为200次Monte-Carle实验进行统计的结果.

实验1 一维搜索算法验证及波束图对比

分别验证存在随机导向矢量误差和观测方

向误差时各算法波束图. 其中随机导向矢量误
差∆a服从均值为0、协方差矩阵为 δ2I的复向量,
且 δ = 0.1; 观测方向误差为 1◦, 即实际信号入射
方向为 10◦, 但观测方向为 11◦. 期望信号信噪比
为 20 dB, 快拍数为 100. 为了清晰只显示了SCB
算法、RCB算法和本文算法, 其中RLS-RCB1为本
文算法利用 (23)式中二阶锥规划方式求解结果,
RLS-RCB2为本文算法利用一维搜索方式求解结
果. RCB算法中的参数取 1, 本文算法中参数 γ0

取 2, 一维搜索算法中牛顿迭代法两次结果差小于
10−6时认为收敛.

图 1显示存在随机导向矢量误差时三种波束

形成算法单次实验波束图, 图 2显示存在观测方向

误差时各算法单次实验波束图. 从图 1和图 2可以

看出利用二阶锥规划方式和一维搜索方式求解得

到的结果完全一致. 从图中还可以看出SCB算法
虽然在干扰方向形成了零陷, 但出现严重信号自消
现象, 且旁瓣升高. RCB算法和本文算法均保持完
整的主瓣, 但本文算法在干扰方向的零陷更深.

实验2 对随机导向矢量误差稳健性的对比

假设实际信号导向矢量存在实验一中所述的

随机导向矢量误差, 快拍数取 100, RCB算法和本
文算法的参数同实验 1. 图 3显示各算法的输出信

干噪比随输入信噪比变化曲线,其中 “optimal SIN-
R”表示理想情况下最优输出信干噪比. 从图 3可

以看出在输入信噪比小于 10 dB时, 各稳健波束形
成算法在一定程度上缓解了导向矢量失配带来的

性能下降, 当输入信噪比增加时, 由于信号自消现
象的加剧, 部分算法已经不能提供足够的稳健性,
从而导致输出信干噪比随输入信噪比的提高反而

下降, 而本文算法在整个观测区间内均保持较好的
性能. 同样也可以看出利用二阶锥规划方式和一维
搜索方法求解结果一致, 在下文中将不再赘述.
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图 1 存在随机导向矢量误差时波束图
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图 2 存在观测方向误差时波束图

图 4显示存在上述导向矢量失配时, 各算法输
出信干噪比随快拍数变化曲线, 其中输入信噪比为
20 dB, 其他参数同上例. 从图中可以看出在快拍
数相同时, 本文算法的性能均优于其他算法. 随着
快拍数的增加, GLC算法生成对角加载量逐渐减
少, 从而降低了抵抗了导向矢量误差的能力, 在快
拍数较高时性能反而下降.
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图 3 输出信干噪比随输入信噪比变化曲线
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图 4 输出信干噪比随快拍数变化曲线

实验3 同时存在随机导向矢量误差和观测方

向误差时稳健性的对比

考虑同时存在实验一中所述随机导向矢量误

差和观测方向误差时各算法性能, 快拍数取 100,
RCB算法参数取3, 本文算法参数取2. 图 5显示存

在上述失配时各算法输出信干噪比随输入信噪比

变化曲线, 从图中可以看出在输入信噪比小于2 dB
时, 各稳健波束形成算法性能相当, 因为此时信号
自消现象不严重, 对算法的稳健性要求不高. 在输
入信噪比较高时, 本文算法具有优于其他算法的稳
健性. 可见, 本文算法能同时提高Capon波束形成
器抗随机导向矢量误差和观测方向误差的稳健性.

实验4 预设参数对本文算法的影响

考虑在实验三中所述的失配条件下, 本文算
法的性能随γ0取值的变化, 快拍数取 100. 图 6显

示γ0的分别取 0.5, 1, 1.5和 2时本文算法的性能曲
线, 图中 “gamma”代表γ0 的取值. 从图中可以看

出, 输入信噪比较低时, 算法的性能几乎不受参数
γ0的影响; 输入信噪比大于 20 dB时, 算法的性能
虽然受到一定影响, 但在γ0的四种不同取值下输

出信干噪比最大差距小于2 dB.
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图 5 输出信干噪比随输入信噪比变化曲线
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图 6 参数对算法性能的影响

5 结 论

针对在实际应用中标准Capon波束形成器性
能下降问题, 提出了一种基于最小二乘的稳健波束
形成算法, 并推导了一种基于牛顿迭代法的一维搜
索解, 从而使该算法的计算量和标准Capon波束形
成属于同一个量级, 且求解过程更适用于工程实
践. 仿真分析表明, 该一维搜索方法在降低计算量
的同时能获得和二阶锥规划方式相同的最优解, 同
时和目前较为经典的算法相比, 本文算法在抗随机
导向矢量误差, 观测方向误差和快拍数不足等条件
失配上有更好的稳健性.
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Abstract
Adaptive beamforming methods will be degraded sharply in the presence of steering vector errors. The design

methods of robust adaptive beamforming become more flexible when the convex optimization technique is used. However,
this leads to high computational-complexity and more difficulties for engineering applications. To solve these problems,
a robust adaptive beamforming based on the least square estimation is proposed, and a laconic solution method using
one-dimensional search is derived. The standard Capon beamformer (SCB) is converted to a robust least-square problem
based on the principle of generalized sidelobe canceller, and is then changed into a problem of second-order program. In
order to reduce the amount of computation, a one-dimensional search method is deduced using the relationship between
the primal and dual problems of second-order program, and Newton iteration method is adopted to obtain the optimal
solution. The computational complexity of the proposed algorithm is in the same order of magnitude as that of the
SCB. Simulation results demonstrate the robustness of the proposed algorithm in the case of steering vector mismatch
and snapshot deficiency.

Keywords: robust adaptive beamforming, least square method, second-order program, Newton iterative
method
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