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基于量子粒子群算法的自适应随机共振方法研究∗
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为提升随机共振理论在微弱信号检测领域中的实用性, 以随机共振系统参数为研究对象, 提出了基于量
子粒子群算法的自适应随机共振方法. 首先将自适应随机共振问题转化为多参数并行寻优问题, 然后分别在
Langevin系统和Duffing振子系统下进行仿真实验. 在Langevin系统中, 将量子粒子群算法和描点法进行了
寻优结果对比; 在Duffing振子系统中, Duffing振子系统的寻优结果则直接与Langevin系统的寻优结果进行
了对比. 实验结果表明: 在寻优结果和寻优效率上, 基于量子粒子群算法的自适应随机共振方法要明显高于
描点法; 在相同条件下, Duffing振子系统的寻优结果要优于Langevin系统的寻优结果; 在两种系统下, 输入
信号信噪比越低就越能体现出量子粒子群算法的优越性. 最后还对随机共振系统参数的寻优结果进行了规律
性总结.
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1 引 言

随机共振概念最初是 1981年由Benzi等 [1]在

研究古气象冰川问题时提出的. 它描述了当非线性
系统与输入信号和噪声强度之间存在某种匹配关

系时, 输出信号的信噪比不仅不会降低, 反而会大
幅度增加的现象. 这种随机力和信号之间的协作效
应类似于力学中常见的共振现象. 随机共振理论是
微弱信号检测领域中的一个重点研究方向.

近年来, 在建立于过阻尼双稳Langevin方程
基础上的随机共振机理方面已经取得了较为深入

的研究成果 [2−7]; 康艳梅等 [8]指出了二维Duffing
方程的随机共振输出特性并进行了理论推导和仿

真, 此研究方向也引起了广泛的关注. 随机共振实
际上就是实现信号、噪声和非线性系统之间的最优

匹配关系, 然而在实际工程中信号和噪声往往是未
知且无法调节的, 所以实现随机共振的有效方法是

调节非线性系统的各项参数, 而如何实现系统参数
的自适应调节是解决实际工程问题的关键. 已有的
方法中大多需要人为主观选择参数, 或者固定部分
参数再进行自适应优化 [9,10], 这都忽略了系统中各
参数间的交互作用, 实质上是一种局部寻优方法,
因此, 只能获得随机共振参数的相对最优值.

随机共振的自适应问题归根结底是一个全

局寻优问题, 在众多方法中, 粒子群优化 (particle
swarm optimization, PSO)算法与其他全局优化算
法相比, 具有简单易行、易于理解的优点. 但在实
际应用中PSO算法还存在诸如容易产生早熟收敛、
全局寻优能力差、收敛速度慢等问题 [11]. 2004 年,
Sun等在标准PSO算法基础上, 从量子力学的角度
出发提出了一种新的粒子进化模型, 这种模型以变
量 δ势阱为基础, 假设粒子具有量子的行为, 根据
这种模型提出了量子粒子群优化 (quantum parti-
cle swarm optimization, QPSO)算法, 它是基于量
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子计算原理的概率优化算法 [12]. 由于在量子空间
中粒子满足集聚态的性质完全不同, 使得算法可以
在整个可行区域内搜索, 因而它的全局搜索能力要
远远优于标准粒子群算法. 近年来的研究成果表
明 [13−15], QPSO算法在全局寻优领域有着不俗的
表现, 这为本文研究奠定了一定的理论基础.

在上述研究基础上, 本文首先将自适应随机
共振问题转化为多参数全局寻优问题, 进而提出
了基于QPSO 算法的随机共振系统多参数并行自
适应寻优通用方法, 然后分别在Langevin系统和
Duffing振子系统中进行了实验仿真. 为了证明本
文所提方法的有效性, 还与描点法 (point detection
method, PDM)进行了对比, 扩展了随机共振理论
在微弱信号检测领域中的应用范围.

2 基于QPSO算法的自适应随机共振
方法

2.1 随机共振

考虑一个在势场中运动的单位布朗粒子, 其运
动方程为

ẍ+ kẋ = − dU(x)

dx + s(t) + n(t), (1)

式中, k为阻尼比; U(x)为势函数,

U(x) = −1

2
ax2 +

1

4
bx4,

其中a, b为系统参数, 易知U(x)有 3个极值点, 两
个极小值 (x = ±

√
a/b处), 一个极大值 (x = 0处),

从而形成被中部势垒分隔开的两个势阱, 中间势
垒高度∆U = a2/(4b); s(t)表示幅值为A, 频率为
f0, 初相位为 0的周期驱动力, s(t) = A cos(2πf0t);
n(t)表示强度为D的高斯白噪声, n(t) =

√
2Dξ(t),

其中 ξ(t)是均值为0, 方差为 1的高斯白噪声. 此模
型就是二维Duffing振子的随机共振模型, kẋ为阻
尼项, ẍ为惯性项. 若系统为过阻尼系统, 则方程
(1)左端起作用的主要是阻尼项, 惯性项可以忽略,
选择恰当的单位使k = 1, 则方程 (1)变为

ẋ = − dU(x)

dx + s(t) + n(t), (2)

方程 (2)就是一维双稳Langevin方程随机共振系
统模型.

为了利用随机共振系统对任意频率、任意幅值

的信号进行检测, 文献 [9]还对方程 (1)进行了幅值

变换和时间尺度变换, 则随机共振方程可变成如下
更一般的形式:

ẍ+ kẋ = ε

[
ax− bx3 +A cos

(
2π
f0
R
t′
)

+
√
2Dξ(t′)

]
, (3)

式中, ε是幅值变换系数, 用于实现待测信号的线性
放大或缩小, 当D较大时, 则减小 ε, 反之亦然, 但 ε

不能太小, 并且只适合微调; R是变尺度系数, 用于
实现待测信号的时间尺度变换, 当 f0较大时, 则增
大R, 使 f0/R保持在小参数范围内; t′ 是变换后的
时间尺度, t′ = Rt. ε, R, t′均是为方便计算引入的
尺度变换系数, 和非线性系统本身无关, 而阻尼比
k和系统参数a, b 却在很大程度上决定了非线性系

统特性及其随机共振性能. 本文提出的算法主要解
决在不同的信号和噪声强度情况下阻尼比k和系

统参数a, b的自适应选取, 使系统产生更佳的随机
共振性能.

2.2 QPSO算法

在量子空间中, 粒子的速度和位置是不能同时
确定的, 需要通过波函数ψ(x, t)来描述粒子的状

态. 波函数的平方是粒子在空间某一点出现的概率
密度, 通过求解薛定谔方程, 可以得到粒子在空间
某一点出现的概率密度函数, 然后通过蒙特卡罗随
机模拟方式可得粒子的位置方程为

x(t) = P ± L

2
ln(1/u), (4)

式中, u为 [0, 1]范围内变化的随机数; L为 δ势阱

的特征长度, 它随时间 t的变化规律为

L(t+ 1) = 2β|mbest − x(t)|, (5)

mbest =
M∑
i=1

Pi/M

=

( M∑
i=1

Pi1/M,
M∑
i=1

Pi2/M, · · · ,

M∑
i=1

PiDdim/M

)
, (6)

其中, β为收缩扩张系数, M为粒子种群数量, Ddim

为粒子维数, Pi为第 i个粒子的局部最优值 pbest.
最后得到粒子的位置方程为

x(t+ 1) = P ± β|mbest − x(t)| ln(1/u), (7)
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β前的 “±”号取 “+”还是取 “−”的概率各占 50%.
传统QPSO算法中, β 一般按照下式进行变化:

β = 0.5 +
(1− 0.5)(Tmax − t)

Tmax
, (8)

式中, Tmax为最大迭代次数, t为当前迭代次数.

2.3 基于QPSO算法的自适应随机共振
方法

自适应随机共振问题是一个多维的连续优化

问题. 在相同输入信号作用下, 不同的系统参数会
产生不同的随机共振效应, 体现在随机共振性能评
价指标上就是会输出不同信噪比的输出信号, 因
此, 本文选取系统的输出信噪比作为适应度函数,
具体公式如下:

fitness(x) = SNR = 10 lg S

N
(dB), (9)

式中, S = 2|X[k0]|2, N =
L−1∑
k=0

|X[k]|2 − S, X[k]是

采样序列的离散傅里叶变换,

X[k] =

L−1∑
t=0

xt exp
(
− j2π

L
kt

)
(k = 0, 1, · · · , L− 1). (10)

信噪比反映了系统对有用信号的筛选和提纯

能力. 本文算法流程图如图 1所示, 并给出主要步
骤说明.

第一步 QPSO初始化. 设置QPSO最大迭
代步数Tmax、种群数量M和维度Ddim 以及每个维

度的寻优范围Scope. 在限定范围内随机初始化粒
子的位置向量

xi = (xi1, xi2, · · · , xiDdim) (i = 1, 2, · · · ,M).

第二步 最优适应度值初始化. 根据 (9)式计
算各个粒子对应的适应度值fitness(x), 将第一代粒
子自身的适应度值作为单个粒子局部最优适应度

值, 记为 pbest(i)(i = 1, 2, · · · ,M), 将 pbest(i)中的

最大值作为全局最优适应度值, 记为 gbest.
第三步 更新最优适应度值. 按照 (7)式更新

粒子位置, 重新计算各个粒子的适应度值, 若得到
的单个粒子局部最优适应度值 pbest(i)或全局最优

适应度值 gbest优于上一代粒子的 pbest(i)或 gbest,
则更新对应的单个粒子局部最优适应度值或全局

最优适应度值.
第四步 输出最优随机共振. 根据最终输出

的全局最优适应度值 gbest所对应的粒子位置得到

最终的参数寻优结果, 并应用当前参数对原始信号
进行随机共振输出.

t

(8) β

Tmax

图 1 QPSO算法流程图

3 实验结果与讨论

基于QPSO算法的自适应随机共振方法可以
通过自动联合调节系统结构参数得到自适应条件

下双稳系统的最优输出, 这是传统方法所不具备
的优点. 为了验证该方法的有效性, 分别采用过阻
尼Langevin系统和Duffing振子随机共振系统进行
实验.

3.1 过阻尼Langevin系统

当系统为过阻尼系统时, 惯性项可以忽
略, 其模型为方程 (2), 此时系统不受阻尼比参
数 k的影响, 但参数 a, b不仅影响到势垒高度
∆U = a2/(4b), 还影响到两个势阱之间的距离
∆x = 2

√
a/b. 从图 2可以看出, 当 b = 1时, 随着

a的减小, 系统势阱间距和势垒高度都在减小. 势
阱间距影响系统发生随机共振时输出幅度的大小,
而势垒高度则决定系统发生随机共振所需要的能

量, 所以参数a, b对过阻尼系统的随机共振性能起
着至关重要的作用.

160504-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 16 (2014) 160504

֓⊲ ֓⊲ ֓⊲  ⊲ ⊲ ⊲

֓⊲

֓⊲



⊲

⊲

⊲

x

U
↼x

↽

 

 

a/

a/⊲

a/⊲

a/⊲

图 2 b = 1时, 不同系统参数 a值对应的势函数曲线

首先给定如下仿真条件:

ε = 1, R = 1, f0 = 0.01 Hz,

fs = 10 Hz, Ns = 20000,

其中, fs为采样率, Ns为采样点数. 令输入信号

x = A cos(2πf0t) +
√
2Dξ(t),

其中, 分别取微弱信号幅值 A = 0.10, 0.08, 0.06,
0.04, 0.02, 噪声强度 D = 0.1, 0.3, 0.5, 0.7, 0.9, 得
到 5组输入信噪比依次降低的原始信号x1, x2, x3,
x4, x5. 实验发现, 即使信号幅值和噪声强度不变,
每次生成新的信号时, 输入信噪比仍然会有差距,
这主要和白噪声的随机性有关. 为避免每次信号生
成时白噪声对实验结果的影响, 后续实验均使用这
5组原始信号, 不再另行生成新的实验信号.

首先, 使用PDM对系统参数a, b进行寻优, 设
定过阻尼随机共振系统参数范围为 a = [0.01 :

0.01 : 2], b = [0.01 : 0.01 : 2]. 以系统输入信号
x1为例, 利用PDM 求出每一组 (a, b)值对应的输

出信噪比SNRout的大小. PDM可以寻找给定参数
范围内的最优结果, 它可以用来验证QPSO 算法
的寻优能力. 但是PDM计算量过大, 而且寻优精
度受到参数步长的限制, 并不适于实际应用. 本
次仿真的系统运行时间为 1254.568232 s, 仿真结
果表明, 当a = 0.0100, b = 0.0700时, SNRout 取

得最大值, 为 6.8938 dB, 其比输入信噪比SNRin

(−16.3097 dB)高出23.2035 dB.
然后, 再利用QPSO算法对该参数条件下的a,

b值进行寻优,其中,最大迭代步数Tmax = 30,种群
数量M = 30, 维度Ddim = 2, a, b的搜索范围均为
[0.01, 2]. 图 3给出了利用拟算法测试 10 次, 取其

      

⊲

⊲

⊲

⊲

t

/
d
B

a/⊲

b/⊲

图 3 QPSO算法收敛曲线
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图 4 QPSO寻优结果随机共振现象 (a) 输入信号; (b) 输入信号频谱; (c) 输出信号; (d) 输出信号频谱
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最优结果的收敛图, 最终的寻优结果为a = 0.0100,
b = 0.0721, 输出信噪比为6.8942 dB,比PDM结果
高出 0.0004 dB; 系统平均运行时间为 29.594623 s,
比PDM的效率高出近 40倍. 图 4是此寻优参数下

的随机共振现象, 可以看出有用信号已经得到了明
显的增强.

为了进一步验证QPSO算法的有效性, 表 1列

出了对于上述 5组输入信号, 分别利用PDM和
QPSO算法得到的典型寻优结果和系统运行时
间. 典型寻优结果确定原则为程序运行 10遍, 取其
最好的寻优结果. 系统运行时间为 10 次运行的平
均时间. 图 5给出了在不同输入信号下QPSO算法
运算 50遍得到的SNRout平均值与PDM最优值的
差值.

表 1 PDM和QPSO算法的寻优结果对比

输入信号 SNRin/dB 方法 a b SNRout/dB 运行时间/s

x1 −16.3097
PDM 0.0100 0.0700 6.8938 1254.568232

QPSO 0.0100 0.0721 6.8942 29.594623

x2 −23.2094
PDM 0.0100 0.0600 −2.0710 1205.542831

QPSO 0.0100 0.0590 −2.0708 34.419641

x3 −26.8396
PDM 0.0500 0.0600 −4.4447 1179.984820

QPSO 0.0428 0.0551 −4.4403 34.796345

x4 −35.0795
PDM 0.1000 0.1200 −13.1834 1185.877583

QPSO 0.0978 0.1208 −13.1802 27.766163

x5 −38.3919
PDM 1.1900 2.0000 −13.2406 1160.955924

QPSO 1.1798 1.9755 −13.0776 29.421901

1 2 3 4 5
0

0.005

0.010

0.015

0.020

0.025

xn

/
d
B

图 5 QPSO算法与PDM的寻优结果差值

观察表 1和图 5可以发现, 采用QPSO算法对
参数进行寻优, 所得结果无论是参数精度还是系
统输出信噪比以及系统运行效率都比采用PDM得
到的结果高, 这一点也更加符合实际工程需要. 从
图 5还能发现, 随着输入信号信噪比的降低, 运用
QPSO算法得到的寻优结果比PDM结果会更好,
原因可以从图 6中看出, 输入信号信噪比越低, 利
用PDM得到的寻优图越复杂, 体现在图像上就是
峰值会越多, 而受PDM寻优步长的限制, 实际情况
要比图 6 (b) 更加复杂, PDM得到的最优值离实际
最优值也就越远. 相反, QPSO法并不受步长的限
制, 通常能得到更优的结果, 所以输入信号信噪比
越低的情况就越容易体现出QPSO方法的优越性.
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图 6 (网刊彩色) PDM寻优结果 (a)输入信号为 x1;
(b)输入信号为 x5

实验同时发现, 系统参数a, b的寻优结果与信
号噪声强度之间也存在一定规律性, 这主要从势垒
角度去考虑. 图 7为在不同输入信号情况下分别利

用PDM和QPSO算法求得的势垒高度, 其中, 横
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坐标为输入信号编号, 纵坐标为 lg∆U . 从图 7可

以明显看出, 两种方法下势垒高度随着输入信号信
噪比的降低都呈现升高趋势, 这是因为信噪比越
低, 则噪声强度相对越高, 布朗粒子的跃迁能量也
会相对变高, 系统发生最优随机共振的势垒高度就
会随之变高. 这个规律对于Langevin系统中参数
a, b的寻优范围初始化具有一定的指导意义.

1 2 3 4 5
-3.5

-3.0

-2.5

lg
D
U

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

PDM

QPSO

xn

图 7 分别采用PDM和QPSO方法求得的势垒高度

3.2 Duffing系统

Duffing系统为模型 (1), 阻尼比k表征了介质

对布朗粒子的阻碍作用, 增大k值会减缓粒子的跃

迁速率, 若要使粒子再次与势函数的周期性变化相
匹配, 就需要更大的噪声提供足够的能量, 所以选
取阻尼比k也需要一定的方法. 而Duffing系统中
共存在k, a, b三个参数, 使得参数调节更加困难.
由于计算机性能的限制, 使用PDM寻找k, a, b的
最优值不符合实际要求. 传统方法基本上都是控制
变量法, 即固定其他参数, 只针对一个参数的调节
方法进行说明, 这种方法忽略了各个参数之间的交
互作用, 而QPSO算法的全局寻优特性则可以弥补
这些不足.

依然采用上述五种原始信号,表 2列出了Duff-
ing振子系统下QPSO算法随机共振性能的典型寻
优结果. 为对比Duffing 振子系统和Langevin系
统的寻优结果, 图 8给出了利用QPSO算法分别对
Duffing振子系统和Langevin 系统运算 50遍得到
的输出信噪比SNRout平均值的差值.

结合表 1、表 2和图 8可以看出, 在Duffing振
子系统中, 利用QPSO方法也能有效地寻到最优
值而且得到的输出信噪比结果要比在Langevin
系统中的结果更高, 同时系统运行时间没有明显
变化, 这说明QPSO算法在Duffing 振子中比在
Langevin系统中更能体现出自适应随机共振的优

越性. 图 8同样显示出输入信号, 信噪比越低, 相
比于Langevin系统在Duffing 振子系统中获得的
输出信噪比就越高, 所以QPSO算法在低信噪比的
Duffing振子系统中同样适用.

表 2 Duffing振子下QPSO方法的寻优结果

信号 a b k SNRout/dB 运行时间/s

x1 0.0100 0.0457 0.8617 7.0453 37.260213

x2 0.0100 0.0520 0.9509 −1.9517 26.970998

x3 0.0228 0.0100 0.5863 −4.0651 28.211500

x4 1.6024 1.0283 0.2847 −11.3033 28.291142

x5 1.0188 2.0000 1.0203 −9.3467 28.455120

1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

/
d
B

xn

图 8 QPSO算法在Duffing系统和Langevin系统中寻
优结果的差值

实验还发现, 在相同输入信号情况下, 即使最
终输出信噪比相同, 寻优所得的系统参数k, a, b 的
值却不尽相同, 这可以由表 3和图 9解释. 表 3是

输入信号为x1时, QPSO算法在Duffing振子系统
下的 10次寻优结果, 并按照阻尼比系数 k由小到

大进行排列; 图 9为这 10次寻优结果中阻尼比系
数k以及势垒高度∆U的变化规律曲线. 由表 3可

以明显地看出, 这 10次寻优结果的最终输出信噪
比SNRout基本相同, 这说明发生了近似性能的随
机共振现象, 但是所得的阻尼比系数 k值和势垒

高度∆U值却都不一样. 图 9则显示出阻尼比系

数k和势垒高度∆U基本上呈现负相关, 并且相关
系数达到−0.9925, 原因是增大阻尼比系数k就会

削弱布朗粒子的能量, 若要使布朗粒子再次达到
同样的随机共振性能就必须要降低势垒高度, 这
个特性决定了Duffing振子系统寻优结果的多样
性, 同时也对参数范围初始化提供了一定的规律性
指导.
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表 3 QPSO算法在Duffing振子系统中的 10次寻优结果

结果编号 a b k ∆U/10−4 SNRout/dB

1 0.0101 0.0359 0.7534 7.1037 7.0442

2 0.0100 0.0406 0.8000 6.1576 7.0464

3 0.0100 0.0424 0.8227 5.8962 7.0469

4 0.0101 0.0492 0.8599 5.1834 7.0445

5 0.0102 0.0582 0.9289 4.4690 7.0420

6 0.0100 0.0570 0.9297 4.3859 7.0440

7 0.0100 0.0644 0.9560 3.8819 7.0434

8 0.0100 0.0676 0.9613 3.6982 7.0424

9 0.0100 0.0727 0.9956 3.4387 7.0421

10 0.0100 0.0784 1.0313 3.1887 7.0412

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
0.6

0.8

1.0

1.2

k
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4
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8

D
U
/
1
0
-
4

k

DU

图 9 阻尼比系数 k和势垒高度∆U 的变化规律

4 结 论

随机共振理论是混沌学的一个分支, 它描述
了当非线性系统的各项参数与输入信号和噪声强

度之间存在某种匹配关系时, 系统就能将噪声能
量转换为信号能量, 从而提高输出信噪比的现象.
在传统随机共振研究领域中, 非线性系统参数的
有效调节一直是一个瓶颈问题, 本文提出的基于
QPSO算法的参数自适应寻优方法是随机共振理
论的延伸. 为了表明该方法的有效性, 分别基于
过阻尼Langevin随机共振系统和Duffing振子随机
共振系统进行了实验验证. 在Langevin系统中, 将
QPSO算法和PDM进行了寻优结果对比. 实验结
果表明, 本文提出的基于QPSO算法的自适应随机
共振方法在寻优结果和寻优效率上都要明显优于

PDM; 在Duffing振子系统中, 由于PDM不再具有

实用性, 因此将寻优结果直接与Langevin系统的
寻优结果进行对比. 实验结果显示, 在相同条件
下Duffing振子系统的寻优结果要优于Langevin系
统. 在两种系统下, 输入信号信噪比越低就越能体
现出QPSO算法的优越性. 最后, 本文从势垒高度
和阻尼比与布朗粒子跃迁能量之间关系的角度出

发, 对参数寻优结果进行了规律性总结. 本文方法
是将随机共振理论用于实际工程微弱信号检测的

一个有力支撑.
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Abstract
In order to enhance the usefulness of the theory of stochastic resonance in the areas of weak signal detection,

a new method based on quantum particle swarm optimization is proposed to conquer with the problem of adaptive
stochastic resonance. First, the problem of adaptive stochastic resonance is converted into the problem of multi-parameter
optimization. Then simulation experiments are conducted respectively under a Langevin system and Duffing oscillator
system. At the same time, Point detection method is chosen as the comparative test in the Langevin system. While in
the Duffing system, the optimization results are compared with those from the Langevin system directly. Results show
that the method based on quantum particle swarm optimization is obviously superior to the point detection method and
optimization result in the Duffing oscillator is better than that from Langevin system under the same condition. Besides,
it is also found that the lower the SNR of input signal, the more effective the quantum particle swarm optimization is.
Finally, the regularity of optimization results of the stochastic resonance system parameters is summarized.

Keywords: adaptive stochastic resonance, quantum particle swarm optimization, multi-parameter
optimization
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