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基于Newmark算法的任意磁化方向铁氧体
电磁散射时域有限差分分析∗
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(西安电子科技大学物理与光电工程学院, 西安 710071)

( 2014年 2月 27日收到; 2014年 4月 4日收到修改稿 )

利用坐标系转换矩阵给出实验室坐标系中饱和磁化铁氧体的频域磁导系数张量, 再通过频域到时域的转
换关系 jω → ∂/∂t得到一个二阶微分方程形式的时域本构关系. 然后采用Newmark方法求解时域本构关系
从而给出一种适用于处理任意磁化方向铁氧体电磁问题的Newmark时域有限差分算法. 利用此算法计算了
饱和磁化铁氧体层的反 (透)射系数和饱和磁化铁氧体球的后向雷达散射截面, 所获得的结果验证了此算法的
正确有效性.
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1 引 言

铁氧体材料为磁色散介质, 在有外加磁场时又
是磁各向异性介质. 近年来, 其物理特性已成为研
究热点之一 [1−4]. 磁化铁氧体材料兼有频率色散和
空间色散特性, 因此对其电磁特性进行严格的解析
分析是十分困难的, 通常采用数值方法进行模拟.
本文主要研究应用于处理饱和磁化铁氧体电磁问

题的时域有限差分 (FDTD)算法. FDTD方法属于
时域算法, 磁化铁氧体是磁各向异性色散介质, 其
磁导系数是频率的张量函数, 因此应用FDTD算
法处理磁化铁氧体问题时需要将用于处理各向同

性色散介质电磁问题的常用FDTD方法 (包括递推
卷积 (RC)法 [5]、分段线性递推卷积法 [6]、电流密度

卷积法 [7]、分段线性电流密度递推卷积法 [8,9]、辅助

方程法 [10,11]、Z 变换 (ZT)法 [12−14]、移位算子 (SO)
法 [15]、半解析递推卷积法 [16]等方法)进行推广.
在 2006—2008 年, 杨利霞等分别采用Padé-FDTD
法 [17]、RC-FDTD法 [18]和直接差分法 [19]计算了饱

和磁化铁氧体球的电磁散射. 2009和2013年, 本课
题组 [20,21]将SO法和ZT方法推广应用于任意磁化
方向铁氧体情形.

Newmark算法 [22,23]是动力学时域微分方程

数值积分的一种经典步进算法, 具有高稳定性和
高精度的特点. 目前, Newmark算法在应用于力
学和电磁场数值计算的时域有限元 (time-domain
finite-element, TDFE)方法中已得到广泛应用. 本
文将Newmark方法引入到饱和磁化铁氧体电磁问
题的FDTD分析中, 给出了一种既适用于任意磁化
方向情形同时又具有更高计算精度和稳定性的新

方法. 具体过程如下: 首先利用外磁场坐标系中
饱和磁化铁氧体的频域磁导系数张量和坐标系转

换矩阵得到实验室坐标系中的频域磁导系数张量,
再利用频域到时域的转换关系 jω → ∂/∂t, 得到一
个二阶微分方程形式的饱和磁化铁氧体时域本构

关系, 然后通过引入一个中间过渡变量P 将其改

写为两个以P 为激励源的二阶微分方程, 最后采
用Newmark两步算法 (Newmark-β-γ法)求解这两
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个方程并将结果中的中间过渡变量P 消去, 从而
得到在离散时域磁场量B → H的递推公式, 结合
Maxwell旋度方程的FDTD离散式最终实现完整
的FDTD循环迭代计算.计算了一维饱和磁化铁氧
体层的反 (透)射系数和三维饱和磁化铁氧体球的
后向雷达散射截面 (RCS), 所得结果与解析解和文
献结果一致. 理论推导及算例表明该方法是正确有
效的. 文中时谐因子取 exp(jωt).

2 饱 和 磁 化 铁 氧 体 的Newmark-
FDTD算法

2.1 磁化铁氧体中的Maxwell旋度方程和
频域本构关系

磁化铁氧体介质的Maxwell旋度方程及频域
本构关系为

∂E/∂t = (∇×H)/ε0, (1)

∂B/∂t = −∇×E, (2)

B(ω) = µ0µr(ω) ·H(ω). (3)

按标准Yee元胞 [24]对旋度方程 (1), (2)差分离散
便可实现H → E → B的FDTD迭代计算, 而要
实现完整的FDTD循环迭代还需要对频域本构关
系 (3)式进行特殊处理, 将其转换到时域进而得到
B → H的步进迭代.

2.2 实验室坐标系中的频域磁导系数张量

磁化铁氧体是各向异性介质, 其本构参数与所
选取的坐标系有关. (3)式中µr(ω)是实验室直角

坐标系 (设为xyz系)中磁化铁氧体的频域相对磁
导系数张量, 其具体形式与外加磁场H0的方向有

关. 设外加磁场H0在实验室坐标系 (xyz系)中的
方向角为 θt, φt, 如图 1所示.

zϕ H

x

y

z

o
ϕt

θt

图 1 外磁场 (x′y′z′)坐标系和实验室 (xyz)坐标系

以外加磁场H0的方向为 z′轴正向建立x′y′z′

直角坐标系 (图 1 ), 称为外磁场坐标系, 即H0 =

ẑ′H0, ẑ′为 z′轴正向单位矢量, H0为H0的大小.
设µ′

r(ω)为外磁场坐标系 (x′y′z′系)中饱和磁化铁
氧体的频域相对磁导系数张量, 其表达式为 [25]

µ′
r(ω) =


µx′x′(ω) µx′y′(ω) µx′z′(ω)

µy′x′(ω) µy′y′(ω) µy′z′(ω)

µz′x′(ω) µz′y′(ω) µz′z′(ω)



=


µr µrg 0

−µrg µr 0

0 0 µrz

 , (4)

式中,

µr = 1 +
(ω0 + jωα)ωm

(ω0 + jωα)2 − ω2
,

µrg =
jωωm

(ω0 + jωα)2 − ω2
,

µrz = 1. (5)

这里, ω0 = γH0; γ为旋磁比, γ = 1.76 ×
107 rad·Oe·s; ωm = γ4πMs, 其中, Ms为饱和磁

化率, α为阻尼因子.
根据 (5)式, µ′

r(ω)可改写为

µ′
r(ω) =

M ′ · (jω)2 +C ′ · (jω) +K ′

q2(jω)2 + q1(jω) + q0
, (6)

式中,

M ′ = (α2 + 1) · I,

C ′ = 2αω0 · I + ωm ·


α 1 0

−1 α 0

0 0 0

 ,

K ′ = ω2
0 · I + ω0ωm ·


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 , (7)

其中 I表示单位矩阵, q2 = α2 + 1, q1 = 2αω0,
q0 = ω2

0.
在xyz坐标系中的频域相对磁导系数张量

µr(ω)可以由µ′
r(ω)和转换矩阵计算得到

[24],

µr(ω) =


µxx(ω) µxy(ω) µxz(ω)

µyx(ω) µyy(ω) µyz(ω)

µzx(ω) µzy(ω) µzz(ω)


= UT · µ′

r(ω) ·U , (8)
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式中, U为x′y′z′坐标系到xyz坐标系的转换矩阵;
UT为U 的转置矩阵, 且

U =


cosφt − sinφt 0

cos θt sinφt cos θt cosφt − sin θt

sin θt sinφt sin θt cosφt cos θt

 . (9)

因此, 由 (6)—(8)式可得xyz坐标系中

µr(ω) =
M · (jω)2 +C · (jω) +K

q2(jω)2 + q1(jω) + q0
, (10)

式中,

M = UT ·M ′ ·U ,

C = UT ·C ′ ·U ,

K = UT ·K ′ ·U . (11)

2.3 时域本构关系及其Newmark解

将 (10)式代入频域本构关系 (3)式并整理得到

[q2(jω)2 + q1(jω) + q0] ·B(ω)

= µ0 · [M · (jω)2 +C · (jω) +K] ·H(ω), (12)

再应用频域到时域的转换关系 jω → ∂/∂t将 (12)
式转换为一个时域微分方程

q2
d2

dt2B(t) + q1
d
dtB(t) + q0B(t)

= µ0[M · d2

dt2H(t) + C · d
dtH(t)

+K ·H(t)], (13)

(13)式即为磁化铁氧体的时域本构关系, 对其进行
时域离散可以得到磁场量B → H的步进计算.下
面采用Newmark方法处理时域本构关系 (13)式.

引入一个中间过渡变量P , 令

q2
d2

dt2B(t) + q1
d
dtB(t) + q0B(t) = P (t),

µ0

[
M · d2

dt2H(t) +C · d
dtH(t) +K ·H(t)

]
= P (t), (14)

(14)式中的两个方程为二阶时域微分方程, 其中
P (t)相当于激励源. 1959年, Newmark[22]根据

Taylor级数的时间导数差分近似公式, 给出了此
种形式时域微分方程数值积分的步进算法, 改善了
计算精度和稳定性. 按照Zienkiewicz[23]推导的方

法, (14)式两个方程的Newmark解为

a0B
n+1 =− a1B

n − a2B
n−1 + (∆t)2

×
[
βP n+1 +

(
1

2
+ γ − 2β

)
P n

+

(
1

2
− γ + β

)
P n−1

]
, (15)

S0 ·Hn+1 = S1 ·Hn + S2 ·Hn−1 +
(∆t)2

µ0

×
[
βP n+1 +

(
1

2
+ γ − 2β

)
P n

+

(
1

2
− γ + β

)
P n−1

]
, (16)

式中,

a0 = q2 + γ∆tq1 + β(∆t)2q0,

a1 =− 2q2 + (1− 2γ)∆tq1

+

(
1

2
+ γ − 2β

)
(∆t)2q0,

a2 = q2 + (γ − 1)∆tq1

+

(
1

2
− γ + β

)
(∆t)2q0,

S0 = M + γ∆tC + β(∆t)2K,

S1 = 2M − (1− 2γ)∆tC

−
(
1

2
+ γ − 2β

)
(∆t)2K,

S2 =−M − (γ − 1)∆tC

−
(
1

2
− γ + β

)
(∆t)2K.

(17)

(15)和 (16)式称为Newmark 方法的两步算法或
Newmark-β-γ方法. 系数 (17)式包含了两个参变
量β和γ, 文献 [24]给出 0 6 γ 6 1, 0 6 β 6 1/2,
为了保证计算精度和稳定性需要适当选择γ, 以及
β > 0.25(0.5 + γ)2, 通常取β = 0.25, γ = 0.5可以

保证无条件收敛.
消去 (15), (16)式中的中间过渡变量P , 得到

Hn+1 = S−1
0 ·

[
S1 ·Hn + S2 ·Hn−1

+
1

µ0
(a0B

n+1 + a1B
n

+ a2B
n−1)

]
, (18)

式中S−1
0 表示S0的逆矩阵. 由 (18)式可以实现磁

场量B → H的时域步进计算.
综上所述, 可以得到磁化铁氧体的Newmark-

FDTD计算步骤:
步骤1 由H → E → B, 用旋度方程 (1),

(2) 式的差分离散式计算;
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步骤2 由B → H, 用 (18)式计算;
步骤3 回到步骤1.

3 算例验证及数值结果

以下算例FDTD计算时取β = 0.25, γ = 0.5,
时间步长∆t = δ/2c, 其中, δ为Yee元胞边长, c为
真空光速.入射波为x方向极化的平面高斯脉冲

Exi(t) = exp
[
− 4π(t− t0)

2

τ2

]
. (19)

例1 饱和磁化铁氧体层的反射和透射

饱和磁化铁氧体层厚度 d = 3 cm, 外加磁
场H0垂直于介质层界面沿 z轴正向. 铁氧体介

质参数为α = 0.1, ω0 = 2π × 20 × 109 rad·s−1,
ωm = 2π×1010 rad·s−1. 电磁波沿z轴入射, FDTD
计算时 δ = 0.075 mm, τ = 160∆t, t0 = 0.8τ . 沿
z轴方向的一维FDTD计算域被离散为−360δ—
280δ共 640个一维Yee 元胞, 其中−200δ—200δ共

400个元胞区域为铁氧体层, 两边为真空并在计算
域两端设置一阶Mur吸收边界. 在−280格点处设

置连接边界, 引入入射波, 在−320和 240格点处分
别设置反射波和透射波观察点, 以记录反射波形和
透射波形. 电场和磁场分量的采样点位置与标准一
维Yee元胞相同, 如图 2所示. 迭代计算共进行了
7680步.

z

H

k

Exi

d

Mur Mur

Ex֒y Bx֒y

-360 -320 -280 -200 200 240 280

图 2 饱和磁化铁氧体层

此时, 虽然入射波电场沿x方向极化, 但由于
磁化铁氧体介质的交叉磁化效应, 使得反射波和透
射波的电场都存在 y分量. 根据电磁理论, 此时介
质中的电磁波可分解为左旋 (LCP)和右旋 (RCP)
两个圆极化本征波. 利用本文Newmark-FDTD方
法可以直接计算出该磁化铁氧体层的反射场和

透射场时域形式Ex(t)和Ey(t), 将其做傅里叶变
换得到反射场和透射场的复数频域形式Ex(ω)和

Ey(ω). 根据

ERCP(ω) = Ex(ω) + jEy(ω),

ELCP(ω) = Ex(ω)− jEy(ω)
(20)

可得到LCP波和RCP波的反射场、透射场的复数
频域形式 [26], 依此可计算得到磁化铁氧体层的
LCP波反 (透)射系数 (如图 3中实线所示)和RCP
波反 (透)射系数 (如图 4中实线所示).

作为验证, 图 3和图 4还给出了采用传播矩阵

(propagation matrix, PM)法计算得到的反 (透)射
系数解析解, 在图中用圆圈表示. 由图 3和图 4可

知, 本文算法结果和解析解符合得很好, 说明本文
算法是正确有效的.

0 20 40 60 80 100

-40

-30

-20

(a)

R
L
C
P
/
d
B

T
L
C
P
/
d
B

f/GHz

f/GHz

Newmark-FDTD

PM( )

Newmark-FDTD

PM( )

0 20 40 60 80 100
-1.8

-1.6

-1.4

-1.2

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0
(b)

图 3 LCP波反射系数、透射系数随入射频率的变化
(a)反射系数RLCP; (b) 透射系数 TLCP

164101-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 16 (2014) 164101

为了比较不同算法, 又分别采用SO法 [20]和

ZT法 [21]计算了该算例.图 5是三种方法计算RCP
波反射系数结果的误差绝对值, 图中圆圈代表本文
Newmark法结果, 五角星和实线分别表示SO法和
ZT法的结果. 从图 5可以看出, Newmark法和SO
法的精度近似且都优于ZT法的精度.

R
R
C
P
/
d
B

T
R
C
P
/
d
B

f/GHz

f/GHz

Newmark-FDTD

PM( )

Newmark-FDTD

PM( )

0 20 40 60 80 100
-50

-40

-30

-20

-10

0
(a)

0 20 40 60 80 100

-60

-40

-20

0
(b)

图 4 RCP波反射系数、透射系数随入射频率的变化
(a)反射系数RRCP; (b) 透射系数 TRCP

f/GHz

0 20 40 60 80 100

0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

/
d
B

 Newmark

 SO

 ZT

图 5 本文Newmark法、SO法和 ZT法计算RCP波反
射系数的误差绝对值

例2 饱和磁化铁氧体球的后向散射

饱和磁化铁氧体球半径d = 1.5 cm(图 6 ), 介
质参数同算例 1. 电磁波沿 z轴入射, τ = 34∆t,

t0 = 0.8τ . FDTD计算时将三维计算域离散
为 72 × 72 × 72个正方体Yee元胞, 元胞尺寸
δ = 0.75 mm, 铁氧体球位于计算域正中心, 球
半径等于 20个元胞尺寸, 球外为真空介质.由于球
面位置的铁氧体元胞和真空元胞相邻, 所以在计算
位于两种介质元胞分界面中心位置的磁场节点时,
采用两种介质磁导系数的平均值作为等效参数进

行计算. 计算域外部包裹了 6层单轴完全匹配层介
质用于吸收外向行波, 迭代计算共进行了800 步.

图 7 (a)和 (b)分别为该磁化铁氧体球的同极
化和交叉极化后向RCS. 图 7中实线表示当外加磁

场沿 z轴正向 (θt = 0, φt = 0)时, 本文Newmark
方法的计算结果, 作为对比, 图中同时给出了文献
[27]的计算结果 (用圆圈表示). 由图 7可知, 本文结
果与文献 [27]结果符合得很好.

z
k

Exi

x

d

图 6 饱和磁化铁氧球
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图 7 饱和磁化铁氧体球的后向RCS (a)同极化;
(b)交叉极化
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本文算法可以处理外加磁场沿任意方向情形

下饱和磁化铁氧体的电磁问题, 因此还计算了在
其他方向外磁场情形下该球的后向RCS. 图 7同

时给出了当外加磁场H0沿x轴正向 (θt = 90◦,
φt = 90◦)和沿 y轴正向 (θt = 90◦, φt = 0◦)时该
球的后向RCS, 在图中分别用十字和三角表示. 由
图 7可知, 由于磁化铁氧体的各向异性特性, 使得
散射波出现了交叉极化分量, 而且散射波的特性与
磁化方向相关.

在外加磁场沿 z轴正向情形下, 本文还分别采
用SO法 [20]和ZT法 [21]计算该铁氧体的后向RCS,
并对这三种方法的计算效率进行了对比. 表 1列

出了这三种算法计算时的内存消耗和中央处理器

(CPU)时间. 计算时三种算法程序均运行800个时
间步, 计算机CPU主频为 2.8 GHz. 从表 1可以看

出, Newmark法的计算效率和ZT法的计算效率接
近而略高于SO法的计算效率, 而根据前面算例 1
中对三种算法的对比, Newmark法在计算精度上
要比ZT法更优.

表 1 Newmark法、SO法和 ZT法模拟磁化铁氧体球散射的
内存消耗和CPU计算时间

FDTD算法 内存消耗/M CPU时间/s

Newmark法 116 230

SO法 134 242

ZT法 116 220

4 结 论

根据坐标系转换矩阵和频域磁导系数张量的

特点,利用频域到时域的转换关系 jω → ∂/∂t,饱和
磁化铁氧体的频域本构关系可以转换成一个二阶

微分方程形式的时域本构关系.本文利用Newmark
方法求解时域本构关系得到磁场量B → H 的步

进递推公式, 从而给出适用于处理任意磁化方向铁
氧体电磁问题的Newmark-FDTD方法.该方法对
于研究铁氧体目标处于任意方向外磁场情况下的

电磁散射问题具有应用价值.理论推导及算例表明
该方法正确可行, 推导简单, 概念简明.
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Newmark algorithm in the finite-difference time-domain
analysis of ferrite magnetized in an arbitrary direction∗
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Abstract
The permeability tensor of saturated magnetized ferrite in frequency domain in the laboratory coordinate system is

obtained by using the transformation matrix between the principal and laboratory system. The constitutive relation in
time domain, which is a kind of second order differential equation, is derived by employing the transformation from the
frequency domain jω to time domain ∂/∂t and solved by utilizing the Newmark algorithm. Consequently, a Newmark
finite-difference time-domain method is proposed to deal with the problem of electromagnetic scattering by ferrite which
is subjected to an external magnetic field in an arbitrary direction. The electromagnetic scattering by a magnetized
ferrite layer and a sphere is simulated, and the numerical results demonstrate the validity and feasibility of the proposed
method.

Keywords: Newmark algorithm, saturated magnetized ferrite, electromagnetic scattering, finite-
difference time-domain method
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