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声悬浮过程的格子Boltzmann方法研究∗
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采用轴对称多弛豫时间格子Boltzmann (LB)方法, 研究了圆柱形封闭谐振腔中圆盘形样品的声悬浮
过程. 模拟结果表明, (001) 模式下谐振腔的共振长度L = 0.499λ, 在谐振腔中心引入样品后共振漂移量
δL ≈ −0.9, 这与线性声学理论计算结果基本相符. 声悬浮力的LB模拟过程包含了黏滞性效应和共振漂移效
应, 所获得的模拟结果与理论公式计算值在量值上一致, 而且其在细节上更符合实验现象. 此外, LB模拟还
揭示出了声悬浮过程中的声压波形畸变、声流和声辐射压等非线性声学效应.
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1 引 言

声悬浮是高声强条件下的一种非线性声学效

应, 同时也是一项先进的材料无容器处理技术 [1,2].
近十年来, 声悬浮技术得到了越来越广泛的应用,
其应用领域包括无容器材料制备加工 [3−5]、物性

测定 [6,7]、液滴动力学 [8,9]、分析化学 [10,11]和生物医

学 [12,13]等. 作为一种非线性现象, 声悬浮过程中
的声辐射压、声流等基本物理效应也得到了越来越

多的关注 [14,15]. 在线性声学近似下, 声压和流速作
周期性变化, 两者的时间平均值均为零, 因此不会
出现稳态的声辐射压和声流. 为了揭示这些非线性
效应, 必须利用原始的非线性流体动力学方程和状
态方程 [16]. 但是, 流体动力学方程组的求解十分困
难, 特别是在涉及声场与悬浮样品相互作用的情况
下. 数值模拟方法提供了一种可行途径.

格子Boltzmann (LB)方法是近二十年发展起
来的一种计算流体力学方法 [17−19]. 其优点是粒
子间相互作用局域化, 格点演化规则简单, 并行
计算适应性好, 以及容易处理复杂边界条件和
界面现象. LB方法的应用涉及物理学的多个领

域 [20−22], 在模拟非线性声学现象方面也取得了一
些进展. Buick等 [23]采用LB方法, 研究了大振幅
声波的波形畸变. 文献 [24, 25]研究了非线性声传
播过程中的声流和声辐射压现象. 在声悬浮研究方
面, Barrios和Rechtman[26]采用LB方法对单轴式
声悬浮过程进行了初步探索. 但是, 这些研究都是
基于二维格子模型, 不能完全反映三维物理过程的
真实情况.

近年来, 基于直角坐标系下二维格子的轴对
称三维LB模型获得了较快的发展 [27−29]. 由于利
用了所研究问题的轴对称性, 计算效率得到充分
提高. 另外, 传统的LB方法通常采用单弛豫时间
(SRT)碰撞模型 [19], 其缺点是在低黏度情况下会
出现数值不稳定性. 为了提高数值稳定性, 人们发
展了多弛豫时间 (MRT)碰撞模型 [30], 并将其推广
到轴对称LB模拟中 [28,29].

采用最新发展的一种轴对称MRT-LB方法,
本文对圆柱形封闭谐振腔中的声驻波场以及圆盘

形样品在其中的声悬浮过程进行了模拟研究, 以考
察轴对称MRT-LB方法在声悬浮问题中的适用性,
为进一步探索声悬浮过程中的非线性现象和相关

规律奠定基础.
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2 模拟方法

2.1 轴对称MRT-LB模型

在柱坐标系下采用轴对称MRT-LB方法. 该
方法基于直角坐标系下标准的二维九速度 D2Q9

格子模型. 两种坐标系对应关系为 (x, y) → (r, z),
第α种离散速度

eα = (eαr, eαz)

为 [18]

eα =
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(1)

相应的平衡态分布函数 f eq
α 为

f eq
α = wαρ

[
1 + 3

eα · u
e2

+
9

2

(eα · u)2

e4

− 3

2

u · u
e2

]
, (2)

其中, e为单位格子速度; ρ(r, z)和u(r, z)分别为流

体密度和宏观速度; wα为权重系数, 且w0 = 4/9,
w1,2,3,4 = 4/9, w5,6,7,8 = 1/36.

粒子分布函数 fα的演化由以下方程描述:

fα(x+ eα∆t, t+∆t)− fα(x, t)

=− (1 +mα)
∑
β

Λαβ(fβ − f eq
β )

−∆t
ur

r
qρmα

−∆t

[
ur

r
(f eq
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]
(x+eα∆t/2,t+∆t/2)

, (3)

式中, t和∆t分别为时间和时间步长; x为空间坐

标矢量, x = (r, z); Λαβ为弛豫矩阵Λ的矩阵单元.
在SRT模型中, Λ 是一个对角矩阵, 对角单元均为
1/τ , 其中 τ为约化弛豫时间. 在MRT模型中 [30],
Λ是一个非对角矩阵, 可由以下关系计算:

Λ = M−1SM , (4)

其中, S是一个对角矩阵,

S = diag(s0, s1, s2, s3, s4, s5, s6, s7, s8); (5)

M是一个正交转换矩阵,

M =


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. (6)

(3)式中, q,mα, bα的定义为

q =
3µ− τ − 1

9(2µ− 1)
, (7)

mα =
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其中, τ = 1/s7 = 1/s8, µ = 1/s1. 需要指出的是,
(3)式右端最后一项取值于半步长 (x + eα∆t/2,
t+∆t/2), 而其他各项取值于 (x, t).

可以证明, 在低Mach数近似下, (3)式等价于
如下形式的连续性方程和Navier-Stokes方程:

∂ρ

∂t
+

∂(ρui)

∂xi
= −ρur

r
, (10)
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式中, p为压强, p = ρc2s ,其中 cs为声速, cs = e/
√
3;

η 和 η′分别为切变黏滞系数和第二黏滞系数,

η =
e2

3

(
τ − 1

2

)
ρ∆t,

η′ =
e2

3
(µ− τ)ρ∆t;

δij为Kronecker δ符号, i, j和 k代表 r或 z. (11)
式中出现重复坐标指标之处采用了Einstein求和
约定.

为了使 (3)式成为显格式, 可以定义一个新的
分布函数 f̄α,

f̄α = fα +
∆t

2

ur

r
(f eq

α + ρbα). (12)

(3)式可改写为

f̄α(x+ eα∆t, t+∆t)− f̄α(x, t)

=− (1 +mα)
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]
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流体宏观速度和密度可分别由下式计算:

ui =

∑
α eαif̄α∑
α f̄α

, (14)

ρ =

∑
α f̄α

1 +
∆t

2

ur

r

. (15)

应指出的是, 根据所研究问题的轴对称性和
L′Hôpital法则, 上述计算中 ur/r在 r = 0时的值

为零.

2.2 声悬浮过程模拟

本文采用轴对称MRT-LB方法开展圆柱形封
闭谐振腔中声驻波场和圆盘形样品在其中的声悬

浮过程研究. 按照线性声学理论, 圆柱形封闭谐振
腔中的轴对称驻波模式可以表达为

p = p0 cos(kzz)J0(krr) cos(ωt), (16)

式中, p0为声压峰值; J0为零阶Bessel函数; ω为声
源的振动频率; kz 和kr分别为波矢的轴向和径向

分量, kz = lπ/L, kr = χ0n/R. 这里, L和R分别为

谐振腔的长度和半径; l和n为整数, 分别等于轴向
和径向的声压波节数; χ0n为方程 dJ0(x)/dx = 0

的第n个解, χ00 = 0, χ01 = 3.832, χ02 = 7.015.
如果声源频率ω刚好处于 (n0l)模式的本征频率
ωn0l

(
ωn0l = cs

√
(lπ/L)2 + (χ0n/R)2

)
附近, 则可

以产生强烈的共振. 这时, (n0l)模式成为主导性声
场模式. 本文以最简单的 (001)模式 (即一维平面驻
波)为例进行LB模拟研究.

模拟中统一采用格子单位, 即∆r = ∆z =

∆t = 1. 谐振腔半径R = 240; 声源为半径
Rs = 200的圆形活塞, 位于谐振腔底部 (z = 0),
并以速度 vz = v0 sin(2πt/T ) 进行单频振动; 样
品为半径 a = 28、高度 2b = 28的刚性圆盘, 且
始终位于对称轴上. 数值模拟中取声源振动周
期T = 1000, 流体静态密度 ρ0 = 1, 其他参数取
为 τ = 1/s7 = 1/s8 = 0.51, µ = 1/s1 = 0.5118,
s0 = s3 = s5 = 1, s2 = 1.9638, s4 = s6 = 1.9. 这
些参数给出切变黏滞系数 η = 0.0033和容变黏滞

系数 ξ = 2η/3 + η′ = 0.0028.
边界处理方法为在对称轴上采用镜像格式, 在

其他边界上采用非平衡外推格式. 模拟开始时, 所
有格点的密度为ρ0, 速度为零. 经过 500个周期的
运行后, 声压振荡进入稳态阶段, 这时对声场和悬
浮过程进行数据记录和分析计算.

声压可由状态方程 p = (ρ − ρ0)c
2
s计算得到.

样品表面除了受到声压的作用, 还受到黏滞性应力
的作用, 总的应力σij可表示为

[31]

σij =− pδij + η

(
∂ui

∂xj
+

∂uj

∂xi

)
+ η′

(
∂ur

∂xr
+

∂uz

∂xz
+

ur

r

)
. (17)

样品表面的声辐射压 pa可由应力张量的相关分量

的时间平均值计算得到,

⟨σij⟩ = (1/T )

∫ T

0

σij dt. (18)
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在样品表面上对 (18)式进行积分, 可以得到样
品所受的合力, 即声悬浮力F . 由于轴对称性, 悬浮
力只有 z分量.

3 模拟结果及讨论

3.1 声场的调谐过程

为了获得强声场条件, 单轴式声悬浮一般工作
在谐振状态下, 实验中通常通过微调反射端与发射
端的间距实现谐振状态 [2]. 为了模拟这一调谐过
程, 在声源速度振幅 v0 = 10−5不变的情况下, 计算
了反射端中心声压峰值p0随腔长L的变化关系, 结
果如图 1中空心圆点所示. 模拟结果表明, 谐振腔
的共振条件为L ≈ 288或L ≈ 0.499λ, 其中λ为声

波长, λ = 577.35. 这与 (001)模式的理论共振条件
L = λ/2 = 288.68十分接近.

280 285 290 295
0

2

4

6

8

L / L /

p
0
/
1
0

-
 4

p0=5.84 10- 4

p0=5.59 10- 4

L

图 1 反射端中心声压峰 p0值与腔长L的关系

3.2 声场的非线性效应

在谐振状态下, 逐渐增大声源速度振幅, 可以
在谐振腔中产生越来越强的声驻波场. 图 2给出

了当声源速度振幅 v0 = 10−6, 10−5和 10−4时, 反
射端中心位置处声压 p 随时间的变化曲线. 图 2中

对声压 p进行了约化处理, 约化常数 p0 是反射端

的峰值声压, 三种速度振幅下 p0的计算值分别为

6.14× 10−5, 5.84× 10−4和3.79× 10−3. 由此可见:
当声压较小时, 其随时间的变化曲线是标准的正弦
曲线, 表现为线性声学现象; 当声压比较大时, 其随
时间的变化曲线逐渐偏离正弦曲线, 演化为 “N”形
锯齿波, 这是典型的非线性声学现象 [32].

除了声压波形畸变, 声悬浮过程中的另一个显
著的非线性效应是声流 [14]. 在线性声学近似下, 声
场中每一点的速度矢量随时间做正弦变化, 其在一
个时间周期内的时间平均值为零. 因此, 在线性近
似下介质质点表现为周期性振动, 而不会出现定向
的流动. 为了研究高声强条件下的声流效应, 计算
了速度场的时间平均值,

⟨u(r)⟩ = (1/T )

∫ T

0

u(r, t)dt.

图 3给出了 p0 = 3.79 × 10−3时, ⟨u⟩的空间分
布, 其特征是在靠近圆柱腔壁的区域, 以平面
z = L/2为对称面, 出现了两个镜像对称的涡旋
结构. 涡心位置分别为 (r = 0.85L, z = 0.25L)
和 (r = 0.85L, z = 0.75L). 声流速度的最大值
⟨u⟩max = 2.2 × 10−5, 是声场中质点振动速度最大
值的0.3%.

500.0 500.5 501.0 501.5 502.0

-1.5

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5
p
⊳
p

0

t⊳T

p0=3.79 10- 3p0=6.14 10- 5

p0=5.84 10- 4

图 2 反射端声压波形随声压峰值的演化

3.3 声悬浮过程的共振漂移

声悬浮过程中, 样品的引入通常会改变谐振腔
的共振条件, 引起共振频率或发射端 -反射端共振
间距的漂移. 为此, 模拟了一个圆盘形样品在声悬
浮过程中的共振漂移现象. 样品位置固定于谐振腔
中心 (r = 0, z = 0.5L), 模拟结果如图 1中空心方

块所示. 由图 1可见, 在谐振腔中心位置引入圆盘
形样品后, 谐振条件为L ≈ 287. 由于数值模拟时
腔长均取整数, 为了得到比较准确的共振间距漂移
量, 对引入样品前后的数据进行了拟合, 拟合结果
如图 1中实线所示. 结果表明, 引入样品前后的共
振条件分别为L = 287.96和L = 287.04, 共振漂移
量 δL ≈ −0.9. 根据Leung等 [33]提出的在谐振腔

中引入球形样品所引起的共振漂移理论公式, 如果
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将圆盘形样品等效为半径RD = 25.5 ≈ 0.04λ的等

体积球体, 则理论上共振漂移量 δL/L ≈ −0.19%,
即 δL ≈ −0.6. 由此可见, 模拟结果与理论计算值
基本符合. 考虑到圆盘形样品和球形样品对声波散
射具有差异, 并且Leung理论中没有考虑介质的黏
滞性以及由此带来的边界层效应, 可以认为模拟结
果基本符合实际的物理过程.

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
0

0.5

1.0

z
⊳
L

r⊳R

图 3 谐振腔中的声流 (p0 = 3.79 × 10−3, ⟨u⟩被放大
104倍)

3.4 声辐射压和声悬浮力

以上述圆盘形样品为例, 进一步模拟了样品在
对称轴上不同位置时的声压、声辐射压和悬浮力.
模拟所用的参数为 v0 = 10−5, L = 287. 图 4给

出了样品悬浮于 z = 3L/8时的声压场分布. 从
图 4可以看出, 在样品附近的声压等值线明显偏离
了一维平面驻波的平行直线型等值线, 这是样品的
声散射效应.

p⊳p0

z
⊳
L

r⊳R

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

-0.99

-0.72

-0.45

-0.18

0.09

0.36

0.63

0.90

图 4 z = 3L/8, p0 = 5.84× 10−4 时, 圆盘形样品声悬
浮时的声压分布

由于声场的非线性效应, 样品表面的声压在一
个振荡周期内的平均值不为零, 即出现声辐射压.

样品上下表面的声辐射压可由公式

pa = −⟨σzz⟩ = (1/T )

∫ T

0

σzzdt

计算. 图 5给出了样品分别悬浮于 z = L/4和

z = 3L/8时上下表面的声辐射压分布. 从图 5可以

看出, 样品上下表面中心位置的声辐射压最大, 从
中心到边沿声辐射压逐渐减小. 在上述这两个悬
浮位置, 样品下表面的声辐射压总是大于上表面的
声辐射压, 正是这一压力差提供了对样品的主要悬
浮力.

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
1.0

1.1

1.2

1.3

1.4

z/L⊳֒ 

z/L⊳֒ 

z/L⊳֒ 

z/L⊳֒ 

p
a
/
1
0
-
6

r⊳a

图 5 圆盘形样品上下表面受到的声辐射压

图 6中的实心圆点曲线是L = 287 时悬浮力

与样品位置的关系曲线. 图 6中的实线是根据文

献 [34]计算得到的无界平面驻波场中圆盘形样品
声悬浮力的理论结果, 计算中样品直径 -高度比
γ = 2, 形状因子为1.1, 声压峰值 p0 = 5.84× 10−4.
从图 6可以看出, 在 z = L/2附近, 模拟结果
(L = 287)与理论值符合得较好, 但在其他位置,
模拟结果 (L = 287)与理论值有明显差别. 这是因
为现有理论公式是建立在无界声场空间前提下, 其
中并不包含样品位置变化所引起的共振漂移效应.
而实际物理过程是原本处于共振状态的封闭声场,
当样品偏离= L/2位置后, 共振条件遭到破坏, 声
场强度迅速下降, 从而导致悬浮力不能达到共振
状态下的理论值. 因此, LB模拟结果更符合实际
声悬浮过程. 由文献 [35]可知, 样品在 z = L/4和

z = 3L/4处, 共振漂移量 δL ≈ 0, 即共振条件为
L = 288. 为此, 又进一步模拟了L = 288时悬浮

力与样品位置的关系, 如图 6中空心圆点所示, 这
时的模拟结果在 z 6 L/4 和 z > 3L/4区域与理论

值符合得较好, 并且由于在局部消除了共振漂移因
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素, 模拟与理论计算对最大悬浮力的预测是一致
的. 这再次说明, 模拟结果与理论结果的差别主要
是由于共振漂移效应引起的. 从图 6还可以看出:
当L = 287时, 在谐振腔中部可以产生较大的悬浮
力和回复力系数; 而当L = 288时, 在靠近反射端
和发射端的区域产生了较大的悬浮力. 这一结果可
以解释实验中的一个现象: 反射端与发射端的间距
较大时有利于样品从反射端起跳 (相当于L = 288

的情形), 而一旦样品进入悬浮区域, 适当减小反
射端与发射端的间距可以使悬浮更加稳定 (相当于
L = 287的情形).

0 0.25 0.50 0.75 1.00

-5.0

-2.5

0

2.5

5.0

F
⊳
1
0

-
4

z⊳L

( [34])

LB , L/

LB , L/

图 6 圆盘形样品的声悬浮力与样品位置的关系

4 结 论

本文采用轴对称MRT-LB方法研究了圆柱形
封闭谐振腔中圆盘形样品的声悬浮过程. 研究结果
表明,本文所采用的轴对称MRT-LB方法不仅可以
很好地模拟声悬浮过程中的声场调谐、共振漂移和

声辐射力等现象和规律, 而且还能揭示出声悬浮过
程中更多更详细的非线性声学现象和流体动力学

现象. 下一步可以将此方法扩展到气液两相体系,
用于模拟声悬浮液滴的动力学规律.
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Abstract
The axisymmetric multiple-relaxation-time lattice Boltzmann (LB) method is used to study the acoustic levitation

of a rigid disk sample in a closed cylindrical resonant chamber. The simulation results show that the resonant cavity
length L is equal to 0.499λ for (001) mode, and the resonance shift δL is approximately equal to −0.9 with a disk sample
located in the chamber center, which accord with the analytical results derived from linear acoustics. The LB method
naturally includes the viscosity and resonance shift during the simulation of acoustic levitation force on the disk sample,
which gives the results not only consistent with the theory in magnitude, but also coherent with the experiments in
more details. Some of the nonlinear effects associated with acoustic levitation, such as waveform distortion, acoustic
streaming, and radiation pressure, are also revealed by the LB simulation.
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