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变质量Chetaev型非完整系统Appell方程Mei
对称性的共形不变性与守恒量∗
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研究了变质量Chetaev型非完整系统Appell方程Mei对称性的共形不变性和守恒量. 在群的无限小变换
下, 定义了变质量Chetaev型非完整系统Appell方程Mei对称性和共形不变性, 给出了该系统Mei对称性的
共形不变性确定方程,并推导出系统相应的守恒量表达式. 最后, 给出了应用算例.
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1 引 言

随着人们对Noether 理论 [1]认识的逐渐加深,
动力学系统的Noether 对称性、Lie 对称性和Mei
对称性及其守恒量的研究取得了很大的进展 [2−12].
共形不变性是研究约束力学系统对称性的一种重

要的方法. 1997年, Galiullin等 [13]研究了特殊无

限小变换下Birkhoff系统的共形不变性. 近几年,
国内学者在研究Lagrange系统、Hamilton系统、机
电系统等系统的共形不变性方面已做了很多工

作 [14−25].
为了适应空间技术和其他工业技术的进一步

发展, 研究火箭、喷气式飞机等变质量系统的动力
学理论显得日益重要 [26]. 郑世旺等 [27]研究了变

质量非完整系统Tzénoff方程的Lie对称性及其导
出的守恒量; 徐超和李元成 [28]研究了奇异变质量

单面非完整系统Nielsen方程的Noether-Lie对称
性与守恒量; 贾利群等 [29]研究了相对运动变质量

力学系统Appell方程的广义Lie对称性导致的广义
Hojman守恒量; 张斌等 [30]研究了变质量非完整系

统的Lagrange对称性与守恒量.但是作者目前尚未
见到关于变质量Chetaev型非完整系统Appell方
程Mei对称性的共形不变性的报道.本文给出了变
质量Chetaev型非完整系统Appell方程Mei对称
性的共形不变性定义,得到了该系统Mei对称性的
共形不变性确定方程,并推导出系统的Mei守恒量
表达式.

2 变质量Chetaev型非完整系统的运
动微分方程

研究由N个质点组成的变质量力学系统. 由
n个广义坐标 qs(s = 1, 2, · · · , n)确定系统的位形,
且系统的运动受到 g个彼此相容且独立的双面理想

Chetaev型非完整约束,

fβ(t, q, q̇) = 0 (β = 1, 2, · · · , g). (1)
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约束方程 (1)加在虚位移 δqs上的Chetaev条件为
∂fβ
∂q̇s

δqs = 0 (β = 1, 2, · · · , g). (2)

变质量Chetaev型非完整系统的运动微分方程可
表示为Appell方程,

∂S

∂q̈s
= Qs + Ps + λβ

∂fβ
∂q̇s

= Qs + Ps + Γs (s = 1, 2, · · · , n), (3)

其中, S是系统的Appell函数, S是关于 t, q, q̇, q̈的

函数; λβ是与第β个约束对应的约束乘子, λβ是

关于 t, q, q̇的函数; Qs是与第 s个广义坐标 qs对应

的非势广义力, Qs是关于 t, q, q̇的函数; Γs和Ps分

别是与第 s个广义坐标 qs对应的约束力和广义反

推力,

Γs = Γs(t, q, q̇) = λβ
∂fβ
∂q̇s

, (4)

Ps = ṁi(ui + ṙi) ·
∂ri
∂qs

− 1

2
ṙi · ṙi

∂mi

∂qs
. (5)

这里, s = 1, 2, · · · , n; mi = mi(t, q)和 ṙi分别为 t

时刻第 i个质点的质量和速度; ui为微粒相对于第

i个质点的相对速度.
在积分运动微分方程之前, 可由方程 (1)和 (3)

求出约束乘子.令

Λs = Λs(t, q, q̇) = Qs + Γs (s = 1, 2, · · · , n),

则方程 (3)改写为
∂S

∂q̈s
= Λs + Ps (s = 1, 2, · · · , n). (6)

方程 (6)称为变质量Chetaev型非完整系统的Ap-
pell方程,其中Λs为与第 s个广义坐标 qs对应的广

义合力.
如果系统所受的约束满足方程 (1), 那么方程

(6)的解则给出了变质量Chetaev型非完整系统的
运动规律.利用方程 (6)可求出所有广义加速度 q̈s,

q̈s = αs(t, q, q̇) (s = 1, 2, · · · , n). (7)

3 变质量Chetaev型非完整系统Ap-
pell方程Mei对称性的共形不变性

引入时间 t和广义坐标 qs的无限小变换的展

开式,

t∗ = t+ εξ0(t, q, q̇),

q∗s(t
∗) = qs(t) + εξs(t, q, q̇)

(s = 1, 2, · · · , n), (8)

其中, ε为无限小参数; ξ0, ξs为无限小变换生成元.
由 (8)式得

dq∗s
dt∗ =

dqs + εdξs
dt+ εdξ0

= q̇s + ε(ξ̇s − q̇sξ̇0) +O(ε2),

d2q∗s
dt∗2 = q̈s + ε[(ξ̇s − q̇sξ̇0)

· − q̈sξ̇0] +O(ε2). (9)

假设系统的动力学函数S, Λs, Ps和 fβ经历无限小

变换后分别变为S∗, Λ∗
s, P ∗

s 和 f∗
β , 将S∗, Λ∗

s, P ∗
s 和

f∗
β在 (t, q, q̇, q̈)处做Taylor级数展开得

S∗ = S(t, q, q̇, q̈) + εX̃(2)(S) +O(ε2), (10)

Λ∗
s = Λ∗

s

(
t∗, q∗,

dq∗

dt∗

)
= Λs(t, q, q̇) + εX̃(1)(Λs)

+O(ε2) (s = 1, 2, · · · , n), (11)

P ∗
s = Ps

(
t∗, q∗,

dq∗

dt∗

)
= Ps(t, q, q̇) + εX̃(1)(Ps)

+O(ε2) (s = 1, 2, · · · , n), (12)

f∗
β = fβ

(
t∗, q∗,

dq∗

dt∗

)
= fβ

(
t, q,

dq
dt

)
+ εX̃(1)(fβ)

+O(ε2) (β = 1, 2, · · · , g). (13)

引进无限小变换生成元向量

X̃(0) = ξ0
∂

∂t
+ ξs

∂

∂qs
, (14)

以及它的一次扩展 X̃(1)和二次扩展 X̃(2),

X̃(1) = X̃(0) +

[
d̄ξs
dt − q̇s

d̄ξ0
dt

]
∂

∂q̇s
, (15)

X̃(2) = X̃(1) +

[
d̄
dt

(
d̄ξs
dt − q̇s

d̄ξ0
dt

)
− q̈s

d̄ξ0
dt

]
∂

∂q̈s
, (16)

其中

d̄
dt =

∂

∂t
+ q̇s

∂

∂qs
+ αs

∂

∂q̇s
+ α̇s

∂

∂q̈s
. (17)

定义1 用无限小变换后的动力学函数S∗,
P ∗
s , Λ∗

s, f∗
β代替变换前的动力学函数S, Ps, Λs, fβ
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时, 如果系统运动微分方程的形式保持不变,则称
这种对称性为Mei对称性.

根据Mei对称性的定义,方程 (6)的Mei对称
性可表示为

∂S∗

∂q̈s
= Λ∗

s + P ∗
s (s = 1, 2, · · · , n), (18)

方程 (1)的Mei对称性可表示为

f∗
β = fβ

(
t∗, q∗,

dq∗
dt∗

)
= 0 (β = 1, 2, · · · , g). (19)

将 (10), (11), (12)式代入 (18)式, 并忽略 ε2以

上的高阶项, 利用方程 (6)可得
∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps) = 0. (20)

方程 (20)称为变质量Chetaev型非完整系统Ap-
pell方程Mei对称性的判据方程.

将 (13)式的高阶项略去, 利用方程 (1)和 (19)
式可得到变质量Chetaev型非完整约束方程 (1)在
无限小变换 (8)式下不变性的限制方程为

X̃(1)[fβ(t, q, q̇)] = 0. (21)

考虑Chetaev约束条件 (2)对无限小生成元
ξ0, ξs的限制, (2)式可改写为

∂fβ
∂q̇s

(ξs − q̇sξ0)

= 0 (β = 1, 2, · · · , g; s = 1, 2, · · · , n). (22)

方程 (22)称为附加限制方程.
定义2 如果无限小变换 (8)式的无限小生

成元 ξ0, ξs使判据方程 (20)和约束限制方程 (21)成
立,则称这种对称性为变质量Chetaev型非完整系
统Appell方程 (6)的弱Mei对称性. 如果无限小生
成元 ξ0, ξs使判据方程 (20)、约束限制方程 (21)和
附加限制方程 (22)成立, 则称这种对称性为变质量
Chetaev型非完整系统Appell方程 (6)的强Mei对
称性.

定义3 对于变质量Chetaev型非完整系统
的Appell方程 (6), 如果存在矩阵Mk

s 满足

∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps)

=Mk
s

(
∂S

∂q̈k
− Λk − Pk

)
(s, k = 1, 2, · · · , n), (23)

则在无限小变换 (8)式作用下, 方程 (6)可具有Mei
对称性的共形不变性. 方程 (23)是满足Mei对称性
共形不变性的确定方程, 其中Mk

s 为共形因子.
命题1 如果方程 (6)在无限小变换 (8)式作

用下具有Mei对称性,且存在矩阵F k
s 满足

∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps)

−
{

∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps)

}∣∣∣∣
∂S
∂q̈s

=Λs+Ps

= F k
s

(
∂S

∂q̈k
− Λk − Pk

)
(s, k = 1, 2, · · · , n), (24)

则方程 (6)在无限小变换 (8)式作用下具有共形不
变性, 且同时具有Mei对称性的充分必要条件为
Mk

s = F k
s .

证明 由于方程 (6)的Mei对称性满足 (24)
式, 如果存在一个矩阵F k

s 满足 (24)式, 则 (24)式
改写为

∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps)

= F k
s

(
∂S

∂q̈k
− Λk − Pk

)
(s, k = 1, 2, · · · , n). (25)

由方程 (23)可知, 系统的共形因子Mk
s = F k

s .
同时, 由方程 (23)和 (24)式可知,

(Mk
s − F k

s )

(
∂S

∂q̈k
− Λk − Pk

)
=

{
∂

∂q̈s
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λs + Ps)

}∣∣∣∣
∂S
∂q̈s

=Λs+Ps

(s, k = 1, 2, · · · , n). (26)

如果Mk
s = F k

s , 则可得到 (20)式. 因此, 变质
量Chetaev型非完整系统Appell方程具有Mei对
称性.

定义4 如果无限小变换 (8)式的无限小生成
元 ξ0, ξs使Mei对称性共性不变形的确定方程 (23)
和约束限制方程 (21)成立,则这种共形不变性为
变质量Chetaev 型非完整系统Appell方程 (6)的弱
Mei对称性的共形不变性. 如果无限小生成元 ξ0, ξs

使Mei对称性共性不变形的确定方程 (23)、约束限
制方程 (21)和附加限制方程 (22)成立, 则这种共形
不变性为变质量Chetaev型非完整系统Appell方
程 (6)的强Mei对称性的共形不变性.
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4 变质量Chetaev型非完整系统的结
构方程和守恒量

命题2 对于满足Mei对称性判据方程 (20)
的无限小生成元 ξ0, ξs, 如果存在规范函数GM =

GM(t, q, q̇)满足如下结构方程:

X̃(2)(S)
d̄ξ0
dt + X̃(1)[X̃(2)(S)]

+ (ξs − q̇sξ0)Ẽs[X̃
(2)(S)]

+ ξ0[X̃
(2)(Λs + Ps)]

d̄αs

dt +
d̄GM

dt = 0, (27)

则变质量Chetaev型非完整系统Appell方程 (6)的
Mei对称性、弱Mei对称性、强Mei对称性的共形不
变性导致的Mei守恒量为

IM = ξ0X̃
(2)(S) +

∂X̃(2)(S)

∂q̇s
(ξs − q̇sξ0) +GM

= const. (28)

5 算 例

变质量Chetaev型非完整约束系统的Appell
函数为

S =
1

2
m(t)(q̈21 + q̈22) + ṁ(t)q1, (29)

其中

m(t) = m0t (m0为常数), (30)

非势广义力

Q1 = − 1

t(1 + t2)
m(t)q̇1,

Q2 = − 1

t(1 + t2)
m(t)q̇1. (31)

此系统所受的Chetaev型非完整约束方程为

f = q̇2 − tq̇1 = 0. (32)

设微粒并入的绝对速度为零. 下面研究此系统的
Mei对称性、共形不变性和Mei守恒量.

由方程 (5)可知,

P1 = 0,

P2 = 0. (33)

由方程 (6)和 (33)式得

m(t)q̈1 = − 1

t(1 + t2)
m(t)q̇1 − λt,

m(t)q̈2 = − 1

(1 + t2)
m(t)q̇1 + λ. (34)

于是有

q̈1 = − λt

m(t)
− 1

t(1 + t2)
q̇1,

q̈2 = − 1

(1 + t2)
q̇1 +

λ

m(t)
. (35)

由 (32)式得

q̈2 − q̇1 − tq̈1 = 0. (36)

将 (35)式代入 (36)式得

λ =
m(t)q̇1
1 + t2

, (37)

再将 (37)式代入 (35)式得

q̈1 = α1 = − q̇1
t
,

q̈2 = α2 = 0. (38)

取无限小变换生成元

ξ0 = 0,

ξ1 = tq̇1 + q̇2,

ξ2 = −tq̇1 + tq̇2 − q2, (39)

则

∂

∂q̈1
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λ1 + P1) = q̈1 +

q̇1
t
,

∂

∂q̈2
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λ2 + P2) = q̈2. (40)

由方程 (23)和 (40)式可得到共形因子

M =

1 0

0 1

 . (41)

将 (38)式代入 (40)式得
∂

∂q̈1
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λ1 + P1) = 0,

∂

∂q̈2
[X̃(2)(S)]− X̃(2)(Λ2 + P2) = 0. (42)

容易证明, 无限小变换生成元 (39)式满足约束限制
方程 (21), 但不满足附加限制方程 (22). 因此, 相应
的共形不变性既是变质量Chetaev型非完整系统
Appell方程的Mei对称性的共形不变性, 也是变质
量Chetaev型非完整系统Appell方程的弱Mei对
称性的共形不变性. 又因为

X̃(2)(S) = m0ξ1, (43)

X̃(1)[X̃(2)(S)] = m0(tξ̇1 + ξ̇2), (44)

Ẽ1[X̃
(2)(S)] = m0, (45)

164501-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 16 (2014) 164501

Ẽ2[X̃
(2)(S)] = 0, (46)

将 (39), (43)—(46)式代入结构方程 (27)可得

GM = −m0t(tq̇1 + q̇2). (47)

再由 (28)式可得

IM = m0(tq̇2 − tq̇1 − q2) = const. (48)

6 结 论

在群的无限小变换下, 变质量Chetaev型非完
整系统Appell方程存在Mei对称性的共形不变性.
如果无限小变换生成元满足系统的Mei对称性共
形不变性的确定方程、限制方程 (或确定方程、限制
方程及附加限制方程)时, 可得到系统弱 (强)Mei
对称性的共形不变性,并且当满足一定条件时系
统Mei对称性的共形不变性可导致相应的Mei守
恒量.
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Abstract
Conformal invariance and conserved quantity of Mei symmetry for Appell equations of nonholonomic system of

Chetaev’s type with variable mass are studied. The conformal invariance and Mei symmetry for Appell equations of
nonholonomic systems of Chetaev’s type with variable mass are defined under the infinitesimal transformation of group,
and the determining equations of conformal invariance of Mei symmetry for the system are given. Then, the expression
of the corresponding conserved quantity of the system is derived. Finally, an example is given to illustrate the application
of the results.
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