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托卡马克装置中高能离子的直接损失∗
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通过严格求解导心坐标系下的哈密顿方程, 提出了托卡马克装置中离子的真实轨道理论, 并利用此理论
对国际热核聚变实验堆 (ITER)中α离子的真实轨道进行了数值模拟研究, 获得了驻点轨道和近期理论预言
的半俘获轨道. 根据此真实轨道理论计算了 ITER中α离子的直接损失率. 结果发现, 与所提出的真实轨道理
论相比, 以前的回旋平均理论大幅度低估了α离子的直接损失率, 两种理论的损失率差值可达 14%, 对此差异
进行了详细的分析并给出了物理上的解释.
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1 引 言

托卡马克装置中由于聚变反应、中性束注入、

射频波加热都将产生大量高能离子, 对高能离子约
束问题的研究是高能离子研究领域的重要课题之

一. 高能离子的损失机理主要有输运和直接损失.
直接损失是指由于高能离子未被角向场约束住, 轨
道偏离较大, 以致撞击器壁而产生的损失. 对高能
离子直接损失的研究至今已有将近半个世纪的历

史, 其中最重要的方法是计算离子轨道, 进而直观
地得到离子直接损失图像. 计算离子轨道方法主
要有以下三种: 一是直接求解运动方程得到离子
轨道 [1−3]; 二是利用 3个独立运动常数 (离子能量、
磁矩、环向正则角动量)确定离子轨道 [4−6]; 三是通
过正则哈密顿理论描述离子运动 [7−9]. 这些研究
中, 普遍会对离子回旋运动做平均, 仅考虑离子回
旋中心 (即导心)运动, 而在真实托卡马克装置中,
特别是国际热核聚变实验堆 (ITER)情况下 (大半
径为 6.2 m, 小半径为 2.0 m, 磁轴处的磁感应强度
B0 = 5.3 T)的3.5 MeV能量的α离子, 其回旋半径

与小圆截面半径之比最大可达 2.54%, 这并不满足
做回旋平均的条件. 因此, 对于高能离子, 需要考
虑真实的回旋运动轨道及其导致的直接损失. 同
时, 对托卡马克装置边缘等离子体的研究 [10−15]表

明, 高能离子直接损失对边缘等离子体的径向电场
和极向旋转变化都会产生不可忽视的作用. 所以,
高能离子直接损失在不同理论中的差异对目前很

多与边缘物理相关的实验的解释和预测都会产生

直接影响.

Littlejohn[7]在哈密顿理论基础上通过变分原

理严格推导了离子回旋中心的运动. 由于哈密顿
体系适用于任意坐标系, 本文通过生成函数将其转
换到导心坐标系, 得到了导心坐标系下描述离子真
实运动轨道的哈密顿方程, 并对其进行严格数值求
解, 研究了高能离子的真实运动轨道, 验证了驻点
轨道 (stagnation orbit)[16]和近期理论预言的半俘

获轨道 (semitrapped orbit)[3]. 最后, 分析了真实
理论轨道和回旋平均理论轨道的差异, 比较了两者
的损失率.
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2 导心坐标哈密顿方程

描述轴对称系统平衡的Grad-Shafranov方
程为

∇ ·
(
∇Ψ

R2

)
=

µ0

R
jφ(R,Ψ), (1)

式中, Ψ为极向磁通, 磁轴处其值为零; µ0为真空

磁导率; jφ为等离子体环向电流密度. 当等离子
体电流近似均匀分布时, 方程 (1)有如下形式的
Solov’ev解:

Ψ = Ψ0

{
1

κ
[δR2

0 + (1− δ)R2]Z2

+
κ

4
(R2 −R2

0)
2

}
, (2)

式中,

Ψ0 =
j0µ0κ

2R0(1 + κ2)
,

j0为等离子体环向平均电流密度, κ为拉长比, δ为
三角形变参数. 等离子体电流方向与φ方向相同,
在磁面坐标系下,极向磁感应强度Bp = ∇φ×∇Ψ ,
沿顺时针方向,

BR =
1

R

∂Ψ

∂Z
, BZ = − 1

R

∂Ψ

∂R
,

环向磁感应强度Bφ =
B0R0

R
. 基于 (2)式, 代入相

应参数即可得到完整的磁场信息. 使用这一平衡解
可以定性研究一般托卡马克装置平衡位型的很多

性质. 对于托卡马克装置位型, 带电离子的哈密顿
函数可表示为

H =
1

2M

[
(PR − qAR)

2 + (PZ − qAZ)
2

+ (Pφ − qRAφ)
2/R2

]
+ qΦ, (3)

式中, AR, AZ , Aφ为磁矢势的环柱坐标分量; PR,
PZ , Pφ为柱坐标系下的正则角动量; M为离子质
量; q为离子电量; Φ为静电势 (模拟中暂不考虑此
项, 将其取为零). 方程 (3)为未做任何近似的哈密
顿量表达式, 但这并不便于轨道求解. 为此, 引入
生成函数 [9]

F1 =− Ω0R
2
0

2
exp

(
X

Ω0R0

)
×
(

ln R

R0
− X

Ω0R0

)2

tanα− ZX. (4)

将哈密顿函数从柱坐标系转换到导心变量坐标系

(α,X,φ, Pα, PX , Pφ)中, 带电离子的哈密顿函数可

改写为

H = ΩCPα

[(
RC
R

)2

sin2 α+ cos2 α
]

+
1

2R2
(Pφ + qΨ)2 + qΦ. (5)

这里, X = Ω0R0 ln
(RC
R0

)
; Ω0 为磁轴处离子回旋

频率; ΩC为离子导心回旋频率, 下标为 0和C的量
分别对应磁轴和离子导心处的值; α为离子回旋运
动相角; Pα 为磁矩, Pα =

1

2
ΩCρ

2, 其中ρ为拉莫尔

半径; Pφ为正则环向角动量, Pφ = Rvφ − qΨ . α和

X为与动量Pα和PX共轭的新坐标, 这里的坐标变
换是面积守恒的, 哈密顿量仍未做任何近似, 所以
能够准确地描述带电离子每一时刻的运动. 变量
α,X,φ, Pα, PX , Pφ满足如下哈密顿方程组:

dα
dt =

∂H

∂Pα
,

dPα

dt = −∂H

∂α
,

dX
dt =

∂H

∂PX
,

dPX

dt = −∂H

∂X
,

dφ
dt =

∂H

∂Pφ
,

dPφ

dt = −∂H

∂φ
. (6)

同时, 柱坐标系与导心变量坐标系间有如下转换
关系:

R = RC exp
(
− ρ cosα

RC

)
,

Z = PX − ρ sinα− ρ2

4RC
sin 2α.

将方程 (2), (5)代入方程 (6)可以得到离子导心坐
标哈密顿方程为

dα
dt = Ω0 exp

(
− X

Ω0R0

)
cos2 α

+Ω0 exp
(

X

Ω0R0

)
R2

0 sin2 α

×
(
R− 2Pα

∂R

∂Pα

)/
R3

+
q(Pφ + qΨ)

R2

∂Ψ

∂Pα

− (Pφ + qΨ)2

R3

∂R

∂Pα
, (7)

dPα

dt = Ω0 exp
(
− X

Ω0R0

)
Pα sin 2α
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由初始时刻离子导心在小圆截面的位置 (RC, ZC)

和初始速度与磁场间夹角 θ可以设定方程

(7)—(12)的初始条件为

αi = 0,

Pαi = (vi sin θ)2/(2ΩC),

Xi = Ω0R0 ln
(
RC
R0

)
,

PXi = ZC, φi = 0,

Pφi = Rvi cos θB0R0

BR
− qΨ, (13)

式中, vi =
√
2Ek/m, 其中Ek为离子初始动能;

ΩC =
Ω0R0

RC
; B =

√
B2

R +B2
Z +B2

φ.

把初始条件代入方程 (7)—(12)数值求解, 即可得
到描述离子真实运动轨道的数值解.

3 数值模拟结果及直接损失分析

3.1 真实轨道模拟结果

模拟采用 ITER参数, 装置大半径为 6.2 m, 小
半径为 2.0 m, B0 = 5.3 T, 拉长比κ = 1.7, 三角形
变参数为 0.33, 等离子体电流为 15 MA. 实验离子
为具有 3.5 MeV能量的α离子, 初始时刻离子导心
坐标RC = R0+r (r = 0—0.725), ZC = 0 (R0为归

一化的大半径, 本文中所有位置坐标均由装置小半
径归一化), 初始速度与磁场间夹角 θ = 0◦—180◦.
模拟采用一阶中心差分法, 结果精确到时间步长的
二次方, 取守恒量H来估计程序计算误差, 根据需
要模拟的回旋周期数调整时间步长, 以保证程序计
算误差在 1% 以内, 此时, 程序计算误差对离子轨
道及直接损失的影响是可以忽略的.

通过数值求解, 得到了α离子在 ITER中每一
时刻的真实运动轨道. 图 1所示为四种典型的离子

真实轨道在 ITER小圆截面上的投影. 真实轨道不
仅描述了离子沿磁力线的运动和漂移, 还包含了离
子垂直于磁力线的回旋运动, 所以轨道图像为螺
旋线.
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图 1 (网刊彩色) ITER中α离子真实轨道 (螺旋线代表离子真实轨道, 外圈椭圆代表最外闭合磁面) (a)向内和
向外漂移的通行轨道; (b) 向内和向外漂移的俘获轨道
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驻点轨道 [16]是在许多理论推导中都存在的一

种特别的轨道. 离子的极向运动为漂移运动和平行
于磁力线的运动在极向投影的叠加, 当两者叠加的
结果刚好相互抵消时, 会出现驻点轨道. 由于漂移
速度较离子运动速度而言很小, 所以驻点轨道出现
时离子平行于磁力线的速度很小, 此类轨道在极向
上固定于一点做回旋运动, 在环向上则沿着磁力线
方向缓慢运动. 图 2为离子真实运动轨迹, 图中模
拟了 1000个回旋周期 (模拟中离子运动一个完整
的通行轨道需要 200—400个回旋周期, 运动一个
完整的俘获轨道需要 600—800个回旋周期), 离子
在环向只运动了很短的距离, 可以看出其环向速度

确实很小.

由Kolesnichenko等 [3]推导得到的环向通行、

极向俘获的半俘获轨道在本文模拟中也得到了验

证. 由于离子拉莫尔半径较大, 真实轨道在极向的
投影相互重叠, 无法区分运动轨迹, 所以这里用离
子相应的导心轨道在极向的投影来反映极向运动

情况, 模拟结果如图 3 (a)所示. 图 3 (b)同样模拟
了离子1000个回旋周期的运动. 从图 3 (b) 可以看
出, 离子环向运动速度仍然很小, 但比驻点轨道环
向速度稍大, 模拟中这种轨道出现在磁轴附近, 与
Kolesnichenko等 [3]的理论推导相符.
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图 2 (网刊彩色)小圆截面的驻点轨道和真实空间的驻点轨道 (a)小圆截面的驻点轨道 (螺旋线代表离子真实轨
道, 外圈椭圆代表最外闭合磁面); (b)真实空间的驻点轨道 (螺旋线代表离子真实轨道, 两实线代表最外闭合磁面在
中平面的交线, 虚线代表磁轴)
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图 3 (网刊彩色)小圆截面的半俘获轨道和真实空间的半俘获轨道 (a)小圆截面的半俘获轨道 (离子导心轨道);
(b)真实空间的半俘获轨道 (螺旋线代表离子真实轨道, 两实线代表最外闭合磁面在中平面的交线, 虚线代表磁轴)

3.2 拉莫尔半径对离子直接损失的影响

真实轨道理论中拉莫尔半径对离子直接损失

主要产生两方面的影响, 可以通过对比真实轨道理
论与回旋平均理论的俘获轨道区域的差异和真实

轨道与导心轨道的直接损失的不同加以分析.

首先, 考虑真实轨道理论与回旋平均理论的俘
获轨道区域的差异. 对方程 (5)作回旋平均, 取回
旋平均条件ρ/r0远小于1, 则近似有RC = R, 方程
(5)简化为

H = ΩCPα +
1

2R2
(Pφ + qΨ)2 + qΦ. (14)
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把方程 (2), (14)代入方程 (6)可以得到回旋平均理
论中描述离子回旋平均轨道的运动方程为

dα
dt = Ω0 exp

(
− X

Ω0R0

)
, (15)

dPα

dt = 0, (16)

dX
dt =

q(Pφ + qΨ)

R2

∂Ψ

∂PX
, (17)

dPX

dt = exp
(
− X

Ω0R0

)
Pα/R0

− q(Pφ + qΨ)

R2

∂Ψ

∂X

+
(Pφ + qΨ)2

R3

∂R

∂X
, (18)

dφ
dt

=
Pφ + qΨ

R2
, (19)

dPφ

dt = 0. (20)

拉莫尔半径与装置小半径的比值越小, 回旋平均理
论描述的轨道越准确. 由此可以推测, 在离子能量
较低时两种理论应具有相同的俘获轨道区域, 而能
量较高时两种理论的俘获轨道区域则存在差异. 为
了验证上述猜想, 在其他参数不变的前提下, 分别
模拟了能量为 3.5 MeV和 3.5 keV的α离子的轨道

情况, 结果如图 4所示. 从图 4可以看出: 能量较
低 (3.5 keV)时, 两种理论的俘获轨道区域重合得很
好, 但能量较高 (3.5 MeV)时, 真实轨道理论中的俘
获轨道区域明显大于回旋平均理论结果; 回旋平均
理论中俘获轨道在所有轨道中所占比例基本不随

离子能量的变化而变化, 但在真实轨道理论中俘获
轨道所占比例随离子能量的增加而增大, 这说明拉
莫尔半径与装置小半径的比值较大时, 离子更容易
被俘获. 俘获轨道区域的增大也意味着有更多向外
漂移的被俘获离子, 进而会产生更多的直接损失.
这种高能情况下真实轨道理论因为具有更大的俘

获轨道区域而产生更强的直接损失的效应, 本文称
之为拉莫尔半径的间接效应.

真实轨道中考虑了离子的回旋运动, 与导心轨
道相比会更容易超出最外闭合磁面而产生直接损

失. 图 5直观地给出了在拉莫尔半径影响下离子的

真实轨道发生损失而相应导心轨道并不发生损失

的情况. 这种真实轨道与导心轨道的直接损失的差
异称之为拉莫尔半径的直接效应. 不仅向外漂移的
通行轨道和俘获轨道的直接损失受拉莫尔半径直

接效应的影响, 而且向内漂移的离子也会因为拉莫

尔半径直接效应产生直接损失. 这是因为对于向内
漂移的离子, 如果离子的漂移运动不足以抑制拉莫
尔半径直接效应的发生, 那么当离子导心位置越接
近最外闭合磁面时, 离子发生损失的概率越大, 这
表现为真实轨道的直接损失率在逐步接近最外闭

合磁面的过程中会迅速增大.

3.5 keV

3.5MeV

θ=0O

θ=90O

θ=180O

图 4 3.5 MeV和 3.5 keV的 α离子的俘获轨道区域 (×
和+分别代表回旋平均理论和真实轨道理论中俘获轨道
与通行轨道的分界点, 同一圆弧上两个+之间的区域代表
真实轨道理论中的俘获轨道区域, 两个× 之间的区域代
表回旋平均理论中的俘获轨道区域)

⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲ ⊲
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图 5 拉莫尔半径的直接效应产生离子真实轨道的直接

损失 (螺旋线代表离子真实轨道, 虚线代表导心轨道, 实线
代表部分最外闭合磁面)

3.3 离子直接损失率分析

上面定性地描述了拉莫尔半径间接效应和直

接效应对高能离子直接损失的影响, 下面定量地统
计3.5 MeV的α离子在真实轨道理论和回旋平均理

论中的直接损失率 (直接损失率为从同一导心位置
出发的轨道中损失轨道在所有轨道中所占的比例),
统计结果如图 6所示.

从图 6可以看出: 随着离子初始导心位置向最
外闭合磁面靠近, 离子真实轨道的直接损失率和回
旋平均轨道的直接损失率都不断增大, 但不是线性
变化, 越接近最外闭合磁面损失率增加得越迅速;
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同时, 两损失率的差值也随离子初始导心位置向最
外闭合磁面靠近而增大. 这主要是由于以下拉莫尔
半径两方面的影响: 一方面, 真实轨道理论中被俘
获的离子比回旋平均理论中被俘获的离子多, 而被
俘获的离子漂移较大时更容易发生损失, 所以真实
轨道理论损失率大于回旋平均理论损失率 (图 4 );
另一方面, 对回旋半径的考虑本身就增大了离子损
失率 (图 5 ). 所以, 真实轨道直接损失率总是大于
回旋平均轨道直接损失率, 接近最外闭合磁面时两
者的损失率差值甚至达到14%.
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图 6 3.5 MeV的α离子的直接损失率

4 结 论

本文通过引入生成函数获得了新的哈密顿方

程, 求解此方程可以得到离子在托卡马克装置中每
一时刻的真实运动轨道. 相比于回旋平均理论, 当
离子拉莫尔半径与装置小半径之比不满足做回旋

平均的条件时, 真实轨道理论能够更加准确地描述
离子真实运动轨道, 从而计算得到离子的直接损
失. 模拟发现: 对于 ITER中3.5 MeV的α离子, 由
于拉莫尔半径的影响, 离子能量较高时更容易被俘

获, 且离子真实轨道理论的直接损失率明显大于回
旋平均理论的直接损失率, 接近最外闭合磁面时损
失率差值可以达到 14%; 离子的拉莫尔半径与装置
小半径之比越大, 拉莫尔半径对轨道的影响越大,
离子真实轨道理论直接损失率与回旋平均理论直

接损失率间差值越大. 真实等离子体环向电流分布
非常复杂, 本文仅取等离子体电流近均匀分布时的
Solov’ev解来描述托卡马克装置平衡磁场位型, 并
未考虑离子在刮削层的沉积、等离子体径向电场、

离子间碰撞、环向场纹波等因素的影响. 所以, 本文
结论在不失一般性的同时与真实情况离子损失率

间仍存在一定差异.
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Prompt loss of energetic ion in tokamak∗
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Abstract
The full orbit of energetic ion in tokamak is simulated by strictly solving Hamiltonian equations in guiding center

coordinate system, and the semi-trapped orbit which is predicted in a recent theoretical research and the stagnation
orbit are confirmed by the presently developed full orbit theory. The prompt loss of the energetic particle in international
thermonuclear experimental reactor is calculated according to the present full orbit theory. It is found that the prompt
loss rate of energetic ion in the full orbit theory can be larger than 14% the result in gyro-averaged theory, and the
detailed analysis is carried out and physical understanding is presented in this paper.
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