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离散变质量完整系统的Noether对称性与
Mei对称性∗

王菲菲 方建会† 王英丽 徐瑞莉

(中国石油大学理学院, 青岛 266555)

( 2014年 4月 10日收到; 2014年 4月 27日收到修改稿 )

本文研究离散变质量完整系统的Noether对称性与Mei对称性. 首先用差分离散变分的方法, 建立起离
散变质量完整系统的运动方程和能量演化方程. 然后给出该系统的Noether对称性和Mei对称性的定义及离
散Noether守恒量的形式. 得到系统的Noether对称性与Mei对称性导致离散Noether守恒量的条件. 最后
举例说明结果的应用.
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1 引 言

力学系统的对称性与守恒量具有重要的理论

意义, 对物理、数学、力学等领域都很有价值. 分析
力学的近代对称性理论主要有Noether对称性 [1],
Lie对称性 [2]和Mei对称性 [3]. 这三种对称性直
接或者间接导致的守恒量主要有Noether守恒量、
Hojman守恒量以及Mei守恒量. 国内外对这三种
对称性及其守恒量的研究已取得了一系列重要成

果 [4−15].
在连续约束力学系统的动力学理论和对称性

与守恒量理论不断完善的基础上, 基于离散模型
的离散力学系统的对称性与守恒量理论成为近年

来分析力学研究的一个重要方向 [16,17], 其主要思
想是利用离散力学的变分原理把原来连续的系统

离散, 并尽量保留原有系统的结构和性质. 关于离
散变分有多种不同的方法.Cadzow [18]在 1970年提
出了离散变分原理, 给出了离散运动方程.Lee [19,20]

把时间看做一个动力学变量, 将其与空间变量一起
离散, 给出了差分变分原理, Chen等 [21,22]将此变

分思想运用于Lagrange系统与Hamilton系统, 得

到了离散力学系统的Euler-Lagrange方程、正则方
程以及能量演化方程. 文献 [23]对各类离散力学系
统的对称性与守恒量做了系统的研究. 2002年, 郭
汉英等 [24,25]将差分看做一个几何对象,提出了差
分离散变分方法, 运用这种变分方法, 文献 [26]和
文献 [27]分别研究了相空间与事件空间中离散完
整系统的Noether对称性与Mei对称性, 给出了相
应的离散守恒量. 2006年, Liu等 [28]给出了离散非

保守完整力学系统的变分原理, 得到了离散非保守
完整系统的动力学方程. Fu等 [29]研究了离散非完

整动力学系统的Noether对称性, 张宏彬等 [30]提

出了一种保完整约束力学系统Lie点对称性的差分
格式. 本文应用差分离散变分原理, 研究离散变质
量完整系统的Noether对称性和Mei对称性, 给出
离散形式的Noether守恒量, 得到分别由Noether
对称性和Mei对称性导致离散Noether守恒量的条
件, 并举例说明结果的应用.

2 系统的离散动力学方程

假设系统由N个质点组成, 在 t时刻, 第 i个质

点的质量为mi (i = 1, 2, · · · , N), 在瞬时 t+ dt由
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质点分离 (或并入)的微粒质量为dmi, 系统的位形
由n个广义坐标 qs (s = 1, · · · , n)来确定, 质点质
量依赖于时间和广义坐标

mi = mi(t, qs), (i = 1, 2, · · · , N). (1)

系统的运动微分方程的形式为

d
dt

∂L

∂q̇s
− ∂L

∂qs
= Qs + Ps, (s = 1, · · · , n), (2)

其中L = L(t, qs, q̇s)为系统的Lagrange函数,
Qs = Qs (t, qs, q̇s)为非势广义力, Ps为广义反

推力

Ps = ṁi(ui + ṙi) ·
∂ri
∂qs

− 1

2
ṙi · ṙi

∂mi

∂qs
, (3)

式中的ri, ṙi分别为第 i个质点的矢径和速度, ui

为微粒相对第 i个质点的相对速度.
系统的Hamilton作用量可表示为

S =

∫ t2

t1

L(t, qs, q̇s)dt. (4)

取参数 t和变量 qs的无限小群变换

t∗ = t+ δtt = t+ εξ0(qs, q̇s, t),

q∗s(t
∗) = qs(t) + δtqs = qs(t) + εξs(qs, q̇s, t), (5)

其中 ε是无限小参数, δt表示全变分, ξ0, ξs为无限
小群变换的生成元函数. 如果无限小变换是系统
(2)的广义准对称变换, 则有

δtS = −
∫ t2

t1

(Qs + Ps)δqsdt. (6)

在离散情况下, t被离散为间隔为 (t1, t2)

的点序列 {tk}{k = 1, · · · , N}. 离散的 qs(t),
Qs(t, qs, q̇s), Ps(t, qs, q̇s)和L(t, qs, q̇s)分别变为

qks = qs(tk),

Qk
s = Qs

(
tk, q

k
s ,

qk+1
s − qks
tk+1 − tk

)
,

P k
s = Ps

(
tk, q

k
s ,

qk+1
s − qks
tk+1 − tk

)
,

Lk
D = LD

(
tk, q

k
s ,

qk+1
s − qks
tk+1 − tk

)
,

定义离散导数∆qks =
qk+1
s − qks
tk+1 − tk

.

取离散时间 tk和离散变量 qks的无限小变换

t∗k = tk + δttk = tk + εξk0 (q
k
s ,∆qks , tk),

qk∗s = qks + δtq
k
s = qks + εξks (q

k
s ,∆qks , tk), (7)

其中 ε是无限小参数, ξk0 , ξks 为离散无限小生成元.

在无限小变换 (7)的作用下, 方程 (4)和 (6)分
别被离散为

SD =
∑
k

(tk+1 − tk)L
k
D, (8)

δtSD = −
∑
k

(tk+1 − tk)(Q
k
s + P k

s )δq
k
s , (9)

δqks为离散虚位移, 其满足如下关系式:

δqks = δtq
k
s − δttk∆qks . (10)

将 (8)式代入 (9)式, 整理得

δt

[∑
k

(tk+1 − tk)L
k
D

]
+
∑
k

(tk+1 − tk)(Q
k
s + P k

s )δq
k
s

=
∑
k

[
Lk

Dδt(tk+1 − tk) + (tk+1 − tk)δtL
k
D

]
+
∑
k

(tk+1 − tk)(Q
k
s + P k

s )δq
k
s

=
∑
k

[
Lk

Dδt(tk+1 − tk) + (tk+1 − tk)δtL
k
D

]
+
∑
k

(tk+1 − tk)(Q
k
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks )

= 0. (11)

运用关系式

δt(tk+1 − tk) = (tk+1 − tk) ·∆δttk. (12)

(11)式可写为∑
k

(tk+1 − tk)[(δtL
k
D + Lk

D ·∆δttk)

+ (Qk
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks )] = 0. (13)

利用Leibniz法则

∆(fkgk) = ∆fk · gk + fk+1 ·∆gk (14)

及关系式

δt∆qks = ∆δtq
k
s −∆qks∆δttk. (15)

方程 (13)变为∑
k

(tk+1 − tk)

[
Lk

D ·∆δttk +
∂Lk

D
∂tk

δttk

+
∂Lk

D
∂qks

δtq
k
s +

∂Lk
D

∂∆qks
δt∆qks

+ (Qk
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks )

]
=

∑
k

(tk+1 − tk)

[
Lk

D ·∆δttk +
∂Lk

D
∂tk

δttk

+
∂Lk

D
∂qks

δtq
k
s +

∂Lk
D

∂∆qks
(∆δtq

k
s −∆qks∆δttk)
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+ (Qk
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks )

]
=

∑
k

(tk+1 − tk)

[
∆(Lk−1

D · δttk)

−∆Lk−1
D · δttk +

∂Lk
D

∂qks
δtq

k
s +

∂Lk
D

∂tk
δttk

+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

δtq
k
s

)
−
(
∆

∂Lk−1
D

∂∆qk−1
s

)
δtq

k
s

−∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s · δttk

)
+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s

)
δttk

+ (Qk
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks )

]
=

∑
k

(tk+1 − tk)

{
∆

(
Lk−1

D · δttk +
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

δtq
k
s

−
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s · δttk

)
+

[
−∆Lk−1

D +
∂Lk

D
∂tk

+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s

)
− (Qk

s + P k
s )∆qks

]
δttk

+

(
∂Lk

D
∂qks

−∆
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

+Qk
s + P k

s

)
δtq

k
s

}
= 0. (16)

考虑到固定边界条件 δtt0 = δttN = 0和

δtq
0
s = δtq

N
s = 0, 由 (16)式可得

∆
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

− ∂Lk
D

∂qks
= Qk

s + P k
s , (17)

∆Lk−1
D − ∂Lk

D
∂tk

−∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s

)
+ (Qk

s + P k
s )∆qks = 0, (18)

其中 (17)式为与连续系统的运动微分方程 (2)相对
应的离散系统的运动方程, (18)式为离散系统的能
量演化方程.

3 离散变质量完整系统的Noether对
称性和Noether守恒量

Noether对称性是Hamilton作用量在无限小
变换下的一种不变性. 由 (16)式第二个方程可得

Lk
D∆δttk +

∂Lk
D

∂tk
δttk +

∂Lk
D

∂qks
δtq

k
s

+
∂Lk

D
∂∆qks

(∆δtq
k
s −∆qks∆δttk)

+ (Qk
s + P k

s )(δtq
k
s − δttk∆qks ) = 0. (19)

考虑到

δttk = εξk0 , δtq
k
s = εξks , (20)

将 (20)式代入 (19)式, 并考虑到 ε的任意性, 得

Lk
D∆ξk0 +

∂Lk
D

∂tk
ξk0 +

∂Lk
D

∂qks
ξks

+
∂Lk

D
∂∆qks

(∆ξks −∆qks∆ξk0 )

+ (Qk
s + P k

s )(ξ
k
s −∆qks ξ

k
0 ) = 0. (21)

于是有以下判据:
判据1 对于满足离散动力学方程 (17)和 (18)

的离散变质量完整系统, 如果存在离散规范函数
Gk

N = Gk
N(tk, q

k
s ,∆qks ) 使无限小变换的生成元 ξk0 ,

ξks 满足如下离散形式的Noether等式:

Lk
D∆ξk0 +

∂Lk
D

∂tk
ξk0 +

∂Lk
D

∂qks
ξks

+
∂Lk

D
∂∆qks

(∆ξks −∆qks∆ξk0 )

+ (Qk
s + P k

s )(ξ
k
s −∆qks ξ

k
0 ) + ∆Gk

N = 0. (22)

则系统具有Noether对称性.
对离散变质量完整系统, 由Noether对称性可

以直接导出Noether守恒量, 有如下命题:
命题1 对于满足方程 (17)和 (18)的离散变

质量完整系统, 如果无限小变换的生成元 ξk0 , ξks 和
离散规范函数Gk

N = Gk
N(tk, q

k
s ,∆qks )满足离散形式

的Noether等式 (22), 则系统的Noether对称性可
以导致离散形式的Noether守恒量

ID = Lk−1
D ξk0 +

∂Lk−1
D

∂∆qk−1
s

(ξks −∆qk−1
s ξk0 ) +Gk

N

= const. (23)

证明 运用Leibniz法则, 由 (22)式可得

Lk
D∆ξk0 +

∂Lk
D

∂tk
ξk0 +

∂Lk
D

∂qks
ξks

+
∂Lk

D
∂∆qks

(∆ξks −∆qks∆ξk0 )

+ (Qk
s + P k

s )(ξ
k
s −∆qks ξ

k
0 ) + ∆Gk

N

= ∆(Lk−1
D ξk0 )−∆Lk−1

D ξk0 +
∂Lk

D
∂tk

ξk0 +
∂Lk

D
∂qks

ξks

+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

ξks

)
−
(
∆

∂Lk−1
D

∂∆qk−1
s

)
ξks

−∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s ξk0

)
+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s

)
ξk0

+ (Qk
s + P k

s )(ξ
k
s −∆qks ξ

k
0 ) + ∆Gk

N

170202-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 17 (2014) 170202

= ∆

(
Lk−1

D ξk0 +
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

ξks −
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s ξk0

+Gk
N

)
+

[
−∆Lk−1

D +
∂Lk

D
∂tk

+∆

(
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s

)
− (Qk

s + P k
s )∆qks

]
ξk0

+

(
∂Lk

D
∂qks

−∆
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

+Qk
s + P k

s

)
ξks

= 0. (24)

将方程 (17), (18)代入上式, 可得

∆

(
Lk−1

D ξk0 +
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

ξks

−
∂Lk−1

D
∂∆qk−1

s

∆qk−1
s ξk0 +Gk

N

)
= 0. (25)

命题得证.

4 离散变质量完整系统的Mei对称性
和Noether守恒量

离散变质量完整力学系统的Mei对称性在
满足一定条件下可以导致离散形式的Noether守
恒量.

在无限小变换 (7)下, 动力学函数

Lk
D = LD(tk, q

k
s ,∆qks ),

Lk−1
D = LD(tk−1, q

k−1
s ,∆qk−1

s ),

Qk
s = Qs(tk, q

k
s ,∆qks ),

P k
s = Ps(tk, q

k
s ,∆qks )

分别变为Lk∗
D , Lk−1∗

D , Qk∗
s , P k∗

s , 将以上各函数分
别展开, 得

Lk∗
D = Lk

D(t
∗
k, q

k∗
s ,∆qk∗s )

= Lk
D + εX

(1)
D (Lk

D) +O(ε2) + · · · (26)

Lk−1∗
D = Lk−1

D (t∗k−1, q
k−1∗
s ,∆qk−1∗

s )

= Lk−1
D + εR_X

(1)
D (Lk

D) +O(ε2)

+ · · · (27)

Qk∗
s = Qk

s(t
∗
k, q

k∗
s ,∆qk∗s )

= Qk
s + εX

(1)
D (Qk

s) +O(ε2) + · · · (28)

P k∗
s = P k

s (t
∗
k, q

k∗
s ,∆qk∗s )

= P k
s + εX

(1)
D (P k

s ) +O(ε2) + · · · (29)

上式中用到了离散变量和离散函数的递推算符

R±f(zk) = f(zk±1), (30)

以及无限小生成元向量的一次扩展

X
(1)
D = ξk0

∂

∂tk
+ ξks

∂

∂qks

+ (∆ξks −∆qks∆ξk0 )
∂

∂∆qks
. (31)

如果用变换后的动力学函数Lk∗
D , Lk−1∗

D , Qk∗
s

和P k∗
s 分别代替变换前的Lk

D, Lk−1
D , Qk

s和P k
s 时,

方程 (17)(18)的形式保持不变, 这种对称性称为离
散变质量完整系统的Mei对称性.

将 (26)—(29)式代入方程 (17)(18), 忽略 ε2及

以上高阶小量项, 可得

∆
∂R_X

(1)
D (Lk

D)

∂∆qk−1
s

−
∂X

(1)
D (Lk

D)

∂qks

= X
(1)
D (Qk

s + P k
s ), (32)

∆R_X
(1)
D (Lk

D)−
∂X

(1)
D (Lk

D)

∂tk

−∆

[
∂R_X

(1)
D (Lk

D)

∂∆qk−1
s

∆qk−1
s

]
+X

(1)
D (Qk

s + P k
s )∆qks = 0. (33)

于是有如下判据:
判据2 对于满足方程 (17)(18)的离散变质量

完整力学系统, 如果无限小变换的生成元 ξk0 , ξks 满
足方程 (32)和 (33), 那么系统具有Mei对称性.

方程 (32), (33)称为离散变质量完整力学系统
Mei对称性的判据方程.

由命题1和判据2, 容易得到如下命题2:
命题2 对于满足方程 (17), (18)的离散变质

量完整力学系统, 如果Mei 对称性的生成元 ξk0 ,
ξks 和离散规范函数Gk

N = Gk
N(tk, q

k
s ,∆qks )满足方

程 (22), 则系统的Mei对称性可导致离散形式的
Noether守恒量 (23).

5 算 例

设离散变质量完整系统的离散Lagrange函
数为

Lk
D =

1

2
m(tk)[(∆qk1 )

2 + (∆qk2 )
2], (34)

其中, m(tk) = m0 e−αtk , m0及α为常数. Qk
1 =

∆qk1 , Qk
2 = 0, P k

1 = P k
2 = 0. 试研究该系统

的Noether对称性和Mei对称性导致的Noether守
恒量.

由 (34)式可得

Lk−1
D =

1

2
m(tk−1)[(∆qk−1

1 )2 + (∆qk−1
2 )2]. (35)
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根据 (17), (18)式, 得到离散系统的运动方程和能
量演化方程

∆(m0 e−αtk−1∆qk−1
1 ) = ∆qk1 ,

∆(m0 e−αtk−1∆qk−1
2 ) = 0, (36)

∆Lk−1
D + αLk

D −∆[m0 e−αtk−1(∆qk−1
1 )2]

−∆[m0 e−αtk−1(∆qk−1
2 )2] + (∆qk1 )

2 = 0. (37)

首先, 研究该系统的Noether对称性导致的
Noether守恒量. 由 (22)知离散形式的Noether等
式为

Lk
D∆ξk0 − αLk

Dξ
k
0 +m0 e−αtk [∆qk1 (∆ξk1 −∆qk1∆ξk0 )

+ ∆qk2 (∆ξk2 −∆qk2∆ξk0 )] + ∆qk1 (ξ
k
1 −∆qk1ξ

k
0 )

+ ∆Gk
N = 0. (38)

取无限小变换的生成元为

ξk0 = 0, ξk1 = 0, ξk2 = 1. (39)

将 (39)式代入 (38)式, 可得离散规范函数

Gk
N = 0. (40)

将 (39)式和 (40)式代入 (23)式即得到离散形式的
Noether守恒量

ID = m0 e−αtk−1∆qk−1
2 = const. (41)

下面讨论系统的Mei对称性导致的Noether守
恒量. 经计算得

X
(1)
D (Lk

D) = − αξk0L
k
D +m0 e−αtk

× [∆qk1 (∆ξk1 −∆qk1∆ξk0 )

+ ∆qk2 (∆ξk2 −∆qk2∆ξk0 )],

X
(1)
D (Qk

1) = ∆ξk1 −∆qk1∆ξk0 ,

X
(1)
D (Qk

2) = 0. (42)

取无限小变换的生成元为

ξk0 = 0, ξk1 = 1, ξk2 = 1. (43)

则

X
(1)
D (Lk

D) = 0, X
(1)
D (Qk

1) = 0,

X
(1)
D (Qk

2) = 0. (44)

将 (44)式代入方程 (32)(33), 满足Mei对称性的判
据方程, 故对生成元 (43), 系统是Mei对称性的.

将生成元 (43)代入方程 (22), 得

Gk
N = −qk1 . (45)

将 (43)式和 (45)式代入 (23)式,得到该系统的
Mei对称性导致的Noether守恒量

ID = m0 e−αtk−1(∆qk−1
1 +∆qk−1

2 )− qk1

= const. (46)

6 结 论

本文用差分离散变分的方法, 研究离散变质
量完整系统的Noether对称性与Mei对称性. 构
建了系统的离散动力学方程, 给出了离散系统的
Noether等式和Mei对称性的判据方程, 得到了离
散形式的Noether守恒量的形式以及系统的Mei对
称性导致Noether守恒量的条件. 差分离散变分的
方法将差分看做一个独立变量, 在变分运算时直接
进行处理, 将原来的连续系统离散化的同时尽可能
的保持原来系统的结构与性质. 本文结果具有一般
性意义, 当 tk+1 − tk → 0时, 本文的结果可以回到
相应连续情况下的结果, 当P k

s = 0时, 本文结果回
到离散常质量完整系统下的结果.
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Noether symmetry and Mei symmetry of a discrete
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Abstract
This paper studies the Noether symmetry and Mei symmetry of a discrete holonomic mechanical system with

variable mass. Firstly, by the difference discrete variation approach, the discrete equations of motion of the system
are established. Secondly, the definitions of Noether symmetry and Mei symmetry are given, and the conditions under
which the Noether conserved quantity can be induced by Noether symmetry and Mei symmetry are obtained. Finally,
an example is discussed to illustrate these results.
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