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切换奇异系统的有限时间稳定∗
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本文研究了一类连续切换奇异系统的有限时间稳定和状态反馈控制问题. 首先, 讨论了连续切换奇异系
统解的存在条件, 然后给出连续切换奇异系统有限时间稳定和有限时间有界的概念; 其次, 利用模型依赖平均
驻留时间方法和Lyapunov函数方法, 分别给出切换奇异系统是正则、脉冲自由且有限时间稳定和有限时间有
界的充分条件, 并设计状态反馈控制器, 使得闭环系统有限时间稳定和有限时间有界且具有H∞性能指标 γ ;
最后通过数值算例验证了本文方法的有效性.
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1 引 言

切换系统是由若干连续或离散动态子系统按

照调节系统如何运行的切换规则组成的混杂系

统, 其广泛存在于电力系统、运输系统、经济系统
等实际系统中. 我们把子系统至少有一个为奇异
系统 [1,2]的一类切换系统称为切换奇异系统. 与一
般切换系统 [3−9] 相比, 由于正则性 [2]、一致初始状

态 [1,10,11] 和脉冲模消除 [12,13] 等问题的存在, 切换
奇异系统的稳定性分析与控制器设计更复杂. 切
换奇异系统广泛存在于电力系统, 网络控制系统
和机器人技术等实际系统中. 因此, 切换奇异系统
的研究引起了众多学者的关注, 并且取得了丰富
的研究成果 [10−21]. 然而, 其主要研究的是系统的
Lyapunov渐近稳定性, 即无限时间区间内系统的
动态性能, 而在实际中, 常常需要研究系统在有限
时间区间内的暂态性能. 例如, 文献 [16]的升压斩
波电路系统, 如果电流变化过快可能会损坏电路.
一般情况下, 超调量过大, 在很多实际工程中是无
法应用的, 因此研究有限时间区间上系统的暂态性
能比Lyapunov渐近稳定更具有实际应用价值.

1953年, Kamenkov首次提出了有限时间稳定
的概念, 用来反映系统在一段时间上的暂态性能.
所谓有限时间稳定就是指当系统的初值偏离平衡

点一定范围时, 在给定的有限时间区间内, 系统的
状态仍然在我们预先给定的范围内. 1961年, Do-
rata [22]总结了有限时间稳定控制的发展历程, 并
指出有限时间稳定的概念与Lyapunov稳定概念的
不同, 主要表现在两个方面: 一是有限时间稳定是
在有限时间间隔内对系统进行分析; 二是有限时间
稳定需要对系统变量预先设定界限. 目前, 有限时
间控制问题已有丰富的研究成果 [6,7,18−27], 但关于
切换奇异系统的有限时间控制问题的研究成果还

很有限. 文献 [18, 19]在假设系统不存在脉冲的条
件下, 给出了任意切换下正则、因果的离散切换奇
异系统有限时间稳定和有限时间有界的充分条件.
文献 [20, 21]假设系统状态在切换时刻连续, 基于
平均驻留时间分别给出连续切换奇异系统和其带

有时变时滞时, 有限时间稳定和有限时间有界的充
分条件.

本文对连续切换奇异系统的有限时间稳定和

状态反馈控制问题进行了探讨. 首先, 讨论了连续
切换奇异系统有解的条件, 介绍了连续切换奇异系
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统的相容切换、有限时间稳定及有限时间有界的概

念; 其次, 利用Lyapunov方法及模型依赖平均驻留
时间方法给出有限时间稳定及有限时间有界的充

分条件, 并且设计控制器; 最后, 通过数值算例验证
方法的有效性.

2 问题描述和准备知识

本文中, N表示所有的自然数之集, R+表示

所有的正实数之集, Rn表示所有的具有n个实分

量的列向量之集, Rn×n表示所有的n× n实矩阵之

集, Ir是 r阶单位矩阵, AT表示A的转置, X > 0

表示X是正定矩阵.
考虑如下一类切换奇异系统:

Eσ(t)ẋ(t) = Aσ(t)x(t) +Gσ(t)w(t) +Bσ(t)u(t),

ẇ(t) = Fσ(t)w(t),

z(t) = Cσ(t)x(t) +Dσ(t)w(t). (1)
其中, x(t) ∈ Rn, u(t) ∈ Rq, z(t) ∈ Rp分别是状

态、控制输入和控制输出; w(t) ∈ Rp是L2[0,+∞)

上的连续的外部扰动, 且对于∀ t ∈ [0, Tf], 满足∫ Tf

0

wT(t)w(t)dt 6 l, wT(t)w(t) 6 d,

其中 l > 0, d > 0, Tf > 0. 切换信号σ(t) :

R+ → H = {1, 2, · · · , h} 为时间 t 的分段常

值函数. 对应于切换信号 σ(t), 有切换序列
{Eσ(t0)x(t0) : (i0, t0), · · · , (ik, tk), · · · , |ik ∈ H, k ∈
N},表明当 t ∈ [tk, tk+1)时,第 ik个子系统被激活.
Ai, Bi, Gi, Fi, Ci, Di, i ∈ H 是适当维数的常矩阵,
Ei ∈ Rn×n 是奇异矩阵且满足 rankEi = ri < n.

关于奇异系统

Eẋ(t) = Ax(t), (2)
有下面的结论,其中 E,A ∈ Rn×n, rankE = r < n.

引理1 [1] 对于系统 (2)中的矩阵E,A, 总存
在两个非奇异矩阵 M̃, Ñ ∈ Rn×n 使得

M̃EÑ =

[
Ir 0

0 0

]
, M̃AÑ =

[
A11 A12

A21 A22

]
成立. 此时, 系统 (2)是正则和脉冲自由的, 当且仅
当A22是非奇异矩阵.

引理2 [1] 对于正则系统 (2), 总存在两个非
奇异矩阵M,N ∈ Rn×n, 使得 E,A 可化为如下标

准型:

MEN =

[
Ir 0

0 J

]
, MAN =

[
A1 0

0 I

]
,

其中, J 是幂零阵. 若系统还是脉冲自由的, 则J

是零矩阵.
若奇异系统 (2)有相容初始状态且系统正则,

则系统 (2)的解存在且唯一. 由此可见, 在切换奇
异系统中, 若每个子系统正则且切换时刻的状态都
是将要激活的子系统的相容初始状态, 则能保证系
统有唯一解.

定义1 在切换奇异系统中, 若切换时刻的状
态是将要激活的子系统的相容初始状态, 则称切换
为相容切换.

下面分别对有扰动和无扰动的系统的相容切

换进行讨论.
无扰动情形 对系统

Eiẋ(t) = Aix(t), i ∈ H, (3)

若每个子系统都是正则的, 由引理 2可知, 存在相
应的非奇异矩阵Mi, Ni ∈ Rn×n, 使子系统化为如

下标准型:[
Iri 0

0 Ji

]
˙̄x(t) =

[
Ai1 0

0 Ii

]
x̄(t),

其中, Ji ∈ Rn−ri是幂零阵, 其状态相应的变为
x̄(t) = N−1

i x(t), i ∈ H. 显然在标准型下, 子系统
的相容空间 [10] 是Rri ⊕ 0n−ri . 在切换时刻 tk 处,
由于σ(tk) = ik, 作投影

x̄(tk) =

[
Irik 0

0 0

]
Sik x̄(t

−
k ),

其中Sik ∈ Rn×n, 则原系统 (3)的状态为 x(tk) =

Θikx(t
−
k ),

Θik = Nik

[
Irik 0

0 0

]
Sik ,

Sik ∈ Rn×n.显然它是系统的相容切换.
有扰动情形 对系统

Eiẋ(t) = Aix(t) +Giw(t), rankEi = r < n,

ẇ(t) = Fiw(t), (4)

若每个子系统都是正则脉冲自由的, 由引理 2可知
子系统的标准型为[

Ir 0

0 0

]
˙̄x(t) =

[
Ai1 0

0 I

]
x̄(t) +

[
Ḡi1

Ḡi2

]
w(t),

MiGi =

[
Ḡi1

Ḡi2

]
, i ∈ H.
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本文只考虑 Ḡi2 = Ḡj2, w(t) 是连续变化的情况.
切换时刻 tk处, 系统 (4)的状态x(tk) = Θikx(t

−
k ),

其中

Θik = Nik

[
Ir 0

0 0

]
Sik

时, 则系统 (4)的切换是相容切换.
定义2 对于切换奇异系统 (1), 在相容切换

下, 若所有的子系统 (Ei, Ai)都是正则且脉冲自由

的, 则称系统 (1)是正则和脉冲自由的.
注1 切换奇异系统的正则和脉冲自由, 保证

了系统的解存在且唯一.
定义3 [18] 系统 (3)关于 (c1, c2, R, Tf)有限

时间稳定, 若对于给定的切换信号σ(t), 有

xT(t0)E
T
σ(t0)

REσ(t0)x(t0) 6 c1

⇒ xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t) 6 c2, ∀t ∈ [0, Tf],

其中矩阵R > 0, 实数Tf > 0, 0 < c1 < c2.
定义4 [18] 系统 (4)关于 (c1, c2, R, Tf, d, l)有

限时间有界, 若对于给定的切换信号σ(t), 有

xT(t0)E
T
σ(t0)

REσ(t0)x(t0) 6 c1

⇒ xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t) 6 c2, ∀t ∈ [0, Tf],

其中R > 0, Tf > 0, 0 < c1 < c2, d > 0, l > 0.
注2 定义 3和定义 4描述了系统动态部分

(慢子系统)状态有界, 若系统是脉冲自由的且外部
扰动有界, 则系统静态部分 (快子系统)状态也是有
界的. 为方便起见, 本文选取初始时刻 t0 = 0.

定义5 [5] 对于切换信号σ(t)和 0 6 t 6 Tf,
令Nσi(t, Tf) 是在 [t, Tf]区间上第 i个子系统被激活

次数, Ti(t, Tf) 是第 i 个子系统在 [t, Tf] 区间上总的

运行时间.若存在正数N0i和 τai 使得

Nσi(t, Tf) 6 N0i +
Ti(t, Tf)

τai
, ∀ Tf > t > 0

成立, 则 τai就是在切换信号σ(t)下的模型依赖平

均驻留时间.
定义6 [7] 给定三个常数 (c2, d, Tf),正定矩阵

R和切换信号σ(t), 若系统 (4)是有限时间有界的
且满足∫ Tf

0

zT(s)z(s)ds 6 γ2

∫ Tf

0

wT(s)w(s)ds,

则 称 连 续 时 间 切 换 奇 异 系 统 (4)关 于

(0, c2, d, Tf, γ, R, σ) 具有有限时间H∞性能指标γ.
本文的目的是:
1)对系统

Eiẋ(t) = Aix(t) +Biu(t), (5)

设计一个形如

u(t) = Kix(t) (6)

的状态反馈控制器, 使得闭环系统

Eiẋ(t) = Âix(t) (7)

关于 (c1, c2, R, Tf )有限时间稳定. 其中, Âi =

Ai +BiKi.

2) 对系统 (1)设计一个形如 (6)的状态反馈控
制器, 使得闭环系统

Eiẋ(t) = Âix(t) +Giw(t) (8)

关于 (c1, c2, R, Tf, d, l)有限时间有界且具有H∞性

能指标γ. 其中, Âi = Ai +BiKi.

3 主要结果

下面讨论切换奇异系统有限时间稳定和有限

时间有界的条件. 为方便起见, 构造的Lyaponov
函数V (x(t)), 简记为V (t).

定理1 对于给定的 (c1, c2, R, Tf), ∀i, j ∈ H,
若存在非奇异矩阵 Mi, Ni, Pi, Zi > 0, 及实数
αi > 0, µi > 1 使得

ET
i Pi = PT

i Ei > 0, (9)

AT
i Pi + PT

i Ai − αiE
T
i Pi < 0, (10)

ΘT
i E

T
i PiΘi 6 µiE

T
j Pj , (11)

e
∑h

i=1 N0i ln(µi)eTfαis1c1 < c2s2, (12)

则系统 (3)在模型依赖平均驻留时间满足

τai > τ∗ai

= (Tf lnµi)×
[

ln(c2s2)− ln(c1s1)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i ln(µi)

]−1

的切换信号下是正则、脉冲自由且有限时间稳定的.
其中,

ET
i Pi = ET

i R
1
2ZiR

1
2Ei,

Θi = Ni

[
Iri 0

0 0

]
Si,

s1 = max
i∈H

(λmax(Zi)),

s2 = min
i∈H

(λmin(Zi)),

(Mi, Ni)可使得 (Ei, Ai)化为标准型.
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证明 由引理1可知存在矩阵 M̃i, Ñi 使

Ēi = M̃iEiÑi =

[
I 0

0 0

]
, (13)

Āi = M̃iAiÑi =

[
Ai11 Ai12

Ai21 Ai22

]
, (14)

对Pi做相应的分解可得

P̄i = M̃−T
i PiÑi =

[
Pi11 Pi12

Pi21 Pi22

]
. (15)

由 (9)式两边分别左乘右乘 ÑT
i , Ñi, 再把 (13)

式和 (14)式代入可得[
Pi11 Pi12

0 0

]
=

[
PT
i11 0

PT
i12 0

]
> 0.

由上式可知Pi12 = 0, Pi11 = PT
i11 > 0, 则

P̄i =

[
Pi11 0

Pi21 Pi22

]
. (16)

对 (10)式左右两边左乘 Ñi
T
右乘 Ñi并把 (13)式、

(14)式和 (16)式代入得[ ∗ ∗

∗ PT
i22Ap22 +AT

i22Pi22

]
< 0.

由 PT
i22Ai22 + AT

i22Pi22 < 0, 可得 Ai22 是非奇异

矩阵, 由引理 1知, (Ei, Ai) 正则和脉冲自由, 又因
为切换是相容切换, 所以系统 (3)是正则且脉冲自
由的.

下面来证明系统的有限时间稳定.
构造

V (t) = V (x(t)) = Vσ(t)(x(t))

= xT(t)ET
σ(t)Pσ(t)x(t).

由 (9)式知 V (t) > 0.

当 t ∈ [tk, tk+1)时, 对V (t)关于 t 求导得

V̇ (t) = 2ẋT(t)ET
ik
Pikx(t)

= xT(t)(AT
ik
Pik + PT

ik
Aik)x(t),

因此,

V̇ (t)− αikV (t)

= xT(t)(AT
ik
Pik + PT

ik
Aik − αikE

T
ik
Pik)x(t).

由 (10)式可得

V̇ (t)− αikV (t) < 0.

对上式积分有

V (t) < eαik
(t−tk)V (tk). (17)

在切换时刻 tk 处, 由 (11)式可知,

V (tk) = xT(tk)E
T
ik
Pikx(tk)

= xT(t−k )Θ
T
ik
ET

ik
PikΘikx(t

−
k )

6 µikx
T(t−k )E

T
ik−1

Pik−1
x(t−k )

6 µikV (t−k ).

考虑到 (17)式, 经过迭代, 我们有

V (t)

< eαik
(t−tk)V (tk)

6 µik eαik
(t−tk)V (t−k )

< µik eαik
(t−tk) eαik−1

(tk−tk−1)V (tk−1)

6 · · ·

6 µikµik−1
· · ·µi1

· eαik
(t−tk)+αik−1

(tk−tk−1)+···+αi0 (t1−0)Vi0(0)

6
∏
i∈H

µ
Nσi(0,t)
i e

∑
i∈H αiTi(0,t)Vi0(0)

6 e
∑h

i=1(N0i ln µi)e
∑

i∈H Ti(0,t)(
ln µi
τai

+αi)Vi0(0)

6 e
∑h

i=1(N0i ln µi) eTf maxi∈H(
ln µi
τai

+αi)Vσ(0)(0).

由 (12)式及

τai > τ∗ai

= (Tf lnµi)

[
ln(c2s2)− ln(c1s1)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i lnµi

]−1

,

可得

e
∑h

i=1(N0i lnµi) eTf max( ln µi
τai

+αi) 6 c2s2
c1s1

.

又因

Vσ(0)(0) = xT(0)ET
σ(0)Pσ(0)Eσ(0)x(0)

= xT(0)ET
σ(0)R

1
2Zσ(0)R

1
2Eσ(0)x(0)

6 s1x
T(0)ET

σ(0)REσ(0)x(0)

6 s1c1,

V (t) = xT(t)ET
σ(t)Pσ(t)x(t)

= xT(t)ET
σ(t)R

1
2Zσ(t)R

1
2Etx(t)

> s2x
T(t)ET

σ(t)REσ(t)x(t),

所以xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t) 6 c2, 故系统 (3)有限时

间稳定.
综上所述, 系统 (3)是正则、脉冲自由且有限时

间稳定的.
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定理2 对于给定的 (c1, c2, R, Tf), ∀i, j ∈ H,
若存在非奇异矩阵Mi, Ni, P̄i, Zi > 0, Li, 及实数
αi > 0, µi > 1 使得

P̄T
i ET

i = EiP̄i > 0, (18)

P̄T
i AT

i +LT
i B

T
i +AiP̄+BiLi−αiP̄

TET
i < 0, (19)

及 (11)式 (其中Pi = P̄−1
i )和 (12)式成立, 则存在

反馈 (6), 使得闭环系统 (7)在模型依赖平均驻留时
间满足

τai > τ∗ai

= (Tf lnµi)×
[

ln(c2s2)− ln(c1s1)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i ln(µi)

]−1

的切换信号下是正则、脉冲自由且有限时间稳定.
相应的状态反馈增益阵为Ki = LiP̄

−1
i .

证明 对 (18)式和 (19)式分别左乘右乘 P̄−T
i

和 P̄−1
i , 并令Ki = LiP̄

−1
i , Pi = P̄−1

i , 可得
到 (9)式及 ÂT

i Pi + PT
i Âi − αiE

T
i Pi < 0 (其中

Âi = Ai + BiKi). 因 (11)式和 (12)式成立, 由
定理 1可得, 闭环系统 (7)正则、脉冲自由且关于
(c1, c2, R, Tf)有限时间稳定.

定理3 对于给定 (c1, c2, d, l, R, Tf), ∀i, j ∈
H, 若存在非奇异矩阵Mi, Ni, Pi, Qi > 0, Zi > 0,
实数αi > 0, η > 0, µi > 1, 使得

ET
i Pi = PT

i Ei > 0, (20)

[
AT

i Pi+PiAi−αiE
T
i Pi PT

i Gi

GT
i Pi FT

i Qi+QiFi−(αi + η)Qi

]
< 0,

(21)

ΘT
i E

T
i PiΘi 6 µiE

T
j Pj , (22)

Qi 6 µiQj , (23)

e
∑h

i=1 N0i lnµi eTfαi(s1c1 + s3d+ ηs3l) < c2s2,

(24)
则系统 (4)在模型依赖平均驻留时间满足

τai > τ∗ai

= (Tf lnµi)×
[

ln(c2s2)− ln(c1s1 + s3d+ s3ηl)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i lnµi

]−1

的切换信号下是正则、脉冲自由且有限时间有界的.
其中

ET
i Pi = ET

i R
1
2ZiR

1
2Ei,

Θi = Nik

[
Ir 0

0 0

]
Sik ,

s1 = max
i∈H

(λmax(Zi)),

s2 = min
i∈H

(λmin(Zi)),

s3 = max
i∈H

(λmax(Qi)), (Mi, Ni)

可使得系统 (Ei, Ai)化为标准型.
证明 由 (20)式和 (21)式可知,

ET
i Pi = PT

i Ei > 0,

AT
i Pi + PT

i Ai − αiE
T
i Pi < 0.

同定理 1中正则脉冲自由的证明, 可得到系统 (4)
是正则和脉冲自由的. 下面证明系统是有限时间有
界的.

构造

V (t) = V (x(t)) = Vσ(t)(x(t))

= xT(t)ET
σ(t)Pσ(t)x(t) + wT(t)Qσ(t)w(t)

> 0.

在区间 t ∈ [tk, tk+1)上, 对函数V (t)关于 t求导有

V̇ (t)

= 2xT(t)PT
ik
Aikx(t) + 2wT(t)GT

ik
Pikx(t)

+ 2wT(t)QikFikw(t)

= [xT wT]

[
AT

ik
Pik + PT

ik
Aik PT

ik
Gik

GT
ik
Pik FT

ik
Qik +QikFik

]

×
[
x

w

]
.

由 (21)式知 V̇ (t)− αikV (t) < ηwT(t)Qikw(t),
两边积分计算可得

V (t) < eαik
(t−tk)V (tk)

+

∫ t

tk

η eαik
(t−s)wT (s)Qikw(s)ds.

在切换时刻 tk处, 由 (22)式和 (23)式知
V (tk) = xT(t−k )Θ

T
ik−1

ET
ik
PikΘikx(t

−
k )

+ wT(tk)Qikw(tk)

6 µik [x
T(t−k )E

T
ik−1

Pik−1
x(t−k ) + wT(t−k )

×Qik−1
w(t−k )]

6 µikV (t−k ).
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类似定理 1的证明过程, 对上面两式进行迭代
可得

V (t)

< eαik
(t−tk)µikV (t−k ) +

∫ t

tk

η eαik
(t−s)wT(s)

×Qikw(s)ds

6µik eαik
(t−tk)[ eαik−1

(tk−tk−1)V (tk−1)

+

∫ tk

tk−1

η eαik−1
(tk−s)wT(s)Qik−1

w(s)ds]

+

∫ t

tk

η eαik
(t−s)wT(s)Qikw(s)ds

6 · · ·

6µik · · ·µi1 eαi(t−tk)+···+αi0
(t1−0)Vi0(0)

+ µik · · ·µi2 eαik
(t−tk)+···+αi1 (t2−t1)

×
∫ t1

0

η eαi1
(t1−s)wT(s)Qσ(0)w(s)ds

+ · · ·+
∫ t

tk

η eαik
(t−s)wT(s)Qikw(s)ds

6
∏
i∈H

µ
Nσi(0,t)
i e

∑
i∈H αiTi(0,t)Vi0(0) + ηs3

×
∫ t

0

∏
i∈H

µ
Nσi(s,t)
i e

∑h
i=1 αiTi(s,t)wT(s)w(s)ds

6 e
∑h

i=1 N0i ln(µi) eTf maxi∈H(
ln(µi)

τai
+αi)

× (Vσ(0)(x(0)) + ηls3).

由 (24)式得及

τai > τ∗ai

= (Tf lnµi)×
[

ln(c2s2)− ln(c1s1 + s3d+ s3ηl)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i lnµi

]−1

,

可得

e
∑h

i=1 N0i ln(µi) eTf maxi∈H(
ln(µi)

τai
+αi)

6 c2s2
s1c1 + s3d+ ηs3l

,

又由

Vσ(0)(0)

= xT(0)ET
σ(0)Pσ(0)x(0) + wT(0)Qσ(0)w(0)

6 xT(0)ET
σ(0)R

1
2Zσ(0)R

1
2Eσ(0)x(0) + s3d

6 s1c1 + s3d,

V (t) = xT(t)ET
σ(t)Pσ(t)x(t) + wT(t)Qσ(t)w(t)

> xT(t)ET
σ(t)R

1
2Zσ(t)R

1
2Eσ(t)x(t)

> s2x
T(t)ET

σ(t)REσ(t)x(t),

即xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t) 6 c2, 所以系统是正则和

脉冲自由且有限时间有界的.
定理 4 对于给定 (c1, c2, d, l, R, Tf), ∀i, j ∈

H, 若存在非奇异矩阵 Mi, Ni, P̄i, Qi > 0, Zi >

0, Li, 及实数αi > 0, η > 0, µi > 1, 使得

P̄T
i ET

i = EiP̄i > 0, (25)
X11 Gi CT

i

GT
i Y22 DT

i

Ci Di −I

 < 0, (26)

X11 = P̄T
i AT

i + LT
i B

T
i +AiP̄i +BiLi − αiP̄

T
i ET

i ,

Y22 = FT
i Qi +QiFi − (αi + η)Qi,

且 (22)式、(23)式和 (24)式成立 (其中 P̄i
−1

= Pi),
则存在状态反馈 (6), 使得闭环系统 (8)在模型依赖
平均驻留时间满足

τai > τ∗ai

= max
{
(Tf lnµi)

[
ln(c2s2)− ln(c1s1 + s3d+ s3ηl)

− αiTf −
h∑

i=1

N0i lnµi

]−1

,
lnµi

αi

}
的切换信号下是正则、脉冲自由和有限时间有界且

满足H∞性能指标γ. 相应的增益矩阵为

Ki = LiP̄
−1
i , γ =

√
ηs3 e

∑h
i=1 N0ilnµi eTf maxαi .

证明 由 (26)式知M11 Gi

GT
i FT

i Qi +QiFi − (αi + η)Qi

 < 0.

M11 = P̄T
i AT

i + LT
i B

T
i +AiP̄i +BiLi − αiP̄

T
i ET

i

对上式及 (25)式分别左乘右乘[
PT
i 0

0 I

]
,

[
Pi 0

0 I

]
,

并令Ki = LiP̄
−1
i , P̄−1

i = Pi 得ÂT
i Pi + PiÂi − αiE

T
i Pi P

T
i Gi

GT
i Pi N22

 < 0,

N22 = FT
i Qi +QiFi − (αi + η)Qi

Âi = Ai +BiKi,

及 (21)式成立.
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又因为 (22)式、(23)式和 (24)式成立, 由定理3
可知, 闭环系统 (8)正则、脉冲自由且关于有限时间
有界.

下面来说明系统具有有限时间H∞性能指

标γ.
选择Lyapunov函数

V (x(t)) = Vσ(t)(x(t))

= xT(t)ET
σ(t)Pσ(t)x(t) + wT(t)Qσ(t)w(t).

当 t ∈ [tk, tk+1), 对V (t) 求导, 并由 (26)式可得

V̇ (t) < αikV (t) + (ηwT(t)Qikw(t)− zT(t)z(t))

6 αikV (t) + (ηs3w
T(t)w(t)− zT(t)z(t)).

积分可得

V (t) < eαik
(t−tk)V (tk) +

∫ t

tk

eαik
(t−s)

× (ηs3w
T(s)w(s)− zT(s)z(s))ds,

又由切换时刻 tk处, V (tk) 6 µiV (t−k ).
通过迭代, 并且整理有

V (t) 6
∏
i∈H

µ
Nσi(0,t)
i e

∑
i∈H αiTi(0,t)Vσ(0)(0)

+

∫ t

0

∏
i∈H

µ
Nσi(s,t)
i e

∑h
i=1 αiTi(s,t)

× (ηs3w
T(s)w(s)− zT(s)z(s))ds.

令初值x(0) = 0, 则V (0) = 0, 又V (t) > 0, 则∫ t

0

∏
i∈H

µ
Nσi(s,t)
i e

∑h
i=1 αiTi(s,t)

× (ηs3w
T(s)w(s)− zT(s)z(s))ds > 0,

所以

ηs3

∫ t

0

e
∑h

i=1 Nσi(0,s) lnµi e
∑h

i=1 αiTi(s,t)

× wT(s)w(s)ds

>
∫ t

0

e
∑h

i=1 Nσi(0,s) lnµi e
∑h

i=1 αiTi(s,t)

× zT(s)z(s))ds.

由

τai >
lnµi

αi
, Nσi(t, Tf) 6 N0i +

Ti(t, Tf)

τai
,

可得

Nσi(0, s) lnµi 6 N0i lnµi + αiTi(0, s),

所以∫ t

0

e
∑h

i=1(Nσi(0,s) ln µi+αiTi(s,t))wT (t)w(t)ds

<

∫ t

0

e
∑h

i=1(N0i ln µi+αiTi(0,t))wT(s)w(s)ds,

因此有 ∫ t

0

zT(s)z(s)ds

<

∫ t

0

e
∑h

i=1(Nσi(0,s) lnµi+αiTi(s,t))

× zT(s)z(s)ds

6 ηs3 e
∑h

i=1 N0i lnµi

∫ t

0

e
∑h

i=1 αiTi(0,t)

× wT(s)w(s)ds.

当 t = Tf时,∫ Tf

0

zT(t)z(t)dt

6 ηs3 e
∑h

i=1 N0ilnµi eTf max αi

×
∫ Tf

0

wT(t)w(t)dt

= γ2

∫ Tf

0

wT(t)w(t)dt,

γ =

√
ηs3 e

∑h
i=1 N0ilnµieTf max αi , 所以系统 (8)满

足H∞性能指标γ.
证毕.
注3 t0 ̸= 0时, 证明方法类似. 当 r = n 时,

上述就是一般切换系统有限时间稳定和有限时间

有界的结论, 参看文献 [7].

4 数值算例

例1 考虑具有两个子系统的切换奇异系统

(5), 其中,

E1 = E2 =

[
1 0

0 0

]
, A1 =

[
1.05 0

1 1

]
,

A2 =

[
1 0

0 1

]
, B1 =

[
0 1

−1 0

]
,

B2 =

[
1 0

0 1

]
, N01 = N02 = 0.

给定R = I, c1 = 1, c2 = 2, Tf = 2,当u(t) = 0

时, 系统不是有限时间稳定的, 如图 1所示.
现在我们给出控制器设计, 使得闭环系统 (7)

有限时间稳定. 选P1 = P2 = I, 解定理 2中的不等
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式 (19), 得到反馈增益矩阵

K1 = L1 =

[
1 2

−1 0

]
, K2 = L2 =

[−2 0

0 −2

]
.

此时, 闭环系统 (7)的系数矩阵变为

Â1 =

[
0.05 0

0 −1

]
, Â2 =

[−1 0

0 −1

]
.

选取

M1 = M2 =

[
1 0

0 −1

]
,

N1 = N2 = I,

Θ1 = Θ2 =

[
1 0

0 0

]
,

由 (11)式和 (12)式, 并且令µ1 = µ2 = 1.01, α1 =

0.11, α2 = 0.01, Z1 = Z2 = I, s1 = s2 = 1, 经过计
算得到 τ∗1 = 0.0421, τ∗2 = 0.0296.

x
T
E
σ
↼t
↽R
E
σ
↼t
↽x

T

0 0.5 1 1.5 2
0

10

20

30

40

50

60

70

t/s

t/s

0 1 2

1

2

σ
↼t
↽

图 1 xTET
σ(t)

REσ(t)x的轨迹 (x(0) = [1, 0]′, τ1 = 0.05,
τ2 = 0.03)

0 0.5 1.0 1.5 2.0
0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

t/s

x
T
E
σ
↼t
↽R
E
σ
↼t
↽x

T

图 2 反馈后 xTET
σ(t)

REσ(t)x的轨迹

对满足 τ1 > τ∗1 = 0.0421, τ2 > τ∗2 = 0.0296

和初值xT(0)ET
σ(0)REσ(0)x(0) 6 c1 的切换, 有

xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t) 6 c2, 如图 2 .

下面讨论上述系统带有扰动项的情况.
例2 系统 (1)的Ei, Ai, Bi 同例1,

C1 = C2 =

[
0.1 0

0 1

]
, D1 = D2 =

[
1

0

]
,

G1 =

[−2

−1

]
, G2 =

[
2

−1

]
,

扰动信号w(t) = e−t, 讨论关于 (R = I, c1 = 1,
c2 = 10, Tf = 10, d = 1, l = 1/2) 的有限时间有界

问题. 显然F1 = F2 = −1. 当u(t) = 0时, 由于系
统 (1)脉冲自由, 所以存在

(M1, N1) =

(
I,

[
1 0

−1 1

])
, (M2, N2) = (I, I)

使得 (E1, A1), (E2, A2)化为标准型, 有M1G1 =

G1, M2G2 = G2. 它是有扰动的相容切换, 但不满
足定理3的条件, 如图 3所示.

0 2 4 6 8 10
0

4

8

12

0 4 8

1

2

t/s

t/s

σ
↼t
↽

x
T
E
σ
↼t
↽R
E
σ
↼t
↽x
/
1
0
8

T

图 3 xTET
σ(t)

REσ(t)x的轨迹

我们设计反馈控制器, 使得闭环系统 (8)有限
时间有界.

选取P1 = P2 = I, 求解定理 4中的不等式
(26), 可得反馈增益阵K1, K2, Â1, Â2, M1, M2,
N1, N2. 由 (22)式、(23)式和 (24)式成立,得到相关
参数 Q1 = Q2 = 0.3, µ1 = µ2 = 1.01, α1 = 0.111,
α2 = 0.001, Z1 = Z2 = I, s1 = s2 = 1, s3 = 0.3,
η = 5, 算得相应的 τ∗1 = 0.1572, τ∗2 = 0.1339,
γ2 = 4.5515.

对满足

τ1 > τ∗1 = 0.1572,

τ2 > τ∗2 = 0.1339,

xT(0)ET
σ(0)REσ(0)x(0) 6 c1

的切换, 有

xT(t)ET
σ(t)REσ(t)x(t)

6 c2,

∫ Tf

0

zT(t)z(t)dt
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6 γ2

∫ Tf

0

wT(t)w(t)dt,

见图 4 .

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

t/s

x
T
E
σ
↼t
↽R
E
σ
↼t
↽x

T

图 4 反馈后 xTET
σ(t)

REσ(t)x的轨迹

5 结 论

本文研究了一类子系统为正则和脉冲自由, 切
换为相容切换的连续切换奇异系统, 给出它正则和
脉冲自由且有限时间稳定性和有限时间有界的充

分条件. 用模型依赖平均驻留时间给出有限时间可
稳定和可有界且具有H∞性能指标γ 的充分条件

并且给出了状态反馈控制器设计. 时滞切换奇异系
统的有限时间控制问题将是我们未来研究的一个

主题.
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Abstract
In this paper, finite-time stability and stabilization of switched singular systems are studied. Firstly, we discuss

the solvability condition of the switched singular system and introduce the concepts of finite-time stability and finite-
time boundness. Secondly, using the mode-dependent average dwell time method and the Lyapunov function method, we
provide sufficient conditions to guarantee that the switched singular system is regular, impulse free, and finite-time stable
or finite-time bounded. Then, we design the state feedback controllers to ensure that a closed-loop system is finite-time
stable and finite-time bounded with a present H∞ disturbance attenuation level γ. Finally, numerical examples are given
to verify the efficiency of the proposed theory.

Keywords: switched singular systems, finite-time stability, model-dependent average dwell time

PACS: 02.30.Yy, 42.82.Fv DOI: 10.7498/aps.63.170205

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 11371233).
† Corresponding author. E-mail: wubw@snnu.edu.cn

170205-10

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.170205

	1引 言
	2问题描述和准备知识
	3主要结果
	4数值算例
	Fig 1
	Fig 2
	Fig 3
	Fig 4


	5结 论
	References
	Abstract

