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耦合系统的朗之万动力学产生法∗
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提出一种朗之万动力学方法获取处于热平衡态耦合系统内部振子坐标, 数值模拟了单端固定简谐振子链
的时间演化行为, 并将其平衡性质与解析解进行了比较. 结果表明了朗之万动力学方法的有效性. 推广应用
于非简谐四次方型耦合系统, 模拟得到振子的四次方均坐标, 与理论值验证; 以模拟结果作为样本点计算哈密
顿量, 其能量分布与Boltzmann分布相符.
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1 引 言

1960年, Zwanzig [1]为研究气体分子与冷表面

(T为 0)碰撞过程中能量传递问题, 构建了一个气
固耦合的理论模型: 1)固体表面简化为一维半无
界的耦合简谐振子链, 一端固定而另一端自由, 振
子间只考虑最近邻相互作用; 2)假设气体分子只
与自由端振子直接作用. 其后, McCarroll, Ehrlich,
Goodman采用Zwanzig模型研究气固耦合中的能
量传递过程, 解释气体分子吸附现象 [2,3].20世纪70
年代, Adelman和Doll把Zwanzig模型推广到含有
随机项的有限温度情形 [4]. 通过连续消除热浴振
子的坐标, 推导出气体分子耦合的末端振子所满足
的广义朗之万方程, 把含有大量自由度的多体问题
转化为易处理的两体问题, 避免了大规模的数值计
算. 20世纪 80年代, Zwanzig模型被应用于复杂的
凝相反应动力学研究 [5,6].

凝相化学反应假设凝相化学反应发生在多体

系统的一个空间局域区域, 此时多体系统可以分为
主要和次要两部分. 主要系统由入射气体分子和与
其直接作用的固体表面原子组成, 其余原子构成热
浴作为次要系统. 对于更复杂的液体化学反应, 选
取反应分子和围绕它的第一个溶剂层作为主要系

统, 主要溶剂区域外的溶剂分子作为热浴. 通过类
似的简化处理, 可以把复杂的多体问题简化为一个
有效的少体问题, 此时采用标准气相的轨道方法进
行研究, 处理气固能量交换和振动弛豫问题, 计算
气体分子 -固体表面的黏附率、溶液反应率等.

迄今人们已把一维Zwanzig模型推广到高维、
含杂质的复式晶格等情形 [7−9], 被广泛应用于复
合无机材料 [10]、表面化学反应 [11]、单层石墨烯生

长 [12]、气固散射 [13]、热传导等问题的理论研究.Flo-
rencio和Lee基于迭代关系方法, 考察了周期边界
和固定边界条件下耦合振子链的动力学行为. 然而
很少有人研究在一端固定一端自由边界条件下的

振子链的动力学行为, 而该模型却可以用于研究气
固耦合和凝相反应动力学 [14]. 另外, Zwanzig模型
的非简谐推广仍不能得到较好的解决. Adelman和
Doll的研究将振子链作为热浴对气体分子的作用
简化为与气体分子直接作用的最外层振子所满足

的广义朗之万方程, 而没有研究热浴 (振子链)内部
每个振子的运动行为.

为探究热浴内振子链的平衡态性质, 我们将在
本文中研究一维半无界耦合振子链在两种可能耦

合情形下的动力学行为. 我们提出朗之万动力学方
法获取整体处于热平衡的振子链的坐标变量, 对二

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11175021)和高等学校博士学科点专项科研基金 (批准号: 20120003110025)资助的课题.
† 通讯作者. E-mail: jdbao@bnu.edu.cn

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

170502-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.170502
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 17 (2014) 170502

次方耦合模型振子进行数值模拟并与已有解析解

进行比较. 给出了四次方耦合模型的数值模拟与结
果验证. 该朗之万方法的提出, 将有助于解决非简
谐耦合振子链的动力学行为的模拟. 用分数阶朗之
万方程 [15]也可以解决一个类似的问题.

2 简谐振子链模型

研究了单端固定边界条件下耦合振子链的时

间演化行为和平衡性质, 利用三角变换推导了振子
链处于热力学平衡态时每个振子坐标的方均涨落,
提出用朗之万动力学产生整体处于热平衡的简谐

耦合振子链的初始坐标.

2.1 理论模型

考虑N个全同的振子耦合形成的一维振子链,
一端固定. 振子质量为m, 每个振子只与最近邻振
子直接作用, 作用势为V , 如图 1 .

m m m m

2N-1N

ω ωω

图 1 一端固定边界条件下的耦合振子链

V 为相同频率ω的相邻振子坐标的函数,

V = V (xi, xi+1), i = 1, 2, · · · , N, (1)

其中, xi是第 i个振子的正则坐标, xN+1 = 0.
考虑该耦合系统的最简耦合势, 即V 为简

谐势,

V =
1

2
mω2(xi − xi+1)

2, i = 1, 2, · · · , N. (2)

则其哈密顿量可写为

H =

N∑
i=1

[
p2i
2m

+
mω2

2
(xi − xi+1)

2

]
, (3)

其中, pi是第 i个振子的正则动量. 其整体处于热
平衡态

W (x1, x2, · · · , xN ; p1, p2, · · · , pN )

= Z−1 exp[−H/(kBT )], (4)

这里T为热浴温度, Z为配分函数.
显然, 每个振子的动量是相互独立的, 可用高

斯随机数模拟, 但坐标存在着耦合, 为产生每个振
子的坐标, 可用一个下三角形变换使它们脱耦 [16].

产生均值为零, 方差是 1的N个独立的高斯随

机变量 ζ1, ζ2, · · · , ζN , 作如下的线性变换:

xi =
i∑

k=1

aikζk, (5)

其中变换矩阵为一下三角矩阵A, 其元素是

A =


a11 0 · · · · · ·

a21 a22 0 · · ·
...

... . . .

aN1 aN2 · · · aNN

 ,

应满足条件: E(xi+1 − xi) =
kBT

ζ2
, 由于 ⟨ζi⟩ = 0,

⟨ζiζj⟩ = δij , 因此

i−1∑
k=1

(ai,k−ai−1,k)
2 + a2i,i =

kBT

ζ2
, (6)

x1 =

√
N

kBT

ζ20
ζ1,

xi+1 =
N − i

N + 1− i
xi +

√
kBT

ζ20

N − i

N + 1− i
ζi+1, (7)

其中, i = 1, 2, · · · , N .
最终可递推产生每个振子的坐标, 而其涨落宽

度为

σ2
i = ⟨x2

i ⟩ − ⟨xi⟩2 =
kBT

ζ20
(N + 1− i). (8)

另外, 振子所满足的运动方程由可哈密顿正则
方程给出

ẍ1(t) = −ω2(x1(t) + x2(t)),

ẍ2(t) = ω2(x1(t) + x3(t)− 2x2(t)),

...

ẍN−1(t) = ω2(xN−2(t) + xN (t)− 2xN−1(t)),

ẍN (t) = ω2(xN−1(t)− 2xN (t)). (9)

振子的随机性来自于它们的初始分布也应满足热

平衡态分布 (2)且不衰减. 通过分子动力学方法求
解耦合方程组 (8), 能获得每个振子在任意时刻的
坐标, 长时间后振子的分布将趋于平衡态分布. 而
分子动力学耗时较长, 由于坐标两两耦合, 我们提
出一个朗之万动力学方法快速获取整体处于热平

衡的振子链的坐标.
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2.2 朗之万蒙特卡罗模拟

选取一个高斯白噪声作为一个驱动源, 使振子
趋向于整体热平衡分布. 由于最终结果不受阻尼
大小影响, 我们把振子链置于一个过阻尼环境中.
一个多变量系统在最简单的过阻尼朗之万方程控

制下,

ẋi(t) = − ∂U

∂xi
+ ξ(t) (10)

长时间后一定趋于平衡态, xi(t)为 t时刻第 i个振

子的坐标, i = 2, 3, · · · , N , ξ(t) 为高斯白噪声, U
为相互作用势. 在此情况下, 达到平衡态所需的弛
豫时间比较短.

那么, 在这里

U =

N∑
i=1

V (xi, xi+1) =

N∑
i=1

[
mω2

2
(xi − xi+1)

2

]
,

xN+1 =0.

令m = 1, 则每个振子坐标所满足的朗之万方程
写作

ẋ1(t) = − ω2x1(t) + ω2x2(t) + ξ1(t),

ẋi(t) = − 2ω2xi(t) + ω2xi−1(t)

+ ω2xi+1(t) + ξi(t), (11)

其中 ξi(t)(i = 2, 3, · · · , N)是独立的高斯白噪声,
满足 ⟨ξi(t)⟩ = 0和 ⟨ξi(t)ξj(s)⟩ = 2kBTδ(t − s)δij .
这里所考虑的是一个马尔科夫过程, 原则上系统
长时间的行为与初始分布无关. 所以每个振子
的初始坐标可以任意选取, 这里令xi(0) = 0(i =

1, 2, · · · , N).
图 2给出了第 i个振子趋向于热平衡的时间演

化过程.
由图 2可以看出σ2

2 = 9, σ2
5 = 6, σ2

8 = 3.
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图 2 振子的方均坐标涨落 (kBT = 1, ∆t = 0.01,
ω2 = 1, N = 10)

由理论结果 (8)可知σ2
2 = 9, σ2

5 = 6, σ2
8 = 3,

与模拟结果一致.
此结论表明朗之万动力学获热浴取振子坐标

与理论方法所得相一致, 是一种行之有效的方法.
以下四次方模型将进行进一步验证.

3 四次方耦合模型

应用朗之万动力学产生整体处于热平衡的四

次方耦合势振子链的初始坐标, 以每个振子坐标的
四次方均涨落理论计算值与数值模拟结果对比, 并
将能量分布与Maxwell-Boltzmann分布对比, 验证
方法的正确性及普适性.

3.1 理论模型

在上述一维半无界耦合系统中, 考虑振子最近
邻耦合势为四次方,

V =
1

2
mω2(xi − xi+1)

4, i = 1, 2, · · · , N. (12)

哈密顿量可写为

H =

N∑
i=1

[
p2i
2m

+
mω2

2
(xi − xi+1)

4

]
, (13)

其中, pi和xi是第 i个振子的正则动量和正则坐标,
xN+1 = 0.

由于坐标之间为四次方耦合, 不能使用解析方
法使之脱耦. 则采用朗之万动力学方法获取振子坐
标并验证其正确性.

3.2 朗之万蒙特卡罗模拟

选取高斯白噪声作为驱动源, 把振子链置于一
个过阻尼环境中, 同 2.2中推导, 并令m = 1, 则每
个振子坐标所满足的朗之万方程写作

ẋ1(t) = 2ω2(x2(t)− x1(t))
3 + ξ1(t),

ẋi(t) = 2ω2(xi−1(t)− xi(t))
3

+ 2ω2(xi+1(t)− xi(t))
3 + ξi(t), (14)

其中 ξi(t)(i = 2, 3, · · · , N)是独立的高斯白噪声,
满足 ⟨ξi(t)⟩ = 0和 ⟨ξi(t)ξj(s)⟩ = 2kBTδ(t − s)δij .
每个振子的初始坐标取xi(0) = 0(i = 1, 2, · · · , N).

图 3给出了第 i个振子趋向于热平衡的时间演

化过程.
将结果与 ⟨x4

i ⟩的理论值进行比较. 由于
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⟨x4
i ⟩ =

∫
Ω

x4
i e−HN (x)/kBT dx∫

Ω

e−HN (x)/kBT dx
=

∫∫
· · ·

∫ ∞

−∞
x4
i e

−
N∑

i=1

[
p2i
2m+mω2

2 (xi−xi+1)
4]/kBT

dx1dx2 · · · dxN∫∫
· · ·

∫ ∞

−∞
e
−

N∑
i=1

[
p2i
2m+mω2

2 (xi−xi+1)
4]/kBT

dx1dx2 · · · dxN

, (15)

对于m = 1, N = 5, kBT = 1, ω2 = 2, 代入 (15)式并化简可得

⟨x4
i ⟩ =

∫∫
· · ·

∫ +∞

−∞
x4
i e

−
5∑

i=1
(xi−xi+1)

4

dx1dx2 · · · dx5∫∫
· · ·

∫ ∞

−∞
e
−

5∑
i=1

(xi−xi+1)
4

dx1dx2 · · · dx5

, (16)

其中x6 = 0.
利 用mathematica软 件 计 算 得 到 ⟨x4

1⟩ =

8.16, ⟨x4
2⟩ = 5.04, ⟨x4

3⟩ = 2.49, ⟨x4
4⟩ = 1.12, ⟨x4

5⟩ =
0.24, 与图 3的结果 ⟨x4

1⟩ ≈ 8, ⟨x4
2⟩ ≈ 5, ⟨x4

3⟩ ≈ 2.5,
⟨x4

4⟩ ≈ 1, ⟨x4
5⟩ ≈ 0.25 对比可知, 与模拟结果基本

符合.
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图 3 振子坐标的四次方均位移 (kBT = 1, ∆t = 0.01,
ω2 = 2, N = 5)
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图 4 波尔兹曼能量分布图 (直方图为能量模拟结果分布)

为进一步验证, 采用四阶随机Runge-Kutta算
法数值模拟热浴耦合振子数N = 10所对应的运动

方程,取步长∆t = 0.01,计算轨道数为n = 103. 初

始坐标取xi(0) = 0(i = 1, 2, · · · , N).
把在n维空间的朗之万轨迹xi(∞)的长时结

果 (平衡态)作为玻尔兹曼分布 (图 4 )的坐标样本
点. 哈密顿量中振子的速度变量为二次形式独
立变量, 我们用独立高斯随机数模拟这些变量,
⟨pi⟩ = 0, ⟨p2i ⟩ = 1. 以此计算得到系统的哈密顿量
分布, 与Maxwell-Boltzmann 能量分布

f(H) = 2

√
H

π(kBT )3
e−H/kBT (17)

对比得到图 4 .

4 结 论

本文提出了一种朗之万动力学获取一维耦合

振子链平衡态坐标的方法. 考虑了两种耦合系统的
可能等效势, 对于相邻振子是二次方耦合的情形,
可以用一个下三角变换使其脱耦, 而对于相邻振
子为四次方耦合的情形, 则不能采用此方法. 对前
者, 本文用朗之万动力学方程模拟耦合振子链的哈
密顿函数, 将得到的坐标方均涨落与理论结果相比
较, 得到一致的结论. 对后者, 数值计算了坐标四
次方的均值, 与朗之万方程模拟结果相符合. 最后
将模拟得到的长时坐标作为波尔兹曼分布的样本

点, 与能量分布相比较得到了理想的结果. 全文证
明了朗之万动力学方法获取耦合振子链坐标是一

种行之有效的方法. 而该方法可应用与气固耦合系
统和凝相化学反应的研究, 相较于简谐系统的分子
动力学方法可节省大量计算时间, 相较于非简谐高
次耦合的系统则提供了一种有效的解决方法.

在以上两种耦合形式下, 都应用朗之万动力学
产生法研究一个气体分子耦合其上的非各态历经

行为, 即气体分子坐标分布对其初始坐标的依赖
性, 这一步我们将进一步研究.
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The Langevin dynamics approach to generate solid
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Abstract
We have studied two probability potentials of a collinear oscillator atom chain and developed a Langevin dynamics

approach for calculation. In the case of the harmonic chains, results of the Monte Carlo simulations are compared with
the analytical solutions to verify the validity of this approach. In the case of 4-times coupled oscillator chains, the results
of numerical simulations are used to the calculation of Hamiltonian. Then the system’s energy distribution and the
Maxwell-Boltzmann distribution are compared, and found to be in agreement with each other.
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