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色关联乘性和加性色噪声驱动的多稳态系统的

稳态特性∗
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研究了色关联乘性和加性色噪声作用下的三稳态系统的稳态问题. 首先利用一致有色噪声近似方法, 推
导出稳态概率密度函数的表达式, 然后分析了乘性噪声和加性噪声的强度以及关联性对稳态概率密度函数
的影响, 研究结果表明: 加性噪声强度、加性噪声和乘性噪声的关联强度和关联时间可以诱导系统的非平衡
相变.
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1 引 言

非平衡相变是非平衡状态下出现的一种内部

的自组织现象或者说是非平衡系统由一个非平衡

定态向另一个非平衡定态的跃迁过程. 人们在研
究诱导系统非平衡相变时, 发现当系统的某个参数
达到某一临界值时, 稳态概率密度分布曲线的结构
发生改变, 即峰值数目发生改变 [1−3]. 文献 [4—6]
研究了Duffing振子在窄带随机噪声、谐和与随机
噪声联合激励下的双峰稳态概率密度, 用等效线性
化方法求出了双峰稳态概率密度的表达式. 文献
[7]研究了由色关联的色噪声驱动的双稳杜芬模型
的稳态概率密度函数, 分析了噪声的有色性及关联
性对稳态概率密度的影响. 文献 [8]对双色噪声激
励下FHN神经元系统的稳态性质进行了分析. 此
外Wu等 [9]分析了乘性和加性噪声作用下三稳态

Van der Pol-Duffing振子的随机P分岔, 得到系统
的稳态概率密度函数冰球的随机P分岔的临界参
数条件.

通常情况下, 噪声和信号是以相加的形式引入
系统中的, 但是在有些实际系统中, 噪声和信号必
须以相乘的方式出现. 随着对系统的深入研究, 我
们发现有些动力系统是由多个有某种关联的噪声

驱动的, 这方面研究者们做了很多工作. 如靳艳飞
等 [10]研究了由色关联噪声驱动的线性系统随机共

振现象, 发现加性噪声能够减弱输出的信噪比, 而
噪声之间的互关联强度能够使输出的信噪比增强;
文献 [11]研究了色关联噪声驱动双稳系统平均首
通时间; 曹力等 [12]研究了关联噪声对双稳系统的

稳态概率密度及对随机共振的影响.
在研究系统时, 所用的白噪声是人们假设的

一种理想情况, 而在实际中遇到的一般都是色噪
声, 色噪声较之白噪声要复杂很多, 因此我们只能
通过近似处理得到它驱动的非线性系统的Fokker-
Planck方程 [13]. 徐伟等 [14]研究了色高斯噪声驱动

双稳系统的多重随机共振研究, 根据随机刘维方
程 [15], Novikov定理 [16]以及van Kamper引理得到
了近似的Fokker-Planck方程FPE.
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本文首先推导出三稳态系统中概率密度函数

的公式, 然后研究了色关联乘性噪声和加性噪声强
度、关联强度以及关联时间对稳态概率密度的影响,
发现一些因素可以诱导系统平衡相变.

2 三稳态系统的概率密度函数

由色关联乘性色噪声和加性色噪声驱动的三

稳态系统, 其郎之万方程如下:

dx
dt = −U ′(x) + xξ(t) + η(t) +A cosΩt, (1)

U(x) =
b

2
x2 +

c

4
x4 +

d

6
x6, (2)

其中A cosΩt为一弱周期信号, U(x)是三稳态势函

数, 它表示一个对称的三稳势函数, 具有四个稳定
点x1, x2, x3, x4和一个不稳定点x0, 分别如下:

x0 = 0,

x1,2 = ±
√

−1

2d
(c+

√
c2 − 4bd),

x3,4 = ±
√

−1

2d
(c−

√
c2 − 4bd), (3)

ξ(t)和 η(t)分别为乘性和加性色噪声, 其统计性
质为 [17]

⟨ξ(t)⟩ = ⟨η(t)⟩ = 0,

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = p

τ1
exp[−|t..− t′|/τ1],

⟨η(t)η(t′)⟩ = p

τ2
exp[−|t..− t′|/τ2],

⟨ξ(t)η(t′)⟩ = ⟨ξ(t′)η(t)⟩

= (λ
√
pq/τ3) exp[−|t..− t′|/τ3], (4)

式中, p和 q分别为乘性和加性色噪声强度; τ1和 τ2

分别表示乘性和加性色噪声的自关联时间; τ3为乘
性和加性色噪声之间的互关联时间; λ表示乘性和
加性色噪声之间的互关联强度.

乘性噪声 ξ(t)为非高斯噪声, 它的导数
为 [18,19]

ξ′(t) = − 1

τ1

d
dξ Vq(ξ) +

1

τ1
ε(t), (5)

其中

Vq(ξ) =
D

τ1(Q− 1)
ln

[
1 +

τ1
D
(Q− 1)

ξ2

2

]
,

⟨ξ2(t)⟩ =


2D

τ1(5− 3Q)

(
Q ∈

(
−∞,

5

3

))
,

∞
(
Q ∈

[
5

3
, 3

))
.

(6)

ε(t)为高斯白噪声, 其统计性质为

⟨ε(t)⟩ = 0, ⟨ε(t)ε(t′)⟩ = 2Dδ(t− t′), (7)

其中, D为 ε(t)的噪声强度, Q为 ξ(t)偏离高斯分

布的程度.
当Q→ 1时, 根据路径积分法可得

ξ′(t) = − 1

τff
ξ(t) +

1

τff
ε1(t), (8)

其中 ε1(t)为高斯白噪声, 其统计性质为

⟨ε1(t)⟩ = 0, ⟨ε1(t)ε1(t′)⟩ = 2Dffδ(t− t′), (9)

这里 τff和Dff分别表示有效噪声相关时间和强度,

τff =
2(2− q)

5− 3Q
τ1, Dff =

(
2(2− q)

5− 3Q

)2

D. (10)

当Q → 1时, ξ(t)可近似看作自相关时间为 τff, 噪
声强度为Dff的高斯色噪声. 根据一致有色噪声近
似, (1)式可写成

dx
dt =

1

E(x)
[−(bx+ cx3 + dx5) + xε1(t) + η(t)

+A cos(Ωt)], (11)

其中

E(x) = 1− τff

[
− 2x2 − A cos(Ωt)

x

]
. (12)

方程 (12)进一步可写为
dx
dt = f(x) + g(x)H(t), (13)

其中H(t)表示高斯白噪声, 有

⟨H(t)⟩ = 0,

⟨H(t)H(t′)⟩ = 2δ(t− t′),

f(x) =
−(bx+ cx3 + dx5) +A cos(Ωt)

E(x)
,

g(x) =
(Dffx

2 + q)1/2

E(x)
. (14)

根据方程 (1)—(14)得到近似的Fokker-Planck
方程

∂p(x, t)

∂t
= −∂A(x)p(x, t)

∂x
+
∂2B(x)p(x, t)

∂x2
, (15)

其中

A(x) = − bx− cx3 − dx5 +A cosΩt+ 1

2
B′(x),
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B(x) =
px2

1 + 2τ1
+

2λ
√
pq

1 + 2τ3
x+

q

1 + 2τ2
. (16)

根据方程 (15)可以得到三稳态概率密度函数 [20]

p(x, t) =
N√
B(x)

exp
[
− Ũ(x)

p

]
, (17)

式中N为归一化常数, 则广义势函数 Ũ(x)的表达

式为

Ũ(x) = C1x
4 + C2x

3 + C3x
2 + C4x+ C5 lnB(x)

+ C6 arctan
(
x+ ψ1

ψ2

)
, (18)

其中

C1 =
d(1 + 2τ1)

4
,

C2 = −
2λd

√
pq(1 + 2τ1)

2

3p(1 + 2τ3)
,

C3 =
c(1 + 2τ1)

2
− 2qC1(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ2)

−
3λC2

√
pq(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ3)
,

C4 = − 3qC2(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ2)
−

4λC3
√
pq(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ3)
,

C5 =
b(1 + 2τ1)− p

2
− qC3(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ2)

−
λC4

√
pq(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ3)
,

C6 =
pA cosΩt−

pλ
√
pq

1 + 2τ3
− p− qC4

1 + 2τ3
−

2λC5
√
pq

1 + 2τ3
q

1 + 2τ2
− λ2q(1 + 2τ1)

(1 + 2τ3)2

,

ψ1 =
λ
√
pq(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ3)
,

当
λ2(1 + 2τ1)(1 + 2τ2)

(1 + 2τ3)2
< 1时,

ψ2 =

√
q(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ2)
− λ2q(1 + 2τ1)2

p(1 + 2τ3)2
,

当
λ2(1 + 2τ1)(1 + 2τ2)

(1 + 2τ3)2
> 1时,

ψ2 =

√
λ2q(1 + 2τ1)2

p(1 + 2τ3)2
− q(1 + 2τ1)

p(1 + 2τ2)
. (19)

3 三稳态系统中噪声对稳态概率密度
的影响

根据稳态概率密度公式, 分别作出概率密度函
数随乘性噪声强度、加性噪声强度、乘性噪声自关

联时间、加性噪声自关联时间、乘性和加性噪声互

关联时间, 乘性和加性噪声互关联强度变化的曲
线, 观察曲线, 讨论噪声对概率密度函数的影响, 判
断是否产生新的非线性现象, 为平均首次穿约时
间, 信噪比等问题的研究打下基础.

3.1 噪声互关联强度对稳态概率密度的

影响

概率密度函数随噪声互关联强度变化的曲线

如图 1和图 2所示.
从图中可以看出当λ = 0时, p(x, t)结构对称,

有三个波峰; 当λ = 0.3时, 结构不对称, 随着λ的

增加左边的峰逐渐升高, 而右边的峰值逐渐降低;
当λ = 1时, 左边的峰增到最大, 右边的峰完全消
失. 当λ = −0.3时, 随着 |λ|的增加右边的峰值逐
渐升高, 而左边的峰值逐渐降低; 当λ = −1时, 右
边的峰增到最大, 左边的峰完全消失. 在这个过程
中, 波峰数目发生了变化, 即噪声互关联强度可以
导致系统非平衡相变.
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图 1 概率密度函数随噪声非负互关联强度 λ变化的曲线
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图 2 概率密度函数随非正噪声互关联强度 λ变化的曲线
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3.2 噪声强度对稳态概率密度的影响

图 3、图 4分别表示乘性、加性噪声强度随稳态

概率密度的影响.
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图 3 概率密度函数随乘性噪声强度 p变化的曲线
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图 4 概率密度函数随加性噪声强度 q变化的曲线

在图 3中,随着乘性噪声强度p的增加,波峰高
度逐渐降低, 波峰数目始终不变, 即乘性噪声不会
导致系统非平衡相变. 图 4中, 随着加性噪声强度 q

的增加, 左边锋逐渐降低, 而右边峰逐渐升高, 且波
峰数目不同, 结构发生变化, 则加性噪声可诱导系
统非平衡相变.

3.3 噪声关联时间对稳态概率密度的影响

图 5—图 7分别表示乘性噪声自关联时间 τ1、

加性噪声自关联时间 τ2以及两噪声互相关时间 τ3

对稳态概率密度的影响. 图 5中, 随着乘性自关联
时间 τ1的增大, 峰的高度增加, 数目不变, 说明乘
性自关联时间不会引起非平衡相变.

图 6中随着加性自关联时间 τ2的增大, 峰的高

度增加, 波峰向左移动, 波峰数目不变, 说明加性自
关联时间也不会引起非平衡相变, 即乘性、加性色
噪声自关联时间均不引起系统非平衡相变. 图 7中

随着噪声互关联时间 τ3的增大, 波峰高度降低, 数
目增多, 可以恢复系统的对称结构, 因此噪声互关
联时间可以引起相变.
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↽
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 ⊲

图 5 概率密度函数随乘性噪声自关联时间 τ1变化的

曲线
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图 6 概率密度函数随加性噪声自关联时间 τ2变化的

曲线
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图 7 概率密度函数随噪声互关联时间 τ3 变化曲线
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4 结 论

本文通过研究色关联乘性和加性色噪声对稳

态概率密度的影响, 得到以下结论:
1.乘性、加性噪声之间的互关联强度λ = 0时,

p(x, t)具有对称三峰结构, 当 0 < |λ| < 1时, 波峰
高度和位置发生改变, 当 |λ| = 1时, 波峰数目发生
改变, 只剩下一个波峰, 即噪声关联强度可以引起
了三稳态系统非平衡相变;

2.乘性噪声强度不会引起三稳态系统非平衡
相变, 而加性噪声强度可以引起三稳态系统非平衡
相变, 它们的影响不同;

3.乘性噪声和加性噪声的自相关时间均不引
起三稳态系统非平衡相变, 但它们的互相关系数引
起三稳态系统非平衡相变.

在研究三稳态系统的稳态问题过程中, 有多种
因素可以诱导三稳态系统非平衡相变, 而且我们发
现了一些新的非线性现象, 这为以后将要研究的
首次穿越时间、信噪比以及随机共振等问题打下了

基础.
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Abstract
The steady-state problems of a tristable system are studied under the action of color correlated multiplicative and

additive colored noise. Firstly, the expression of the steady-state probability density function is derived based on the
uniform colored noise approximation, and then the change regulation of the steady-state probability density function is
analyzed with the change of the strength and relevance of multiplicative noise and additive noise. Results show that the
non-equilibrium phase transition of the system can be induced by the correlation strength and time of additive noise and
multiplicative noise as well as the additive noise strength.

Keywords: multiplicative colored noise, plus colored noise, steady-state probability density function,
tri-state system
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