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全球风场构建涡度、散度的新方法∗
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( 2013年 12月 12日收到; 2014年 4月 27日收到修改稿 )

目前在数值预报中通常利用风场借助于差分方法来构建涡度和散度场, 这个问题涉及到观测资料求微分
的问题, 从数学上来说, 此问题是不适定的. 在有限区域上构建时可以采用一维数值微分来实现, 但此方法在
端点部分的资料必须是精确的, 本文提出了新的方法, 该方法借助于周期函数的一维数值微分, 并用该方法应
用到全球风场构建涡度、散度中去, 同时与通常的差分方法进行了比较, 利用涡度、散度计算了流函数和势函
数, 然后用流函数和势函数重构初始风场. 结果表明, 本文提出的方法算法稳定、可行且计算精度比差分方法
高, 为应用到全球气象资料的诊断分析及预报中提出了新的思路.

关键词: 风场, 涡度, 散度, 数值微分
PACS: 92.60.Wc, 92.60.–e DOI: 10.7498/aps.63.179201

1 引 言

在描述大气的运动和演变中, 涡度、散度是两
个非常重要的物理量, 涡度表征大气运动的旋转特
征, 而散度表征大气运动的辐合 (辐散)特征. 在天
气分析和预报中, 经常使用涡度、散度或者其与其
他物理量组合成的新物理量来诊断天气形势或气

象要素 [1−9], 按照涡度和散度的计算公式, 其是利
用风场对空间坐标进行微分运算得到的. 在风场没
有观测误差的情况下, 利用差分方法代替微分运算
的精度是可以保证的, 但当风场存在较小的观测误
差时, 此时利用风场求涡度和散度的问题就成为一
个在Hadamard意义下的典型的不适定问题 [10,11],
即较小的观测误差却有可能造成计算的涡度和散

度出现较大的误差. 而实际中风场的观测误差是
不可避免的, 这就使得用有限差分代替微分也就
成为数值天气预报误差的一个来源. 为了求解该
不适定性问题, 很多学者采用不同方法进行了研
究 [10,12−16], 其中吉洪诺夫 (Tikhonov)正则化方法

是具有代表性的方法之一 [17−20], 蔡其发和黄思训
等 [21]提出了利用该方法结合数值微分计算有限区

域内涡度的新方法, 结果表明, 该算法的精度高于
中央差分算法, 且用该算法计算的涡度对较小尺度
天气系统的识别能力明显比中央差分算法的强. 由
于该算法对有限区域内进行涡度和散度的计算时,
需要假定边界上的值是精确的, 而全球大气在水平
方向是具有周期的, 所以应该采用周期边界的数值
微分方法. 本文将一维一阶周期函数数值微分问题
的正则化求解思路 [22]应用到计算全球大气的涡度

和散度中, 首先给出算法的原理及算法设计, 然后
进行了理想试验, 最后利用实际风场进行了试验,
验证了算法设计的合理性和正确性.

2 数值试验

2.1 一维理想试验

首先用一组理想数据来检验一维一阶周期

函数导数重构算法的可行性. 取一阶导数有解
析解的函数 y = sinx, 在 [0, 2π]区间上分别作 50,
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100, 200等份, 可计算出各等分点上的精确值. 设
观测值为在各点精确值上叠加随机误差, 误差为
[−0.01, 0.01]之间均匀分布的随机数, 这反映了观
测误差为 δ = 0.01. 然后利用观测值, 分别采用中
央差分法和一维一阶周期函数数值微分问题的正

则化求解方法 (见附录)计算 sinx的一阶导数, 其
中正则化参数α = δ2 = 0.0001. 图 1和图 2分别给

出了不同等份情况下, 中央差分法、数值微分法计
算的导数与 y = sinx导数的精确解即 cosx的误差
分布.

对比分析图 1和图 2可以得到, 中央差分法计
算的导数与精确导数之间的误差随着等份数的增

加而增大, 这表明用差分方法计算导数时, 带有观
测误差的观测数据使其导数的误差随观测点加密

而变大, 而用数值微分方法计算的导数的误差不随
观测密度加大而变大, 且和差分方法相比其误差始
终维持在较低的水平. 这充分说明用差分法计算带
有观测误差的观测数据的一阶导数是不适定的, 该
理想试验的结果也表明, 本文的周期函数的一阶导
数构建算法是稳定可行的.
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图 1 不同等分情况下, 中央差分法计算的导数与
y = sinx导数的精确解之间的误差分布 (图中横坐标
表示区间 [0, 2π])

0 1 2 3 4 5 6 7

-0.02

-0.015

-0.01

-0.005

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

100

50

200

0

图 2 不同等分情况下, 数值微分法计算的导数与
y = sinx导数的精确解之间的误差分布 (图中横坐标
表示区间 [0, 2π])

2.2 实际风场试验

2.1节中给出了一维的理想试验结果, 而实际
上数值预报中的物理量通常是等压面上的二维场.
对于球面上利用观测风场计算涡度和散度的问题,
在纬圈上, 从纬圈上的任意一个点出发绕大圆一圈
回到初始点, 其具有 2π的周期. 在经圈上, 将经度
为λ、纬度从−90◦—90◦(从南极到北极)的半个经
圈与经度为λ + 180◦、纬度从 90◦—−90◦(从北极到
南极)的另外半个经圈组成一个球面上的大圆, 在
该大圆上物理量同样具有2π的周期. 因此, 可以分
别在纬圈和经圈这个大圆上, 逐行逐列的利用一维
一阶导数重构算法来计算. 下面给出一个利用全球
实际风场资料计算涡度、散度的例子, 由于涡度、散
度不能直接观测, 很难找到一个真实值用来检验数
值微分和差分这两种方法的优越性, 为此, 本文进
一步设计了如下的对比检验方案: 首先利用数值微
分和差分方法计算的涡度和散度计算流函数和势

函数, 然后利用流函数和势函数重构观测风场, 通
过将重构风场与原始观测风场的对比来检验数值

微分与差分方法的优劣. 利用观测风场计算涡度、
散度以及重构初始风场的计算过程如下.

首先利用观测风场求涡度和散度, 球坐标系下
的计算公式为

ζ =
1

R cosφ

[∂v
∂λ

− ∂u

∂φ
cosφ+ u sinφ

]
,

D =
1

R cosφ

[∂u
∂λ

+
∂v

∂φ
cosφ− v sinφ

]
, (1)

其中, ζ, D分别为涡度和散度, R为地球半径, λ为
经度, λ ∈ [0◦, 360◦], φ为纬度, φ ∈ [−90◦, 90◦].

然后利用涡度、散度与流函数、势函数的关系,
计算流函数和速度势, 计算公式为

∇2ψ = ζ, ∇2χ = D, (2)

其中, ψ, χ分别为流函数和速度势, (2)式为泊松方
程, 已有的研究表明, 流函数和速度势的计算在周
期边界的全球范围内可以得到惟一精确解 [23], 这
里采用常用的松弛迭代算法求解.

最后利用流函数、速度势与风场的关系重构风

场, 球坐标系下的计算公式为

u =
1

r cosφ
∂χ

∂λ
− 1

r

∂ψ

∂φ
,

v =
1

r cosφ
∂ψ

∂λ
+

1

r

∂χ

∂φ
. (3)
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以上为由观测风场计算涡度、散度, 再由涡度、
散度重构风场的全部过程. 下面利用实际风场资料
进行试验, 使用的资料为国家气象中心提供的全球
交互式大集合 (TIGGE)资料中的欧洲中期天气预
报中心 (ECMWF)的集合预报产品, 本文随机选取
2007年7月8日00时 (世界时)的500 hPa分析风场
进行试验. 首先, 在该分析场上叠加均匀分布的随
机误差 [−δ, δ]生成观测风场uo, vo, 通过改变 δ可

以改变误差的大小. 对观测风场利用一维一阶数
值微分算法求涡度、散度的方法为: 首先利用数值

微分算法沿每条经线和纬线计算一阶偏导数
∂v

∂λ
,

∂u

∂φ
, ∂u
∂λ
和

∂v

∂φ
, 然后利用 (1)式计算得到全球的涡

度 ζ1和散度D1. 类似地, 采用中央差分法求涡度、
散度的方法为: 首先利用中央差分法求 ∂v

∂λ
, ∂u
∂φ

,
∂u

∂λ
和

∂v

∂φ
, 然后利用 (1)式求得全球的涡度 ζ ′1和散

度D′
1. 接下来利用数值微分和中央差分方法计算

的涡度和散度 ζ1, D1和 ζ ′1, D′
1以及 (2)式, 通过采

用相同的松弛迭代算法求解泊松方程, 得到与数值
微分和中央差分方法相对应的流函数和势函数, 分
别为ψ1, χ1和ψ′

1, χ′
1. 最后分别利用数值微分和中

央差分方法得到的流函数和势函数以及 (3) 式重构
初始观测风场, 利用数值微分方法和中央差分方法
重构时, 区别在于 (3)式中的偏导数分别采用数值
微分方法和中央差分方法计算. 为了比较算法的精
度, 我们分别用数值微分方法和中央差分方法计算
了涡度、散度, 然后都采用松弛迭代算法计算流函
数和速度势, 最后又分别采用数值微分方法和中央
差分方法重构了观测风场.
表 1 不同观测误差下全球范围重构纬向风场与初始纬向

风场的均方根误差及改进率

观测误差/(m/s) δ = 0.1 δ = 0.5 δ = 1.0 δ = 1.5

中央差分法/(m/s) 32.42 32.42 32.43 32.43

数值微分法/(m/s) 12.34 11.67 11.68 12.64

改进率/% 61.9 64.0 64.0 61.0

为了检验算法的稳定性, 设计不同误差 δ进行

了敏感性试验, δ分别取为 0.1 m/s, 0.5 m/s, 1.0
m/s, 1.5 m/s. 表 1和表 2分别给出了不同误差下

全球范围重构纬 (经)向风场与初始纬 (经)向风场
的均方根误差以及数值微分法相对于中央差分法

的改进率.

分析表 1 和表 2可以得到, 对于不同的观测误

差, 数值微分法重构初始风场的均方根误差都明显

小于中央差分法的结果, 这表明, 数值微分算法的

精度要比中央差分方法的高.
表 2 不同观测误差下全球范围重构经向风场与初始经向

风场的均方根误差及改进率

观测误差/(m/s) δ = 0.1 δ = 0.5 δ = 1.0 δ = 1.5

中央差分法/(m/s) 32.39 32.39 32.39 32.40

数值微分法/(m/s) 9.94 9.95 9.97 9.17

改进率/% 69.3 69.3 69.2 71.7
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图 3 (网刊彩色) δ = 1.0时中央差分法与数值微分法得

到的全球涡度、散度差值场 (a)涡度差值场; (b) 散度差
值场
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图 3给出了 δ = 1.0时 (δ取其他值的情况与之
类似)中央差分法与数值微分法得到的全球涡度、
散度差值场, 为了清晰起见, 图中给出了绝对值大
于 1 × 10−6/s等值线的彩色阴影图. 分析图 3可以

得到, 无论是涡度差值场还是散度差值场, 其在南
北半球的低纬及中高纬地区都存在许多差值较大

的区域, 这表明, 无论是涡度还是散度, 用中央差分
法和数值微分法得到的结果是存在明显差异的. 为
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图 5 δ = 1.0时中央差分法和数值微分法重构纬向风场与初始纬向风场对比图 (a)中央差分法重构的纬向风场;
(b)数值微分法重构的纬向风场; (c)初始纬向风场
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了更加清晰地看出两种方法计算结果的差异,
图 4给出了图 3中矩形方框包含区域 (140◦E—
180◦E, 28◦N—48◦N) 局部放大的涡度差值场, 从
图 4也可以看出, 在该区域数值微分法与中央差分
法计算的涡度是存在较明显的差异的. 由于涡度、
散度没有真实的观测值, 无法比较哪种方法的结
果更加接近真实值. 图 5给出了 δ = 1.0时中央差

分法和数值微分法重构的全球纬向风场与初始纬

向风场对比图 (径向风场的情况类似, 限于篇幅略
去), 仔细对比分析图 5 (a),(b),(c) 这三张图可以得
到, 虽然两种方法重构的纬向风场与初始纬向风场
在总体分布上是比较相近的, 原因在于本文所用的
TIGGE资料是利用数值模式客观分析而成的资料,
其比较好地接近于真实观测资料, 但同时两种方法
重构的全球纬向风场与初始纬向风场在南北半球

的低纬及中高纬地区都存在一些差异较大的区域,
而数值微分重构的纬向风场比中央差分的结果更

加接近初始纬向风场, 这从表 1的均方根误差对比

中也可以得到, 全球区域数值微分相对于中央差分
的改进率达到了 64.0%. 同样为了更加清晰地看出
两种方法重构风场的差异性, 图 6给出了图 5中矩

形方框包含区域 (100◦E—160◦E, 0◦N—60◦N) 局
部放大的对比图, 仔细对比分析图 6 (a),(b),(c)这
三张图可以发现它们在一些细节上存在明显的

差异, 如在 (147◦E, 11◦N)附近, 初始观测风场存
在一个较大范围的负值区域, 数值微分法重构的
风场同样也存在一个较大范围的负值区域, 且−5

m/s(东风)等值线的走向与初始观测风场非常接
近, 但中央差分法重构的风场却仅有一个范围很
小的负值区域. 此外, 对比分析 (117◦E, 47◦N)和
(155◦E, 55◦N)附近的区域也能够明显地看出, 数值
微分法重构的风场比中央差分法重构的风场更加

接近初始风场.
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图 6 亚洲区域中央差分法和数值微分法重构纬向风场与初始纬向风场对比图 (a)差分法重构的纬向风场; (b)
数值微分法重构的纬向风场; (c)初始纬向风场
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从以上的定量对比以及定性分析可以得到,
数值微分方法重构的风场比中央差分法更加接近

初始风场, 这表明数值微分方法比中央差分方法
优越.

3 结 论

本文利用一维一阶周期函数数值微分的原理

设计了算法, 并进行了数值试验, 理想试验表明, 该
算法是稳定可行的且精度高于差分法, 利用实际资
料计算涡度、散度然后进行初始风场的重构试验表

明, 数值微分方法优于中央差分方法. 本文的工作
是初步的, 将该算法应用到实际天气过程或气候事
件的全球气象资料诊断分析中是下一步将要开展

的工作.

附录: 一维一阶周期函数数值微分问题的
正则化求解

正则化方法是吉洪诺夫提出的求解不适定问题的一般

性方法, 在求解一维一阶周期函数数值微分问题时具有明
显的优势. 下面分别将用该方法求解一维一阶周期函数数
值微分问题的原理及算法设计作一下介绍.

1 问题的数学表述及已有的主要结果

设 y = f(x)是定义在 [0, 1]上以 1为周期的连续可微
函数, 将区间 [0, 1]等距划分成n等分, 记h = xi+1 − xi =

1/n, i = 0, 1, 2, · · · , n − 1. 我们考虑以下的周期函数的数
值微分问题:

给定函数 y在点 xi处的观测值 ỹi满足 ∥ỹi − f(x)∥ 6
δ, i = 0, 1, 2, · · · , n, 且 ỹ0 = ỹn. 利用观测数据 ỹi, 求 f(x)

的微分.
此问题是不适定的, 利用Tikhonov正则化来求周期

函数的微分, 既可以消除不适定性, 又可以消除求导中高频
振荡. 理论证明得到如下结论 [13]:

定理1 对 ∀α, 泛函

J [f ] = min
f∈H2(0,1)
f(0)=f(1)

{
1

n

n∑
j=0

∣∣ỹi − f(xj)
∣∣2

+ α

∫ 1

0

∣∣f”(x)
∣∣2dx

}
. (A1)

达极小时, 存在惟一的解 f∗(x), 它由一个分段三次样条函
数组成, 其中H2(0, 1) =

{
f |f, f ′连续, f ′′分片连续

}
.

定理2 对于定理 1中的 f∗(x)有如下的误差估计:∥∥f ′
∗ − y′∥∥

L2(0,1)

=
(∫ 1

0

∣∣f ′
∗(x)− y′(x)

∣∣2dx
) 1

2

6 2δ
1
2
(√

2
∥∥y′′∥∥

L2(0,1)

)
+ h

[
4
∥∥y′′∥∥

L2(0,1)
+

1

π

∥∥y′′∥∥
L2(0,1)

]
.

2 一维一阶周期函数数值微分算法构建

根据定理 1和定理 2设计算法来重构正则化解 f∗(x).
设在 [xj , xj+1]上的三次样条函数 f∗(x)的表达式为

f∗(x) = aj + bj(x− xj) + cj(x− xj)
2

+ dj(x− xj)
2,

j = 0, 1, 2, · · · , n− 1. (A2)

对于此问题共有 4n个待定系数, 分别为 aj , bj , cj , dj ,
j = 0, 1, 2, · · · , n − 1, 这些系数可以通过求解下列方程组
(A3)—(A6) 求得, 可以证明解是惟一的 [11].

在分点直到二阶导数连续, 共 3(n− 1)个方程, 为

f (i)
∗ (x+

j ) = f (i)
∗ (x−

j ), (A3)

其中 i = 0, 1, 2, 表示 0阶、一阶和二阶导数, j = 1, 2, · · · ,
n− 1, xj的上标符号 “+”和 “−”分别表示右极限和左极限
(下同).

在分点处三阶导数间断, 共n− 1个方程, 为

f ′′′
∗ (x+

j )− f ′′′
∗ (x−

j ) =
1

αn
(ỹj − f(xj)),

j = 1, 2, · · · , n− 1. (A4)

在边界上具有周期且连续的条件 3个, 为

f (i)
∗ (0) = f (i)

∗ (1), i = 0, 1, 2. (A5)

边界点三阶导数间断条件 1个, 为

f ′′′
∗ (0+)− f ′′′

∗ (1−) =
1

αn
(ỹ0 − f∗(x0)). (A6)

第一步: 进行边界点的算法构造. 因为 f∗(x)以 1为
周期, 因此其在 [x0, x1]与 [xn, xn+1]内表达形式是一致的.
故令 a0 = an, b0 = bn, c0 = cn, d0 = dn.

由 f ′′
∗ (0) = f ′′

∗ (1)可推导得

dn−1 = (c0−cn−1)/(3h) = (cn−cn−1)/(3h). (A7)

由 f ′
∗(0) = f ′

∗(1)可得

bn = bn−1 + 2cn−1h+ 3dn−1h
2. (A8)

由 f∗(0) = f∗(1)可得

an = an−1 + bn−1h+ cn−1h
2 + dn−1h

3, (A9)

由 f ′′′
∗ (0)− f ′′′

∗ (1) = (ỹ0 − a0)/(an)可得

an = ỹn − 6an(dn − dn−1). (A10)

第二步: 对于内部点的构造, 其推导过程与边界上
类似, 限于篇幅, 这里略去推导过程.

由 f ′′
∗ (x

+
j ) = f ′′

∗ (x
−
j ), j = 1, · · · , n − 1并与 (A7)式

相合并可得

dj−1 = (cj − cj−1)/(3h),
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j = 1, · · · , n− 1, n. (A11)

由 f ′
∗(x

+
j ) = f ′

∗(x
−
j ), j = 1, · · · , n− 1并与 (A8)式相

合并可得

bj = bj−1 + 2cj−1h+ 3dj−1h
2,

j = 1, · · · , n− 1, n. (A12)

由 f∗(x
+
j ) = f ′

∗(x
−
j ), j = 1, · · · , n− 1并与 (A9) 式相

合并可得

aj = aj−1 + bj−1h+ cj−1h
2 + dj−1h

3,

j = 1, · · · , n− 1, n. (A13)

由 f ′′′
∗ (x+

j ) − f ′′′
∗ (x−

j ) =
1

αn
(ỹj − f∗(xj)), j =

1, · · · , n− 1并与 (A10) 式相合并得

aj = ỹj − 6αn(dj − dj−1),

j = 1, · · · , n− 1, n. (A14)

第三步: 由 (A14)、(A11)导出 a, c的第一关系式为

aj = ỹj − 6αn(dj − dj−1)

= ỹj − 6αn
cj−1 − 2cj + cj+1

3h
,

j = 1, · · · , n− 1, n. (A15)

第四步: 由 (A11), (A12)导出 a, c的第二关系式为

aj−1 − 2aj + aj+1

h
=

h

3
[cj−1 + 4cj + cj+1],

j = 1, · · · , n− 1, n. (A16)

若记向量:
a = (a1, a2, · · · , an)

T, ỹ = (ỹ1, ỹ2, · · · , ỹn)T,c =

(c1, c2, · · · , cn)T, 则a, c 的两个关系式可以分别改写为

a = ỹ − 2αnQC, (A17)

TC = Qa. (A18)

由 (A17), (A18)可以继续推导得到向量c的表达式为

c = (T + 2αnQ2)−1Qỹ, (A19)

其中T , Q为下列n× n阶矩阵

T =



4h
3

h
3

0 0 · · · 0 0 h
3

h
3

4h
3

h
3

0 · · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 0 · · · · · · h
3

4h
3

h
3

h
3

0 0 · · · · · · 0 h
3

4h
3


,

Q =



− 2
h

1
h

0 · · · 0 0 1
h

1
h

− 2
h

1
h

· · · 0 0 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

0 0 · · · · · · 1
h

− 2
h

1
h

1
h

0 · · · · · · 0 1
h

− 2
h


.

经过上述四步后, 可以得到一维一阶周期函数数值微分的

算法流程, 见图A1 .

T, Q  ,  y%

b/bn

~a/y֓αnQC

~c/↼T⇁αnQ2↽-1Qy

aj֓aj֓

h
bj֓/             ֓cj֓h⇁h2֒ j/֒SSS֒n֓֒n

d/dn

cj֓cj֓

h
dj֓/             ֒ j/֒SSS֒n֓֒n

ϕf⇀↼x↽/bj⇁cj↼x֓xj↽⇁dj↼x֓xj↽2֒ x∈[xj֒ xj⇁]֒ j/֒֒SSS֒n֓

 f⇀↼x↽/aj⇁bj↼x֓xj↽⇁cj↼x֓xj↽2⇁cj↼x֓xj↽2⇁dj↼x֓xj↽3֒ x∈[xj֒ xj⇁]֒ j/֒֒SSS֒n֓

图A1 一维一阶周期函数数值微分的算法流程
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A new method for calculating vorticity and divergence
using global wind field∗
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Abstract
Vorticity and divergence can be calculated using wind field in numerical forecast. The issue involves the problem

of calculating differentiation using observation data, and it is ill-posed in mathematics. In a limited domain, the one-
dimensional numerical differentiation can be used to calculate vorticity and divergence, but the method requires that the
data along the boundary be accurate. This paper suggests a new method of calculating vorticity and divergence using
the periodical function’s one-dimensional numerical differentiation algorithm, and comparison is made with usually used
difference method. The stream function and velocity potential are calculated using vorticity and divergence, and the
initial wind field is reconstructed using the stream function and velocity potential. Results show that the algorithm
proposed in this paper is stable, feasible, and its accuracy is superior to the difference method. It provides a new idea
that the method mag be used in global meteorology data diagnosis analysis and forecast.

Keywords: wind field, vorticity, divergence, numerical differentiation
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