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黏弹性问题的改进的复变量无单元Galerkin方法∗

彭妙娟† 刘茜

(上海大学土木工程系, 上海 200072)

( 2014年 4月 29日收到; 2014年 5月 20日收到修改稿 )

基于改进的复变量移动最小二乘法, 提出了二维黏弹性问题的改进的复变量无单元Galerkin方法. 采用
改进的复变量移动最小二乘法建立形函数, 根据Galerkin积分弱形式建立求解方程, 并用罚函数法施加本质
边界条件, 推导了二维黏弹性问题的改进的复变量无单元Galerkin方法的计算公式. 最后, 通过实际算例, 将
计算结果与复变量无单元Galerkin方法及有限元法的结果进行了对比, 说明了本文方法具有更高的计算精度
和计算效率.
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1 引 言

无网格方法 (meshless method)是近年来兴起
的一种新的数值方法. 不同于以往基于网格的方
法, 无网格方法在构造近似函数时采用基于点的近
似思想, 不像有限元法或边界元法那样进行初始网
格划分和网格重构, 能够克服有限元法和边界元法
对单元或网格的依赖性 [1,2].

目前已发展的无网格方法有无单元Galerkin
法 [3−6]、重构核粒子法 [7]、光滑粒子法 [8]、有限点

法 [9−11]、无网格Petrov-Galerkin方法 [12]、单位分

解法 [13,14]、复变量无网格方法 [15,16]和边界积分方

程的无网格方法 [17−23]等.
黏弹性问题由于本构关系比较复杂, 在求解其

数学模型的精确解时难度较大, 所以数值方法被
广泛用于求解黏弹性问题内部应力和应变的分布

规律. 随着无网格方法的发展, 许多学者将该方法
用于黏弹性问题. Yang和Liu[24]将时域精细算法

与EFG方法相结合, 求解黏弹性力学问题; Sladek
等 [25,26]运用无网格局部Petrov-Galerkin 方法对
各向异性材料进行应力分析, 并求解了二维非均质

线性黏弹性材料的准静态和瞬态响应问题; Cheng
等 [27]将复变量无单元Galerkin法应用于黏弹性
问题.

为了减少基于移动最小二乘法的无网格方法

的计算量, 程玉民等 [28−31]提出了一种新的构造无

网格方法形函数的方法—–复变量移动最小二乘
法. 复变量移动最小二乘法的优点是其试函数中所
含的待定常数减少了, 这样其形成的二维问题的无
网格方法可取较少的节点. 对任一场点来说, 其影
响域中所含的最小节点数就大大减少了, 进而在整
个求解域中所需选取的节点数目也可以大大减少.
这样, 基于复变量移动最小二乘法的无网格方法的
计算量可以大幅度减小. 基于复变量移动最小二
乘法, Cheng等建立了各种复变量无网格方法, 包
括复变量无单元Galerkin方法 (complex variable
element-free Galerkin method, CVEFG)[32,33]、复

变量边界无单元方法 [34]、复变量无网格流形

方法 [35,36]和改进的复变量无单元Galerkin方法
(improved complex variable element-free Galerkin
method, ICVEFG)[37−42]. 彭妙娟等 [43−47]提出了

势问题、弹性力学问题、弹塑性力学、弹性大变形

和黏弹性问题的复变量无单元Galerkin方法. Li
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等 [48]讨论了弹塑性大变形问题的复变量无单元

Galerkin方法. 文献 [49—53]基于复变量理论提出
了复变量重构核粒子法. Ren等 [54]建立了复变量

插值型移动最小二乘法.
无网格方法目前还存在着一些问题, 如求解时

间常常比有限元法等用时更长, 需要更合理地选择
数值积分方法以及影响域大小的比例参数等, 以保
证较高的计算精度和计算速度. 复变量移动最小二
乘法建立了向量函数的逼近格式,而改进的复变量
移动最小二乘法引入了共轭基函数, 使计算过程简
化, 在节点相同的情况下, 其计算精度更高、计算时
间更短.

本文将 ICVEFG方法应用于二维黏弹性问题.
基于改进的复变量移动最小二乘法建立形函数, 根
据Galerkin积分弱形式建立求解方程, 采用罚函数
法施加本质边界条件, 提出了蠕变情况下的二维黏
弹性问题的 ICVEFG方法. 最后通过数值算例验
证了本文方法比CVEFG方法具有更高的计算精
度和计算效率.

2 改进的复变量移动最小二乘法

在改进的复变量移动最小二乘法中, 设函数
u(z)的逼近函数为uh(z), 则

uh(z) = uh
1(z) + iuh

2 (z)

=
m∑
i=1

p̄i(z)ai(z)

= p̄T(z)a(z) z = x1 + ix2 ∈ Ω, (1)

其中 p̄T = (p̄1(z), p̄2(z), · · · , p̄m(z)) 是基向量为

pT = (p1(z), p2(z), · · · , pm(z))的共轭向量, aT =

(a1(z), a2(z), · · · , am(z))是相应的系数向量, m是
基函数的个数, Ω是问题所在的域.

相对于整体逼近, 在 z影响域内的局部逼近定

义为

uh(z, ẑ) =

m∑
i=1

p̄i(ẑ) · ai(z) = p̄T(ẑ) · a(z). (2)

定义泛函

J =

n∑
I=1

w(z − zI)|uh(zI , z)− u(zI)|2

= (P̄ a(z)− u∗(z))TW (z)

× (P̄ a(z)− u∗(z)), (3)

其中

P̄ =


p̄1(z1) p̄2(z1) · · · p̄m(z1)

p̄1(z2) p̄2(z2) · · · p̄m(z2)
...

... . . . ...

p̄1(zn) p̄2(zn) · · · p̄m(zn)

 , (4)

W (z)

=


w(z − z1) 0 · · · 0

0 w(z − z2) · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · w(z − zn)

 , (5)

u∗ = (u(z1), u(z2), · · · , u(zn))T = Qu, (6)

u = (u1(z1), u2(z1), u1(z2), u2(z2),

· · · , u1(zn), u2(zn))
T, (7)

Q =



1 i 0 0 0 0 · · · 0 0

0 0 1 i 0 0 · · · 0 0

0 0 0 0 1 i · · · 0 0
...

...
...

...
...

... . . . ...
...

0 0 0 0 0 0 · · · 1 i


n×2n

. (8)

对J取极小值,
∂J

∂a
= 0, (9)

可得

a(z) = C−1(z)B(z)u∗, (10)

其中

B(z) = PTW (z), (11)

C(z) = PTW (z)P̄ . (12)

于是, 局部逼近uh(z, ẑ)的表达式可以写成

uh(z, ẑ) = Φ(z)u∗ =
n∑

I=1

ΦI(z)u(zI), (13)

这里Φ(z)为逼近函数的形函数,

Φ(z) = (Φ1(z), Φ2(z), · · · , Φn(z))

= p̄T(z)C−1(z)B(z). (14)

由 (13)式可得

uh
1 (z) = Re[Φ(z)u∗]

= Re
[ n∑

I=1

ΦI(z)u(zI)

]
, (15)
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uh
2 (z) = Im[Φ(z)u∗]

= Im
[ n∑

I=1

ΦI(z)u(zI)

]
. (16)

改进的复变量移动最小二乘法在复变量移动

最小二乘法的基础上引入了共轭基函数, 其泛函
具有明确的物理意义, 可以提高计算精度和计算
效率 [37].

3 黏弹性问题的 ICVEFG方法

黏弹性体具有弹性性质和黏性性质, 由于变
形随时间而变化, 所以不能使用弹性力学的方法
来研究黏弹性体. 表征黏弹性体特性, 通常使用服
从胡克定律的弹性元件和牛顿黏性定律的黏性元

件,通过这两种元件的不同组合方式, 可以反映多
种复杂的黏弹性体的应力应变关系. Maxwell 模
型和 Kelvin 模型是黏弹性材料的两种典型的本构
模型 [55].

应力、应变与时间的关系在线性黏弹性中可以

表示为

ε(t) = σ0J(t), (17)

其中J(t)是蠕变柔量.
如果给定求解域Ω内的体力b, 在面力边界Γt

上的面力 t̄, 在位移边界Γu上的位移分布 ū (边界
条件与时间无关).

考虑二维黏弹性问题, 其平衡方程为

LTσ + b = 0 (在Ω域), (18)

其中L为微分算子矩阵,

L =


∂

∂x1
0

0
∂

∂x2
∂

∂x2

∂

∂x1

 , (19)

几何方程为

ε = Lu (在Ω域), (20)

物理方程为

σ(z) = M1


e

e

0

+M2


e11

e22

e12

 , (21)

其中

M1 =


3K 0 0

0 3K 0

0 0 3K

 , (22)

M2 =


1

J1(t)
0 0

0
1

J1(t)
0

0 0
1

J1(t)

 . (23)

边界条件为

u = ū (在边界Γu上), (24)

n · σ = t̄ (在边界Γt上), (25)

其中

n =

n1 0 n2

0 n2 n1

 , (26)

n1和n2为边界点的外法线方向余弦.
由改进的复变量移动最小二乘法的试函数表

达式 (14), 域内任意场点 z的位移u∗(z)表示为

u∗(z) = u1(z) + iu2(z) = Φ(z)u∗

=

n∑
I=1

ΦI(z)u
∗(zI), (27)

其中

u∗(zI) = u1(zI) + iu2(zI). (28)

结合 (27)和 (28)式可以得到

u(z) =

u1(z)

u2(z)


=

n∑
I

Re[ΦI(z)] −Im[ΦI(z)]

Im[ΦI(z)] Re[ΦI(z)]


×

u1(z1)

u2(z2)


=

n∑
I

Φ̃I(z) · uI = Φ̃(z) ·U , (29)

其中U是节点位移向量, Φ̃(z)是形函数矩阵, n是
场点 z影响域内的节点总数,

Φ̃(z) = (Φ̃1(z), Φ̃2(z), · · · , Φ̃n(z)), (30)

Φ̃I(z) =

Re[ΦI(z)] −Im[ΦI(z)]

Im[ΦI(z)] Re[ΦI(z)]

 , (31)
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UT = (uT(z1),u
T(z2), · · · ,uT(zn)), (32)

u(zI) =

u1(zI)

u2(zI)

 . (33)

黏弹性平面问题中, 应力可表示为

σ(z) =


σ11

σ22

σ12


=


σv

σv

0

+


σ11 − σv

σ22 − σv

σ12


= M1


e

e

0

+M2


e11

e22

e12

 , (34)

其中 
e

e

0

 =
1

3


ε11 + ε22 + ε33

ε11 + ε22 + ε33

0


= B(1)(z) · u, (35)

e11

e22

e12

 =


ε11 −

1

3
(ε11 + ε22 + ε33)

ε22 −
1

3
(ε11 + ε22 + ε33)

1

2
ε12


= B(2)(z) · u, (36)

B(1)(z)是正应变矩阵

B(1)(z) = (B
(1)
1 (z),B

(1)
2 (z), · · · ,B(1)

n (z)), (37)

B(2)(z)是偏应变矩阵

B(2)(z) = (B
(2)
1 (z),B

(2)
2 (z), · · · ,B(2)

n (z)). (38)

对平面应力情况, 即σ33 = 0, 可得

B
(1)
I (z) =

1

3KJ1(t) + 2
·


Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

0 0

 , (39)

B
(2)
I (z) =


β1Re[ΦI,1(z)]− β2Im[ΦI,2(z)] −β1Im[ΦI,1(z)]− β2Re[ΦI,2(z)]

−β2Re[ΦI,1(z)] + β1Im[ΦI,2(z)] β2Im[ΦI,1(z)] + β1Re[ΦI,2(z)]
1

2
{Re[ΦI,2(z)] + Im[ΦI,1(z)]}

1

2
{−Im[ΦI,2(z)] + Re[ΦI,1(z)]}

 , (40)

其中β1和β2是常数,

β1 =
3KJ1(t) + 1

3KJ1(t) + 2
, (41)

β2 =
1

3KJ1(t) + 2
. (42)

令

B
(1∗)
I (z) =


Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

0 0

 , (43)

则 (39)式可写为

B
(1)
I (z) =

1

3KJ1(t) + 2
·B(1∗)

I (z). (44)

对平面应变情况, 即 ε33 = 0, 可得

B
(1)
I (z) =

1

3
·


Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

Re[ΦI,1(z)] + Im[ΦI,2(z)] −Im[ΦI,1(z)] + Re[ΦI,2(z)]

0 0

 , (45)
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B
(2)
I (z) =


2

3
Re[ΦI,1(z)]−

1

3
Im[ΦI,2(z)] −2

3
Im[ΦI,1(z)]−

1

3
Re[ΦI,2(z)]

−2

3
Re[ΦI,1(z)] +

1

3
Im[ΦI,2(z)]

2

3
Im[ΦI,1(z)] +

1

3
Re[ΦI,2(z)]

1

2
{Re[ΦI,2(z)] + Im[ΦI,1(z)]}

1

2
{−Im[ΦI,2(z)] + Re[ΦI,1(z)]}

 . (46)

黏弹性平面问题中, 应变可表示为

ε(z) =


ε11(z)

ε22(z)

ε12(z)

 = Lu∗(z) = L(Φ̃(z)u∗) = L(Φ̃(z)Qu)

=



(
Re

[ n∑
I=1

ΦI(z)u
∗(zI)

])
,1(

Im
[ n∑

I=1

ΦI(z)u
∗(zI)

])
,2(

Re
[ n∑

I=1

ΦI(z)u
∗(zI)

])
,2

+

(
Im

[ n∑
I=1

ΦI(z)u
∗(zI)

])
,1


= B(z) · u, (47)

其中

B(z) = (B1(z),B2(z), · · · ,Bn(z)), (48)

BI(z) =


Re[ΦI,1(z)] −Im[ΦI,1(z)]

Im[ΦI,2(z)] Re[ΦI,2(z)]

Re[ΦI,2(z)] + Im[ΦI,1(z)] −Im[ΦI,2(z)] + Re[ΦI,1(z)]

 . (49)

采用罚函数法引入位移边界条件, 得到黏弹性
问题的Galerkin积分弱形式为∫

Ω

δεTσdΩ −
∫
Ω

δuTbdΩ

−
∫
Γt

δuTt̄dΓt + α

∫
Γu

δuTS(u− u∗)dΓu

= 0. (50)

将 (34)和 (47)式代入 (50)式得到∫
Ω

δUT(BTM1B
(1))U dΩ

+

∫
Ω

δUT(BTM2B
(2))U dΩ

−
∫
Ω

δUTΦ̃TbdΩ

−
∫
Γt

δUTΦ̃Tt̄dΓt

+ α

∫
Γu

δUT(Φ̃TSΦ̃)U dΓu

− α

∫
Γu

δUT(Φ̃TSu∗)dΓu = 0. (51)

离散系统方程为

(K +Kα) ·U = F + F α, (52)

其中

K =
1

3KJ1(t) + 2
·
∫
Ω

BT ·M1 ·B(1∗)dΩ

+

∫
Ω

BT ·M2 ·B(2)dΩ, (53)

F =

∫
Ω

Φ̃T(z) · bdΩ +

∫
Γt

Φ̃T(z) · t̄dΓt, (54)

Kα = α

∫
Γu

Φ̃T(z) · S · Φ̃(z)dΓu, (55)

F α = α

∫
Γu

Φ̃T(z) · S · u∗dΓu, (56)

S =

Sx 0

0 Sy

 , (57)

其中,当x1(或x2)有位移约束时,相应的Sx (或Sy)
等于1, 否则为0.

上述即为二维黏弹性问题的 ICVEFG方法.

4 数值算例

本文基于上述理论, 对两个典型的黏弹性问题
算例进行了计算, 并将计算的精度与速度分别与
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CVEFG方法和有限元方法 (FEM)进行了比较. 算
例中, 影响域为矩形区域, 构造逼近函数时采用线
性基函数, 权函数采用三次样条权函数, 背景积分
单元上数值积分采用4× 4阶Gauss积分.

算例1 受均布荷载的悬臂梁

图 1所示为受均布荷载的悬臂梁, 梁长L =

8 m, 梁高H = 2 m, 取单位厚度. 材料的弹性模
量E = 1.0 × 108 Pa, Poisson 比 ν = 0.25, 剪切
变形的流变性质满足Kelvin黏弹性模型, 参数为
G = 2.0× 108 Pa. 均布荷载集度 q = 3.0× 104 Pa,
不计自重, 按平面应力问题计算.

图 2所示为求解域内的节点布置情况. 其中
dmax = 3.8为决定影响域大小的比例参数取值, 罚
因子α = (1.0× 103)× E.

q

L

H

x1

x2

O

图 1 受均布荷载的悬臂梁

图 2 节点布置

图 3和图 4分别给出了 t = 20 s时x1 = 1 m截
面上节点正应力和梁右端中点 (8, 0)的挠度随时间
的变化. 从图 3和图 4计算结果可以看出, ICVE-
FG方法比CVEFG方法更接近于有限元解, 计算
精度更高.

-1.0 -0.5 0 0.5 1.0
-1200

-400

400

1200

x2/m

σ
1
1
/
k
P
a

 CVEFG

 ICVEFG

 FEM

图 3 t = 20 s时 x1 = 1 m截面上节点正应力

算例2 受纯弯曲的梁

图 5为受纯弯曲的梁, 梁长L = 5 m, 梁高
H = 2 m, 取单位厚度. 材料的弹性模量E =

1.0 × 106 Pa, Poisson比 ν = 0.3, 剪切变形的流变
性质满足三参数模型, 其参数为G1 = 5.0× 105 Pa,
G2 = 1.0× 106 Pa和η = 2.0× 106 Pa·s. 其所受三
角形分布荷载大小如图 5所示, 不计体力, 按平面
应力问题计算.

由于梁具有对称性, 则取四分之一梁进行计
算. 在x1轴和x2轴上, 位移u1均为零, 令原点处
u2为零, 消除结构在x2方向上刚体位移. 图 6所示

为节点布置情况. 决定影响域大小的比例参数取
dmax = 4.0. 罚因子α = (1.0× 102)× E.

0 5 10 15 20
-0.14

-0.10

-0.06

-0.02

t/s 

u
2
/
m

 CVEFG

 ICVEFG

 FEM

图 4 梁右端中点 (8, 0)的挠度随时间的变化

L

2H

x2

x1

10 kPa10 kPa

 kPa10 kPa

O

图 5 受纯弯曲的梁

图 6 四分之一梁的节点布置

图 7为 t = 30 s时梁右端边界上节点水平位
移, 图 8为 t = 30 s时x1 = L/2截面上节点正应力.
当梁中的节点布置相同时, 采用 ICVEFG方法所得
的计算结果与CVEFG方法和FEM 计算结果进行
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比较. 从图 7和图 8可知, ICVEFG方法所得到的
计算结果与FEM算出的结果相差非常小, 而且此
方法比CVEFG方法更接近于有限元解, 计算精度
更高.

图 9为 t = 30 s时梁中性轴上节点挠度, 当精
度相似时, ICVEFG方法比CVEFG方法所使用的
计算时间更短. 可以看出, ICVEFG方法能够更加
节省计算时间.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
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0.02

0.04
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0.12
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/
m

x2/m

 CVEFG

 ICVEFG

FEM

图 7 t = 30 s时梁右端边界上节点水平位移
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 ICVEFG

FEM

图 8 t = 30 s时 x1 = L/2截面上节点正应力

0 1 2 3 4 5
-0.16

-0.12

-0.08

-0.04

0

u
2
/
m

FEM

ICVEFG-nodes=13T7 CPU, 22.15 s

CVEFG-nodes=13T7 CPU, 24.76 s

x1/m

图 9 t = 30 s时梁中性轴上节点挠度

5 结 论

本文基于改进的复变量移动最小二乘法, 将改
进的复变量无单元Galerkin方法应用于黏弹性问
题, 通过算例验证了该方法相对于复变量无单元
Galerkin方法计算精度和计算速度更高, 说明了该
方法的有效性.
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Abstract
In this paper, based on the improved complex variable least-square (ICVMLS) approximation, the improved complex

variable element-free Galerkin (ICVEFG) method for two-dimensional viscoelasticity problems is proposed. The ICVMLS
approximation is used to form the shape function, the Galerkin weak form is used to obtain the system equations, and the
penalty method is used to impose the essential boundary conditions, then the corresponding formulae of the ICVEFG
method for two-dimensional viscoelasticity problems are obtained. Finally, some numerical examples are given, and
the numerical results from the ICVEFG method are compared with those from the CVEFG method and finite element
method, and the results show that the ICVEFG method in this paper has the high computational precision and efficiency.

Keywords: meshless method, complex variable moving least-squares approximation, improved complex
variable element-free Galerkin method, viscoelasticity problem
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