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正压大气环流中的曲面周期波和孤波∗
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大尺度正压大气环流的波动特征对理解气候变化具有重要的意义, 而非线性浅水波方程组是描述大尺度
正压大气环流的原始控制方程. 本文对线性方程的复变函数解, 通过二次适当的移植,求得浅水波方程组的发
展方程的扰动位势的实变函数解, 该实变函数解析解由基流项和波动项两部分组成. 其中基流由波数、波速、
β效应、变形半径和时间的任意函数共同决定; 波动项与β 效应有关. 分析表明, 在大尺度正压大气环流中扰
动位势存在曲面的周期波和孤波的现象, 周期波与孤波相互调制而呈现不稳定性; 当多个周期孤波同时出现
时, 则彼此独立传播; 扰动位势波动项中的时间任意函数对曲面周期孤波的波幅有调制作用, 可控制波的产
生、发展和消失. 所得结果对研究大气波动现象和气候变化具有一定的理论参考价值.
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1 引 言

浅水波方程是研究大气和海洋中波和扰动及

其相互作用的重要动力模型 [1−6], 它在气候动力
学中也具有广泛的应用, 许多大尺度气候现象的
产生和发展, 可从浅水波方程的解中得到解释.
最早是Phillips[3]用浅水波方程的数值近似解, 模
拟Rossby-Haurwitz波的传播, 解释气候变化的现
象; 文献 [4, 5]也用浅水波方程的数值近似解, 模
拟对流层大气的运动行为, 文献 [6]解释了Rossby-
Haurwitz波的不稳定性.

对于大尺度无黏性不可压缩正压大气环流, 可
用β-平面近似的浅水波方程描述 [1,2]:

Ut + UUx + V Uy = −Φ′
x + fV, (1)

Vt + UVx + V Vy = −Φ′
y − fU, (2)

Φ′
t + UΦ′

x + V Φ′
y + (Φ+ Φ′)(Ux + Vy) = 0. (3)

最近, 我们利用多尺度微扰法, 导出了浅水波方程
(1)—(3)中扰动位势的非线性发展方程 [7]:

(c2 + µ2Bc1 + µ2Bc31ϕXXY

+ µ2c1B
3ϕY Y Y )ϕX − µ2(c1BϕY + c2)

× (B2ϕXY Y + c21ϕXXX) = 0, (4)

ϕ ≡ ϕ(X,Y, T ), X = c1x− c2t,

Y = By, T = Rot. (5)

式中ϕ为扰动位势; Rossby数Ro =
U

f0L
; µ =

R

L
,

变形半径R =

√
gH

f0
; Coriolis数取β平面近似

f = f0 + βy = f0(1 + RoBy), B =
βL2

U
; L为

水平尺度; H为大气层厚度的尺度; U为水平速

度的尺度; g为重力加速度; c1是波数, c2为波频.
Am =

∂

∂m
A, A = (U, V, ϕ), m = (x, y, t). 其中扰

动位势和速度的多周期波与冲击波 (爆炸波)并存
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的解析解表明, 扰动位势在经向和纬向具有不同周
期和波长的周期波, 都受纬向孤波的调制, 大气中
存在气旋和反气旋周期性分布的现象 [7], 可是实际
大气环流中还存在基流, 而该解析解中无基流项.

本文探索描述正压大气环流的方程 (4)中含有
基流的新解析解.在非线性系统中, 等相位线为直
线的平面周期波和孤波, 已有一些揭示 [7−15]. 波的
调制和剪切不稳定性的线性理论, 已被许多学者发
展和应用 [1,8]. 本文根据获得的解析解, 研究正压
大气环流中等相位线为曲线的周期波和孤波, 分析
曲面的周期波与孤波相互调制的不稳定性.

2 发展方程的新解析解

为了寻找非线性发展方程的解析解, 许多有
效的方法被广泛应用, 如 Bäcklund 变换法 [16]、

Darboux变换法 [17]、对称群法和约化法 [17−20]、Hi-
rota线性法 [10,11] 等. Lou[16,17]用Bäcklund 变换
法、Darboux变换法、对称法获得了 (2+1)维Euler
方程的解析解; 最近又提出了一种称之为“From
Nothing to Something”的思想 [21]. 受此启发, 我
们改变以往习惯于直接探索非线性方程实变函数

解的思路, 介绍利用线性方程的复变函数解, 间
接寻找非线性发展方程 (4)的实变函数解的一种
方法.

首先, 考虑线性方程

c21ϕXXX +B2ϕXY Y = 0, (6)

它的解为

ϕ = F1 + F2 + F3, (7)

F1 = F1(z1, T ), F2 = F2(z2, T ),

F3 = F3(Y, T ), (8)

z1 =
iBX

c1
+ Y =

iB(c1x− c2t)

c1
+By, (9)

z2 = X/2 +
ic1Y
2B

=
c1x− c2t+ ic1y

2
, (10)

式中 i2 = −1. 由 (9)和 (10)式可知, z1与β效应有

关, 而 z2与β效应无关, F1, F2和F3是所示变量的

任意函数.
其次, 将线性方程的这个解与ϕX(c2 + µ2Bc1)

组成方程

F1 + F2 + F3 = (c2 + µ2Bc1)ϕX , (11)

直接积分 (11)式, 可得

ϕ =

∫
(F1 + F2)dX

(c2 + µ2Bc1)
+

F3X

(c2 + µ2Bc1)
+ F4, (12)

式中F4 = F4(Y, T ) ,是待定函数; c2 + µ2Bc1 ̸= 0.
由于我们的目的是求非线性方程 (4)的解, 因此将
(12)式移植到非线性方程, 代入 (4)式, 寻找合适的
待定函数F1, F2, F3, F4. 得到

F3 = f1Y + f2, (13)

F4 =− (c2 + µ2Bc1)Y
3

6µ2B3c1

+
f3Y

2

2
+ f4Y + f5, (14)

式中 fi(i = 1, 2, 3, 4, 5)是 T的任意函数. 将 (13),
(14)式代入 (7) 式, 得非线性方程 (4)的解为

ϕ =− (c2 + µ2Bc1)Y
3

6µ2c1B3

+
f3Y

2

2
+ f4Y + f5

+

(f1Y + f2)X +

∫
(F1 + F2)dX

c2 + µ2Bc1
, (15)

式中F1和F2分别是 z1, z2的任意复变函数; F3和

F4是大气的基流, 由波数 c1、波频 c2、β效应、µ 和

T的任意函数 fi(i = 1, 2, 3, 4, 5)共同决定. 我们将
根据 (15)式, 分析讨论正压大气环流中相互调制的
周期波和孤波.

3 分析讨论

周期波和孤波对解析气候现象具有重要的意

义, 如Luo[22]和Huang等 [23] 利用正压位涡方程的

周期波和孤波探讨了气候异常的机理. 非线性发展
方程的周期波和孤波存在多种不同的表达形式, 如
双周期波 [24]、多周期孤波 [7]、由三角函数和双曲函

数表示的带有奇性的复合子 [25]、包络的孤波及调

制不稳定性 [26]. 本文主要分析讨论等相位线为曲
线的曲面的周期波和孤波. 曲面波能在不均匀的
介质中保持稳定的传播 [27], 在易扰动的介质中会
出现形状复杂的曲面波 [28]. 曲面波广泛存在于光
学 [29]、航空科学 [30]、超音波学 [31]和海洋等领域中,
并在有关技术中得到应用, 如在探测海洋表面的技
术中, 文献 [32—34]等提出用曲面波频谱估计方法
代替平面波频谱分析方案.
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我们根据 (15)式的解, 取复变函数F1和 F2 的

具体形式, 研究大气中扰动位势所具有的曲面波现
象. 由于F2与β 效应无关, 所以以下主要以F1所

表示的曲面波为例, 分析周期波和孤波的相互作用
及不稳定性的情况.

1) 首先选择

F1 = f6
∂

∂X
sech(m(z1 + a1T )

3),

F2 = 0, (16)

式中a1和m是任意的常数, f6是T的任意函数. 将
(16)式代入 (15)式, 得到 sech形式的复变函数解,
对它进行有理化, 分开实部和虚部, 然后取出其中
的实部, 经验证该实部是非线性发展方程 (4)中扰
动位势的解, 为

ϕr

=
f1Y + f2
c2 + µ2Bc1

X − (c2 + µ2Bc1)Y
3

6µ2c1B3

+
f3Y

2

2
+ f4Y + f5

+
cosh(ξ) cos(η)f6

(c2 + µ2Bc1)((cosh(ξ))2 − (sin(η))2) , (17)

式中

ξ =
(Y + a1T )m(3B2X2 − c21(Y + a1T )

2)

c21
, (18)

η =
mBX(B2X2 − 3c21(Y + a1T )

2)

c31
. (19)

(17)式可分为基流项

f1Y + f2
c2 + µ2Bc1

X − (c2 + µ2Bc1)Y
3

6µ2c1B3

+
f3Y

2

2
+ f4Y + f5

和波动项
cosh(ξ) cos(η)f6

(c2 + µ2Bc1)((cosh(ξ))2 − (sin(η))2) 两

部分. 其中基流项由纬向波数 c1、纬向波频 c2、β 效

应、µ和T的任意函数 fi(i = 1, 2, 3, 4, 5)共同决定,
表明大尺度大气在环流过程中, 它的基流不仅随空
间变化,而且随时间变化. 在波动项中, 由 (18)式
决定的 ξ是孤波的等相位线 (如图 1 ), 由 (19)式决
定的 η是周期波的等相位线 (如图 2 ). 它们的等相
位线均为多曲线, 所以该扰动位势的周期波和孤
波属于多曲面波. 多曲面孤波与周期波相互调制,
当 ξ = 0和 η = π/2 + kπ (k为整数)时, 出现了周
期性的奇点,是不稳定的周期孤波. 图 3展示了扰

动位势由多曲面的周期波和孤波相互调制而形成

的不稳定的周期孤波结构. 做图时考虑了大尺度
中纬度的物理背景以及 (4)和 (5)式, 选取了典型参
数的值为L = 106 m, g = 9.8 m·s−2, H = 104 m,
f0 = 10−4 s−1, U = 10 m·s−1, 由此可得B = 1.6,
µ = 3, R0 = 0.1.

在波动项中, T的任意函数 f6对扰动位势多曲

面周期孤波的波幅有调制的作用, 在此讨论它的取
值为以下三种情况.

当 f6 = sech(a2T + a3), a2和a3为任意常数

时, 在−1 < (a2T + a3) < 1范围内, f6 为有限值;
不在此范围 f6趋于零. 此时可描述扰动位势随时
间的变化而产生和消失的情况.

当f6 = exp(a2T +a3)时,若a2 > 0, f6随时间
的增大而增大, 则波动项可描述扰动位势随时间的
增大而产生的情况; 若a2 < 0, f6随时间的增大而
减小, 则波动项可描述扰动位势随时间的增大而消
失的情况.
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图 1 由 (18)式决定的孤波的等相位线 对应的参量值

为 a1 = 1, c1 = −1, c2 = 10, f1 = 0.002, f2 = 0.01,
f3 = 0.1, f4 = −0.01, f5 = 0.01, f6 = 0.1, m = 3,
t = 0
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图 2 由 (19)式决定的周期波等相位线 对应的参量值

为 a1 = 1, c1 = −1, c2 = 10, f1 = 0.001, f2 = 0.01,
f3 = 0.1, f4 = −0.01, f5 = 0.01, f6 = 0.1, m = 3,
t = 0
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当 f6 = sin(a2T + a3)时, 波动项可描述扰动
位势随时间而做周期性变化的状况.
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图 3 由 (17)式决定的曲面周期孤波 对应的参量

值为 a1 = 1, c1 = 0.1, c2 = −1.2, f1 = 0.0001,
f2 = f3 = f4 = f5 = 0.001, f6 = 0.2, m = 1, t = 0
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图 4 由 (21)式决定的曲面周期孤波 对应的参量

值为 a1 = 1, c1 = 0.1, c2 = −1.2, f1 = 0.0001,
f2 = f3 = f4 = f5 = 0.002, f6 = 0.05, m = 1, t = 0

将 (17)式依次代入文献 [7]中的 (18), (22),
(23) 以及 (9)和 (10)式, 可确定正压大气环流中
速度场的分布.

2) 考虑取

F1 = I ∗ f6
∂

∂X
sech(m(z1 + a1T )

3),

F2 = 0, (20)

式中a1和m是任意的常数, f6是T的任意函数. 将
(20)式代入 (15)式, 有理化后取实部, 经验证可得
非线性发展方程 (4)中扰动位势的又一个多曲面周
期孤波解为

ϕr =
f1Y + f2
c2 + µ2Bc1

X − (c2 + µ2Bc1)Y
3

6µ2c1B3

+
f3Y

2

2
+ f4Y + f5

+
sinh(ξ) sin(η)f6

(c2 + µ2Bc1)((cosh(ξ))2 − (sin(η))2) . (21)

与 (17)式相比, 基流项、奇点、ξ和 η相同, 但波动项
不同, 为

sinh(ξ) sin(η)f6
(c2 + µ2Bc1)((cosh(ξ))2 − (sin(η))2) ,

当 ξ = 0和 η = π/2 + kπ (k为整数)时, 也周期性
地出现奇点, 是不稳定的周期孤波, 如图 4 .

3) 考虑选择

F1 = 0,

F2 = f7
∂

∂X
sech(n(z2 + a2T )

3), (22)

式中a2和n是任意的常数, f7是 T的任意函数. 将
(22)式代入 (15)式, 有理化后取实部, 可得到与上
述相似的不稳定多曲面周期孤波解, 其中基流项相
同, 也由波数 c1、波频 c2、β 效应、µ和T的任意函

数 fi(i = 1, 2, 3, 4, 5)共同决定; 不同的是波动项
cosh(ξ2) cos(η2)f7

(c2 + µ2Bc1)((cosh(ξ2))2 − (sin(η2))2)
中的相位.

考虑 (9)和 (10)式后,

ξ2 =
n

8
(c1x− c2t)((c1x− c2t)

2

− 3(yc1 + 2a2Rot)
2),

η2 =
n

8
(yc1 + 2a2Rot)(3(c1x− c2t)

2

− (yc1 + 2a2Rot)
2),

可见 ξ2和 η2都与β 效应无关.
4) 最后考虑多个波同时存在的情况. 选取

F1 = f6
∂

∂X
sech(m(z1 + a1T )

3), (23)

F2 = f7
∂

∂X
sech(n(z2 + a2T )

3), (24)

式中a1, a2, m和n是任意的常数, f6和 f7是 T的

任意函数. 将 (23)和 (24)式代入 (15)式, 有理化后
取实部, 可得到非线性发展方程 (4)中扰动位势的
解. 其中基流项与上述相同, 而波动项是由 (17)式
和 (22)式决定的两个独立的多曲面周期孤波的叠
加, 它们相遇后, 各自保持相遇前的形状和速度不
变的独立传播.

4 结 论

本文根据描述大尺度正压大气环流的原始

非线性浅水波方程组的发展方程, 研究了扰动位
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势的基流和波动共存的现象. 首先, 从线性方程
(6)的复变函数解出发, 经过两次适当的移植, 获
得了非线性发展方程 (4)的实变函数解析解. 该
解析解由基流项和波动项两部分组成. 其中基
流项由波数 c1、波频 c2、β效应、µ和T的任意函数

fi(i = 1, 2, 3, 4, 5)共同决定, 是空间和时间的函数.
在波动项中含有两个任意的复变函数, 其中一个与
β效应有关, 另一个则与β效应无关. 然后具体分
析讨论了选取复变函数的 sech形式, 如 (16), (20),
(22)—(24)式所表达的波. 结果表明: 大气环流中
的扰动位势存在由周期波与孤波相互调制而形成

的周期孤波; 周期波与孤波的等相位线是多曲线,
如图 1、图 2 , 因此是多曲面的周期孤波, 如图 3、

图 4 ; 如果扰动位势的多个曲面周期孤波同时出现,
则彼此独立传播; 当 ξ = 0和 η = π/2 + kπ (k为
整数)时, 则出现周期性的奇点, 是不稳定的波; 波
动项中T的任意函数 fi(i = 6, 7)对多曲面周期孤

波的波幅有调制作用, 可控制多曲面周期孤波的产
生、发展和消失. 我们所得到的非线性发展方程的
解析解, 反映了大气环流扰动位势新的波动现象,
具有一定的理论参考价值. 对于复变函数所表达的
其他情况, 如孤波和偶极子等, 将另文讨论.
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Abstract
The wave motion characteristic of large-scale barotropic atmospheric circulation, which can be described by the

original nonlinear shallow water equations, is important for comprehending the climatic change. Employing the complex
solution of linear equation, and transplanting it twice, the new analytic solution of disturbed height field of the nonlinear
evolution equation is obtained which is constructed by the basic flow term and fluctuation term. The basic flow is
codetermined by the wave number, wave velocity, β effect, radius of deformation and arbitrary function of time. The
fluctuation term is related to β effect, and displays that in the disturbed height field there exist the periodic wave
and solitary wave of curved face, which modulate each other and present instability; several periodic-solitary waves can
propagate independently when they appear simultaneously; the arbitrary function of time in the fluctuation term has a
modulation effect on the amplitude of periodic-solitary wave, and can control the occurrence, development and vanishing
of wave. The results have a certain theoretical reference value for studying the atmospheric fluctuation phenomena and
climatic change.

Keywords: large-scale barotropic atmosphere, nonlinear shallow water equations, wave of curved face,
period-solitary wave
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