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基于电流反馈运算放大器的忆阻混沌
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将电流反馈运算放大器和四种基本电路元件电容、电感、电阻、忆阻器巧妙结合, 设计出一种新型忆阻混
沌电路. 分析系统的基本动力学行为, 如耗散性、平衡点稳定性、相图、Lyapunov指数和参数影响等. 数值仿
真结果表明, 该电路可产生一类特殊的混沌吸引子, 且随系统参数的演变可产生丰富复杂的混沌特性. 为了
验证系统的正确性,设计了实现该系统的仿真电路, Pspice仿真结果验证了理论分析的正确性.
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1 引 言

1971年, Chua[1]根据电路变量的完备性, 从理
论上预测了描述电荷与磁通关系的元件—–忆阻器
的存在, 从此电路的基本元件扩展为电阻、电容、电
感、忆阻器四种. 2008 年, 惠普实验室研究小组采
用纳米技术实现了具有 “记忆”特性的电阻 [2], 从
而证实了忆阻器的概念 [1]和相关理论 [3]. 作为可
调控的非线性器件, 加上其具有体积小、功耗低等
特点, 忆阻器成为混沌电路中非线性元件的理想选
择, 各种基于忆阻器的混沌系统得到了研究人员的
密切关注 [4−12]. 2008年, Itoh和Chua[4]采用磁通
控制的分段线性忆阻器模型替换蔡氏电阻实现了

第一个忆阻器混沌系统. 同样, Muthuswamy[5] 采

用光滑忆阻器模型替换蔡氏电阻对忆阻器蔡氏电

路展开了研究, 采用运算放大器及乘法器实现了一
个磁控忆阻器的有源等效电路并应用到提出的忆

阻器混沌电路中, 从示波器上观察到双涡卷混沌吸
引子. 包伯成等 [6−8]对忆阻器混沌电路进行了深

入的研究, 利用光滑模型的磁控忆阻器实现了一系

列新的蔡氏和类蔡氏忆阻混沌电路, 相应得到一系
列的类蔡氏双涡卷. 但上述忆阻混沌电路均是在蔡
氏混沌电路的基础上进行设计的, 将蔡氏电阻替换
成忆阻器后进行相关改进而得到, 从本质上讲电路
结构仍为忆阻型蔡氏或类蔡氏电路. 因此得到的混
沌吸引子也是典型的蔡氏或类蔡氏双涡卷. 上述
忆阻器混沌电路由于受结构限制, 具有频带宽度较
窄、振荡频率受限等缺点, 在实际工程应用中会受
到诸多限制 [13].

为此, 本文利用电流反馈运算放大器的特殊性
质, 并巧妙结合四种基本电子元件, 设计出一种新
型忆阻器混沌电路,采用理论分析、相图、Lyapunov
指数谱、分岔图等常规的混沌分析方法研究电路的

非线性动力学行为; 最后设计实现该混沌系统的仿
真电路, 进行相应的Pspice仿真.

2 电路描述

本文所设计的混沌电路由电流反馈运算放大

器和四种基本元器件电阻、电感、电容、忆阻器组成,
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如图 1所示. 其中L, C2, R组成振荡网络接在电流
传输器U1的侧端 (即电流传输端), 忆阻器M作为

非线性控制器件与C1串联接在U1负端. 利用电流
反馈运算放大器U1的电流、电压传输特性将非线
性控制端与振荡网络巧妙连接起来, 即可实现电路
的混沌振荡. 由于采用电流反馈运算放大器作为核
心元件, 电路相比传统混沌电路 [4−12] 将具有如下

优势: 1) 具有较好的高频特性, 可实现高频混沌振
荡; 2) 不受带宽增益积限制, 在很高的增益下仍能
达到超宽的带宽. 因而本文所设计的混沌电路具有
实际工程应用价值.

在该电路中忆阻器的模型为分段线性的有源

磁控忆阻器 [4], 其相应的数学表达式为

W (ϕ) =

a |ϕ| < 1

b |ϕ| > 1
. (1)
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图 1 基于电流反馈运算器的忆阻混沌电路

根据图 1中U1的电流电压传输特性可得 [14]

iA = iB, vA = vC, (2)

由图 1所示连接关系可知

vB = vD, vC = vD. (3)

结合 (2), (3)式, 运用基尔霍夫定律和元件的伏安
特性可得图 1电路的状态方程组为

C1
dv1
dt = (v2 − v1)W (ϕ)

C2
dv2
dt = (v2 − v1)W (ϕ)− iL

L
diL
dt = v2 − iLR

dϕ
dt = v2 − v1

, (4)

因此, 图 1所示的忆阻器混沌电路具有 4个状态变
量, 其中 v1, v2分别表示电容C1, C2上的电压; iL
表示电感L上流过的电流; ϕ是忆阻器的内部状态
控制变量, 即忆阻器的磁通.

设x = v1, y = v2, z = iL, u = ϕ, α = 1/C1,
β = 1/C2, κ = 1/L, γ = R. 方程 (4)可转化为无
量纲化表达形式:

ẋ = α(y − x)W (u)

ẏ = β((y − x)W (u)− z)

ż = κ(y − zγ)

u̇ = y − x

, (5)

其中

W (u) =

a |u|⟨1

b |u|⟩1
. (6)

由此可见本文提出的混沌电路为一个四维系统, 其
动力学特性由 (5)式决定.

3 系统的基本动力学特性

3.1 耗散性和吸引子的存在性

对于混沌系统 (5), 由于其向量场散度为

∇V =
∂ẋ

∂x
+

∂ẏ

∂y
+

∂ż

∂z
+

∂u̇

∂u

= −aW (u) + βW (u)− κγ. (7)

当α = 0.4, β = 1, κ = 0.3, γ = 1, a = 0.57,
b = −0.45时, 可得

∇V =

0.042 |u|⟨1

−0.57 |u|⟩1
. (8)

由此可见, 当 |u| < 1时系统向量场散度大于零, 意
味着此时系统是发散的, 以指数形式 e0.042向外扩
展. 当 |u| > 1时系统变为耗散的, 并以指数形式
e−0.57收敛. 因此不同于一般忆阻混沌系统 [4−12],
该系统在忆阻器内部状态变量处于两种不同的状

态时, 其耗散性具有两种相反的情况, 此特性使所
设计的系统将具有更加复杂的动力学行为. 其中耗
散系数大于发散系数, 相空间轨线经过多次折叠和
拉伸最终会限定在一个体积为零的极限子集上, 其
渐进运动将被固定在一个吸引子上, 说明吸引子的
存在性.

3.2 平衡点及其稳定性

令 ẋ = ẏ = ż = u̇ = 0可得系统的平衡点为

集合

A = {(x, y, z, u)|x = y = z = 0, u = c}, (9)
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即位于u坐标上的点均是系统的平衡点, 这里的
c是一个实常数. 在平衡点线性化系统 (5), 得到
Jacobian矩阵JA为

JA =


−αW (u) αW (u) 0 0

−βW (u) βW (u) −β 0

0 κ −κγ 0

−1 1 0 0

 . (10)

令Det(JA − λI) = 0, 可得系统在平衡点处的特征
根为 

λ1 = 0, λ2 = −0.252,

λ3,4 = 0.147± 0.500i |c|⟨1

λ1 = 0, � λ2 = 0.245,

λ3,4 = −0.408± 0.502i |c|⟩1

. (11)

由 (11)式可知, 系统的平衡点集为不稳定的鞍焦
点, 符合混沌产生的条件.

3.3 系统相图和Lyapunov指数

在 (5)式中分别设置参数α = 0.4, β = 1,
κ = 0.3, γ = 1, a = 0.57, b = −0.45. 对于初
始条件 (0.1, 0, 0, 0), 利用 4阶龙格 -库塔算法求解
系统 (5)得到的运行轨迹在相空间或相平面上的投
影如图 2所示. 从图 2中可以观察到, 系统产生了
不同于以往忆阻混沌电路 [4−12]的奇怪吸引子, 其
中图 2 (a)所示的吸引子与Lorenz吸引子相似. 利
用LET工具箱计算系统的Lyapunov指数分别为
L1 = 0.044, L2 = 0, L3 = −0.017, L4 = −0.246,
系统Lyapunov维数 dL = 3.27. 由系统 (5)相图、
Lyapunov指数、Lyapunov维数可知系统是混沌振
荡的.
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图 2 典型的混沌吸引子 (a) z-y-x 平面; (b) y-z-u平面; (c) y-z平面; (d) u-y平面

4 系统参数的影响

随着系统参数的改变, 系统平衡点的稳定性也
会发生变化, 相应的系统将处于不同的状态. 利用
Lyapunov指数谱、分岔图和相图分析系统参数对

所设计混沌电路的影响. 选择参数β = 1, κ = 0.3,
γ = 1, a = 0.57, b = −0.45和初始条件 (0.1, 0, 0,
0)固定不变, 以α作为控制参数, 当α变化时系统

的Lyapunov指数谱如图 3所示.
从图 3中可以看出, 参数α值在 [0.2—0.32]、

[0.32—0.48]和 [0.95—1.12]区间段最大Lyapunov
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图 3 (网刊彩色)系统随α变化时Lyapunov指数谱

指数均大于零, 预示着在这三个区间段有可能产
生混沌. 但仔细分析 [0.2—0.32]段可以发现, 其
最大Lyapunov指数明显大于另外两个区间, 且与
其他区间不同的是其最大Lyapunov指数为第一
维, 另外两个负指数基本重合. 为了更直观地观
察混沌形成过程, 当α增加时系统状态变量x的分

叉图如图 4 所示, 其中各子图所对应的参数区间
为: 图 4 (a) 0.2 < α < 0.6, (b) 0.6 < α < 1.2,
(c) 1.2 < α < 1.8. 很明显, 其中参数α值在

[0.32—0.48]和 [0.95—1.12]段系统处于混沌态, 与
Lyapunov指数谱相对应. 但在 [0.2—0.32]区间段
图 4 (a)分叉图中无图像, 对应此时系统的状态为
无穷发散.

接下来, 结合相图分析系统两次进入混沌的过
程. 当α > 0.32时, 系统由发散直接进入混沌态,
这种进入混沌的方式在其他的混沌电路中未曾发

现, 此时混沌相图如图 5 (a)所示. 直到α > 0.48

时, 系统状态直接由混沌态转为周期 4, 相应周期
相图如图 5 (b)所示. 当 0.6 < α < 1.2时, 系统历
经反倍周期、倍周期分岔进入另外一种混沌态, 相
图 5 (b)—(f)描述了这一过程. 最后系统通过反倍
周期分岔退出混沌到达稳态, 相应相图如 5 (g)—(i)
所示.

5 电路仿真

由于图 1混沌电路中忆阻器是浮地的, 且目前
EAD仿真软件中没有相关的忆阻器模型, 所以暂
时只能对混沌系统进行相应的电路仿真. 根据 (5)
式我们设计了一个能实现混沌系统功能的电路如

图 6所示, 其由三路模拟电路和一路控制电路组成.
通过电流反馈运算放大器 (AD844)及其外围电路
可实现积分、加减运算, 以此分别实现状态变量x,
y, z的运算, 进而模拟图 1电路中各元件的电压电

流传输特性. 其中控制电路用来实现分段线性磁控
忆阻器, 具体电路实现如图 6虚线框所示.
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图 4 系统随α变化时的分叉图
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图 5 随参数α变化的 y-u相图 (a) α = 0.4 (混沌吸引子 1); (b) α = 0.6 (周期 4); (c) α = 0.85 (周期 2);
(d) α = 0.9 (周期 4); (e) α = 1 (混沌吸引子 2); (f) α = 1.1 (混沌吸引子 2); (g) α = 1.2 (周期 2); (h) α = 1.5

(混沌吸引子 1); (i) α = 1.7 (稳态)

根据法拉第电磁感应定律, 电压对时间的积分
为磁通, 即图 6中电流运算放大器U1的输出对应
忆阻器的内部状态控制变量u. 集成运放U2和U3
构成窗口比较器, 其输出电平控制压控开关S的通
断. 当忆阻器两端流过的磁链 |u| 6 1时, 窗口比较
器的输出为低电平, 开关S处于断开状态, 导致电
阻Rb输入通道断开, 此时电路的状态方程为



dx
dt =

1

RC1

Rα

R

Ra

R
(y − x)

dy
dt =

1

RC2

Rβ

R

(
Ra

R
(y − x)− z

)
dz
dt =

1

RC3

Rκ

R
(y − z)

du
dt =

1

RC4
(y − x)

. (12)

当忆阻器两端流过的磁链 |u| > 1时, 窗口比较器
输出为高电平, 开关S处于导通状态, 相应电阻Rb

输入通道接通, 此时电路的状态方程为

dx
dt =

1

RC1

Rα

R

RaRbR

R+Rb
(y − x)

dy
dt =

1

RC2

Rβ

R

(
RaRbR

R+Rb
(y − x)− z)

dz
dt =

1

RC3

Rκ

R
(y − z)

du
dt =

1

RC4
(y − x)

, (13)

其中 τ =
1

RC1
=

1

RC2
=

1

RC3
=

1

RC4
为积分常

数. (12), (13)与 (4)式对比, 可以推导出:

Rα

R
= α,

Rβ

R
= β,

Rκ

R
= κ,

Ra

R
= a,

RaRbR

R+Rb
= b. (14)

根据α = 0.4, β = 1, κ = 0.3, a = 0.57, b = −0.45.
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相应的设置电路仿真参数

R = 10 kΩ, Rα = 4 kΩ,

Rβ = 10 kΩ, Rκ = 3 kΩ,

Ra = 5.7 kΩ, Rb = 5.58 kΩ

C1 = C2 = C3 = C4 = 10 nF


. (15)

采用Pspice仿真软件进行仿真, 得到的混沌
吸引子结果如图 7所示. 与数值仿真结果图 2 (e),
(f) 进行比较, 可以看出Pspice仿真结果与数值仿
真相符合. 为了进一步实验验证系统随参数的变
化情况, 选择与系统参数α有对应关系的Rα为可

变参数, 当依次增大Rα时得到不同的仿真相图如

图 8所示. 此结果与图 5 Matlab仿真结果有很好
的对应关系.

从图 6可以看出, 采用电流反馈运算放大器作
为有源器件实现的仿真电路, 与图 1混沌电路推导

的系统方程 (5) 有很好的对应关系, Pspice仿真电
路可很好地模拟图 1电路各元件的电压电流传输

特性. Pspice仿真结果与数值分析完全符合, 说明
所设计的混沌系统是正确有效的, 从而可间接证明
推导出系统的电路可以产生混沌行为. 在忆阻器相
关产品商业化和忆阻器仿真软件健全的情况下, 选
择合适的电路参数即可实现电路的实际仿真. 为
了进一步研究电路的频率特性, 对V (C2)做快速

傅里叶变换, 可得状态变量 y的频谱图如图 9所示.
从图中可以看出, 电路频谱范围可从 0到 10 kHz,
其中中心振荡频率高达 2 kHz, 符合实际工程应用
需求.
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图 6 系统 (5)的电路实现图
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6 总 结

现有忆阻混沌电路都是采用忆阻器替换蔡氏

电路中的蔡氏二极管来实现的, 相应产生的吸引
子为典型的蔡氏双涡卷. 本文利用电流反馈运算
放大器的电流、电压传输特性将非线性控制端与振

荡网络巧妙连接起来, 设计出一种新型忆阻器混
沌电路. 数值仿真结果表明, 该电路可产生一类不
同于蔡氏电路的奇怪吸引子, 并且其中一种吸引子
与Lorenz吸引子相似. 研究发现随电路参数的演
变, 系统两次通过不同的途径进入混沌, 一次从发
散直接进入混沌态, 另一次为倍周期分岔, 且在周
期窗内系统连续进行倍周期与反倍周期演化. 为
了验证系统的动力学行为, 设计了相应的仿真电

路, Pspice仿真结果与理论分析相符合, 验证了电
路的正确性与有效性. 仿真结果表明, 电路频谱范
围可达10 kHz,中心振荡频率高达2 kHz, 更加适合
于实际工程应用. 而其产生的一类特殊混沌信号、
随参数演化产生的复杂混沌行为将在保密通信、

微弱信号检测和电子测量等领域具有潜在的应用

价值 [15−17].
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Design and simulation of a memristor chaotic circuit
based on current feedback op amp∗

Hong Qing-Hui1) Li Zhi-Jun2) Zeng Jin-Fang1) Zeng Yi-Cheng1)†

1) (Department of Photoelectric Engineering, Xiangtan University, Xiangtan 411105, China)

2) (College of Information Engineering, Xiangtan University, Xiangtan 411105, China)

( Received 8 April 2014; revised manuscript received 3 May 2014 )

Abstract
In this work, we propose a novel memristor chaotic circuit, which combines current feedback op amp with four

basic electronic components, such as capacitance, inductance, resistance and memristor. The dynamic properties of
the new circuit are demonstrated, such as system dissipation, equilibrium stability, phase portrait, Lyapunov exponent
spectrum, and parameter influence. Numerical simulation results show that the circuit produces a kind of special chaotic
attractor and exhibits complicated chaotic behaviour with the evolution of the system parameters. In order to confirm
the correctness of the system, a realizing circuit is designed, Pspice simulation results verify the correctness of theoretical
analysis.

Keywords: chaotic circuit, memristor, current feedback op amp, circuit implementation
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