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异质神经元的排列对环形耦合神经元

网络频率同步的影响∗

孙晓娟† 杨白桦 吴晔 肖井华

(北京邮电大学理学院, 北京 100876)

( 2014年 4月 2日收到; 2014年 5月 21日收到修改稿 )

以一维环形耦合的非全同FitzHugh-Nagumo 神经元网络为研究对象, 讨论这种异质神经元在环上的不
同排列对其频率同步的影响. 研究结果显示, 异质神经元的排列不同, 对应的神经元网络达到频率同步所需
的临界耦合强度也不完全相同. 在平均意义下, 异质性较小的神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到频
率同步所需的临界耦合强度越大; 相反, 异质性较大的神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到同步所需的
临界耦合强度越小. 通过对频率同步过程的分析, 进一步给出了产生这一现象的动力学机理.
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1 引 言

同步是神经元系统中所观察到的重要的非线

性动力学现象之一 [1]. 在我们的运动、嗅觉、视觉、
触觉等行为活动中, 都伴随着同步的发生, 且同步
是我们可以实现此类认知活动的基础. 此外, 在大
脑中同步的异常发生, 也会给我们带来坏处. 例如,
癫痫、帕金森等疾病是由异常同步所导致的. 因此,
同步对于神经元系统而言, 就有极其重要的研究
意义.

鉴于同步在神经元系统中的重要性, 非线性动
力学领域的研究者们对神经元系统的同步问题做

了大量的研究工作. 例如, Shi和Lu[2]利用线性稳

定性理论给出了环形神经元网络完全同步的判据.
Wang等 [3] 进一步利用动力系统的渐近稳定性理

论和矩阵理论, 给出对称耦合神经元网络同步的一
个充分条件.

此外, 通过数值仿真的手段发现噪声、时滞及
网络拓扑结构等因素对神经元系统同步也有着重

要的影响. Neiman等 [4]发现噪声可以增强神经元

网络的相位同步; Zhou和Kurths等 [5]以及Shi和
Lu[6] 则进一步指出噪声不仅可以增强神经元系统

的同步性, 还可以诱发神经元系统产生同步现象.
对于时滞, Dhamala等 [7]发现时滞可以促进神经元

系统同步现象的发生, 且Wang等 [8]指出时滞还可

以诱使神经元系统发生同步转迁现象. 网络拓扑
结构对神经元网络的同步也有着重要作用. 例如,
Perc[9] 的研究指出, 将规则网络中的边以一定的
概率随机重连时, 神经元网络的同步性也会增强.
Wang等 [8]还指出随机重连概率也可以诱发神经元

网络产生同步转迁现象.
除了噪声、时滞、网络拓扑结构这些因素之外,

互异性在神经元系统中也是普遍存在的, 如神经元
动力学方程的不同、动力学方程相同但参数不同、

神经信息传递时的时滞不同等. Zhou等 [10]曾发现

当神经元网络中各神经元的动力学方程相同、但是

参数有所不同时, 这种参数的异质性可以增强环形
耦合神经元系统的相干共振性. Li等 [11]讨论了异

质性神经元网络的多空间相干共振现象; Wierci-
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groch等 [12]则分析了异质性神经元网络的完全同

步和相位同步. 此外, 在其他生物系统 (心肌细胞
网络)中, 贾冰和古华光 [13]则从实验的角度验证了

异质心肌细胞系统的同步, 还给出了心肌细胞网络
从不同步到同步的动力学规律.

对于环形耦合的系统来说, 若参数不同的振子
在环上的排列不同, 则系统达到同步所需的临界耦
合强度也有可能不同. 例如, Wu等 [14]通过对环形

耦合的异质Kuramoto振子同步行为的研究发现,
对参数不同的振子进行适当排列后, 达到同步所需
的耦合强度会降低, 即系统整体的同步性增强.

由于同步的强弱在神经元系统中具有极其重

要的意义, 那么对于具有不同参数的神经元网络而
言, 在不改变网络拓扑结构的前提条件下, 改变神
经元的不同排列是否会影响神经元网络整体的同

步性呢？为此, 本文以一维环形耦合的非全同Fitz
Hugh-Nagumo (FHN)神经元网络为研究对象, 考
虑这种异质FHN神经元的排列对其神经元网络同
步的影响. 在神经元系统中, 平均放电频率与其
各类功能性活动有着密切联系. 例如, 研究显示
gamma波与高度注意状态有关 [15], alpha波则与运
动有直接关系 [16]等. 因此, 关于平均放电频率的
研究在神经元系统中具有重要的意义. 本文将重点
讨论异质FHN神经元的排列对频率同步的影响.

本文首先介绍了所讨论的神经元系统的模型,
而后通过数值模拟的手段, 研究了非全同振子排列
对环形耦合神经元网络频率同步的影响; 并进一步
分析了这一影响产生的动力学机理; 最后给出本文
的结论.

2 系统模型

本文以FHN神经元模型 [17,18]作为一维环形

耦合神经元网络节点的动力学方程, 其方程如下:

εẋi = xi −
x3
i

3
− yi + k(xi+1 + xi−1 − 2xi),

ẏi = xi + ai, (1)

其中下标 i表示是一维环形耦合神经元网络中的

第 i个神经元; 1 6 i 6 N , N为环形神经元网络

中所包含神经元的数目; xi是电压快速变量; yi是
慢恢复变量; ε是一个常数, 这里取值为 ε = 0.01;
k(xi+1 + xi−1 − 2xi) 为耦合项, 即每个神经元与其
最近的两个神经元相连接, k为耦合强度.

本文中所考虑的神经元的异质性指的是方程

(1)中各神经元的参数ai的不同. 本文中ai 的取值

范围为0.6 6 ai 6 0.96, 且

ai = 0.6 + (i− 1)
0.96− 0.6

N − 1
. (2)

对于单个FHN神经元

εẋ = x− x3

3
− y,

ẏ = x+ a. (3)

当a < 1时, 神经元产生动作电位; 当a > 1时, 神
经元处于静息状态. 图 1为不同参数a所对应的单

个FHN神经元的放电序列图. 如图 1所示, 在我们
考虑的a的取值范围内, 单个FHN神经元呈现周
期的峰放电模式; 且a越小, FHN神经元的放电频
率越高, 详见图 2 . 其中, 神经元放电频率定义为
f =

1

⟨Ti+1 − Ti⟩
, 这里Tk表示神经元第k次发放的

起始时刻. 在数值仿真过程中, 当前一时刻的膜电
位小于 0而下一时刻的膜电位大于 0时, 则认为该
时刻为神经元动作电位的起始时刻.
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图 1 单个FHN神经元膜电位的时间历程 (a) a = 0.6;
(b) a = 0.8; (c) a = 0.96
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图 2 单个FHN神经元的平均放电频率随参数 a变化的

趋势
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本文主要研究在初始参数ai和环状拓扑结构

保持不变的前提下, 具有不同参数ai的神经元在一

维环上的不同排列对于环形耦合神经元网络频率

同步的影响. 对于节点数为N的系统, 其不同的排
列有

(N − 1)!

2
种;对于N小于等于10的系统,可以

遍历所有的排列; 而对于N大于10的系统, 排列数
很大, 故随机选择一定数量的排列进行研究.

本文中, 神经元网络的频率同步是指经过一定
时间历程之后, 网络中各神经元的放电频率近乎
相等. 在数值仿真中, 当各神经元的放电频率的方
差小于一个很小的常数时, 我们认为神经元网络
达到频率同步. 这里, 我们取这个常数为 1 × 10−6

(1× 10−6与单个神经元的比约为106).

3 数值仿真结果

当N = 100时, 随机选取这 100个异质神经

元在环上的 7000个排列, 计算每一个排列所对应
的神经元网络达到频率同步所需的临界耦合强度

kc. 图 3显示的是这 7000个kc 的统计直方图. 从
图 3中可以看出, 不同排列所对应的临界耦合强度
kc是不完全相同的, 有些排列对应的kc小 (kc大约

在0.05附近), 有些排列对应的kc大 (kc大约在0.17

附近). 我们知道, 对于一个网络而言, 临界耦合强
度越小越容易同步. 因此, 从图 3的结果可知, 神经
元网络在拓扑结构相同的条件下, 异质神经元在环
上位置的不同 (即排列不同)会对系统整体的频率
同步性有较大的影响, 适当的排列会大大提高系统
的同步性能.
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图 3 神经元个数为 100, 随机选取 7000个排列所对应临

界耦合强度 kc的直方图

那么, 什么样的排列较易同步, 达到频率同步
所需的临界耦合强度较小? 什么样的排列较难同
步, 所需的临界耦合强度较大呢? 为此, 我们考虑

N较小的情形, 即N = 8. 这时所有可能的排列共
有2520种. 通过计算所有排列的临界耦合强度, 并
分析所对应排列的特性. 我们发现, 异质性较小的
神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到频率同
步所需的临界耦合强度越大; 相反, 异质性较大的
神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到同步所
需的临界耦合强度越小. 比较典型的两个排列如
图 4所示.
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图 4 异质神经元的两种不同排列方式 (a) 较小的
临界耦合强度 kc = 0.031; (b) 较大的临界耦合强度
kc = 0.064

图 4中所表示的两个排列, 其中一个所对应的
临界耦合强度较小为 kc = 0.031 (图 4 (a)), 另一
个则较大为kc = 0.064 (图 4 (b)). 序号 1—8对应
的神经元的参数ai从 0.6按 (2)式递增到 0.96. 前
面我们提到ai越小, 单个神经元放电频率越高, 见
图 2 . 图 4 (a)中, 序号为 1, 2, 3, 4的神经元 (高频
神经元)位于网络奇数位置; 而序号为 5, 6, 7, 8的
神经元 (低频神经元)位于网络的偶数位置. 这样就
形成了系统中高低频交错的排列特性, 即异质性较
大的神经元在环上的距离较近, 对应的kc = 0.031

较小. 图 4 (b)中, 频率高和频率低的神经元各自成
群. 序号为 1, 2, 3, 4, 5的神经元都位于 (b)图中网
络偏左侧的部分, 而序号为 6, 7, 8的元素神经元则
位于 (b)图中网络偏右侧的部分, 形成了高频和低
频各自成群的排列特性. 即异质性较小的神经元在
环上的距离较近, 对应的kc = 0.064较大.

以上是对于N = 8时我们发现的规律, 对于较
大的N是否还能观察到这一规律呢? 即异质性较
小的神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到频
率同步所需的临界耦合强度越大; 相反, 异质性较
大的神经元在环上的距离越近, 神经元网络达到
同步所需的临界耦合强度越小. 为此, 我们引入度
量量

E =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

|ai − aj |
dij

, (4)

180507-3

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 18 (2014) 180507

这里, dij表示两个神经元在网络中的最短距离. 例
如, 在图 4 (a)中, 节点 3和节点 2之间的最短距离
d23 = 2. 而在图 4 (a)中, 从节点 2到节点 3有两个
通路: 远的一个是 2-5-4-8-1-7-3, 共经过 6条边; 而
近的一个是 2-6-3, 共经过 2条边. 我们定义最近的
那个通路所经过的边的数目为这两个节点之间的

距离, 即d23 = 2. 由最短距离dij的定义易知, 当
N固定不变时, 环形网络中dij的取值形式是固定

不变的. 例如, 当N = 8时, dij共有 28个值, 其中
8个值取 3、8个值取 2、8个值取 1、剩余 4个值取 4.
因此, 计算E值, 相当于给这些dij来分配不同的

分子. 由 (4)式可知, 当N固定不变时, 分子越大,
则神经元异质性越大, 故E值也越大; 相反, 分子
越小, 则神经元异质性越小, 故对应的E值也越小.
按照这种分配原则, 综合来讲, 异质性越大的神经
元距离越近, E值越大; 而异质性越小的神经元距
离越近, E值越小. 图 5 (a)和 (b)分别给出了不同
N值对应的图 4 (a)和 (b)所给出的排列类型的E

值随着N变化的趋势. 由图 5可知, 对于同一类型
的排列来说, E值随着N的增加而增加.

我们分别计算了N = 8和N = 100情况下, 不
同排列的E值与所对应的临界耦合强度kc 值. 由

于一个E值会对应多个kc值, 因此图 5所示的数值

结果是平均意义下的结果. 在图 6 (a)中, 每一个
E值所对应的kc是其所对应所有kc的平均值; 在
图 6 (b)中, 为了更加清晰地刻画kc与E值之间的

关系, 我们随机选取了 3000个排列的E值, 将其从
小到大进行排列, 每 40个E值取一个平均值, 而与
这个平均的E所对应的kc则是这 40个E值所对应

的所有kc 的平均. 从图 6 (a), (b)中可看出, 在此平
均意义下, E值较大的所对应的kc较小. 由于异质
性较大的神经元距离越近, E值越大, 故N = 100

时, 上述所发现的规律在平均意义下依然存在. 即
异质性较小的神经元在环上的距离越近, 神经元网
络达到频率同步所需的临界耦合强度越大; 相反,
异质性较大的神经元在环上的距离越近, 神经元网
络达到同步所需的临界耦合强度越小.

为了解释这一规律发生的内在机理, 我们依然
以N = 8为例, 通过对两个典型排列的频率同步
的分岔过程的分析来进行阐述, 数值结果如图 7所

示. 图 7 (a)和 (b)的排列分别与图 4 (a)和 (b)相对
应. 由上可知, 图 4 (a)达到频率同步所需的 kc较

小, 而图 4 (b)则所需的kc较大. 通过比较这两个排
列频率同步的分岔过程,我们发现对于图 4 (b)中的
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图 5 E值随着N 变化的趋势 (a) 对应于图 4 (a)所表示的排列类型; (b)对应于图 4 (b)所表示的排列类型
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图 6 度量量E与临界耦合强度 kc之间的关系 (a) N = 8; (b) N = 100
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排列, 随着耦合强度的增加, 频率较大的神经元和
频率小的神经元首先分别达到频率同步, 从而形成
两个集团, 而后随着耦合强度的进一步增加, 才达
到神经元网络整体的频率同步. 显然, 分成两个同
步的小集团之后, 这两个集团之间会存在较强的竞
争, 都会争着使整个神经元网络能同步到自己所同
步的频率上. 因此, 神经元网络整体要想达到同步,
所需的耦合强度会较大. 而对于图 4 (a)中的排列
而言, 不存在这种竞争关系, 随着耦合强度的增加,
神经元从起初的频率逐步向同一个频率靠近, 最终

达到一定的耦合强度时, 所有神经元的频率达到了
同步, 因此所需的耦合强度较小. 若两个神经元的
异质性较小, 则它们的放电频率相近. 当它们的距
离相近时, 就容易先达到频率同步, 从而形成小的
同步集团. 因此, 在一个环形网络中, 如果异质性
较小的神经元对在环上的距离相近时, 则该类排列
所需的kc相对较大 (从平均意义上来讲); 相反, 若
异质性较大的神经元对在环上的距离相近时, 不
容易形成集团, 从而易于达到同步, 所需的kc相对

较小.
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图 7 (a)图 4 (a)所表示的排列的频率同步分岔图; (b)图 4 (b)所表示的排列的频率同步分岔过程图; N = 8

4 结 论

通过数值仿真的手段, 分析了异质神经元不同
排列对环形神经元网络频率同步的影响. 结果显
示, 在神经元网络的异质性和网络拓扑结构不变的
条件下, 改变异质神经元在环上的位置对神经元网
络整体的频率同步性有着较大的影响. 从平均意义
上来讲, 异质性较小的神经元在环上的距离越近,
神经元网络达到频率同步所需的临界耦合强度越

大; 相反, 异质性较大的神经元在环上的距离越近,
神经元网络达到同步所需的临界耦合强度越小. 通
过对不同排列频率分岔过程的分析, 我们给出了产
生这一现象的内在动力学机制.

以往有关同步的理论及数值研究, 主要针对不
同拓扑结构特征网络同步性能的好坏、不同耦合方

式对复杂网络同步性能的影响, 或是分析噪声、时
滞、异质性因素对复杂网络同步性及同步态的作用

等 [19]. 但是对网络拓扑结构相同及异质性一定的
条件下, 网络中具有异质性的各节点的不同排列对
其同步性能影响的讨论则较少. Wu等 [14]以具有

不同固有频率的Kuramoto振子为节点, 分析了异

质Kuramoto振子在环形耦合网络上的不同排列对
该环形网络相位同步的影响. 结果显示, 当固有频
率高的振子与固有频率低的振子交互排列时, 网络
的同步性较强; 当固有频率高的振子集中于环形网
络的一侧, 而固有频率低的振子集中于环形网络的
另一侧时, 网络的同步性较弱. 本文则以具有生理
学含义的FHN神经元为节点, 进一步分析了异质
性节点在环形耦合网络上的不同排列对其同步的

影响. 由本文的结果可知, 与 Kuramoto振子为节
点的情形类似, 异质性神经元在环形网络上的不同
排列也对其频率同步性有较大的影响. 同步性较
好的排列与同步性较差的排列特征与文献 [14]给
出的特征类似, 但又不完全相同. 本文中指出, 在
平均意义下, 异质性较小的神经元在环上的距离越
近, 该环形网络的同步性越弱; 相反, 异质性较大
的神经元在环上的距离越近, 该环形网络的同步性
越强. 因此, 本文更进一步指出了异质性节点的不
同排列对环形耦合网络同步性能的重要作用. 我
们知道, 环形耦合的网络是非常简单的一类网络结
构. 目前, 有关异质性节点的排列对网络同步性影
响方面的工作, 主要以环形耦合的网络为对象进行
讨论, 对于其他更复杂的网络是否有类似的现象,
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我们将在今后的工作中进一步深入分析和探讨.
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Effects of arrangement of heterogeneous neurons on
frequency synchronization of a ring-coupled
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Abstract
In this paper, we discuss the effects of heterogeneous neuron arrangement on the frequency synchronization of a

ring-coupled FitzHugh-Nagumo neuronal network. The obtained numerical results reveal that the threshold of coupling
strength for frequency synchronization may be different for different arrangements of the heterogeneous neurons on a
ring. On average, the closer to each other the neurons which are less heterogeneous on a ring, the larger the critical
coupling strength needed for neuronal network to achieve frequency synchronization is; the closer to each other the
neurons which are more heterogeneous, the smaller the critical coupling strength needed for neuronal network to achieve
frequency synchronization is. Furthermore, we give the underlined mechanism for this phenomenon by analyzing the
process of frequency synchronization.
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