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量子力学混合态表象∗
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在以往的文献中量子力学的表象都是纯态表象,在本文中我们从算符的合理排序和概率统计的正态分布
思想出发,首次提出了量子力学混合态表象的概念,并证明了其完备性和正交性.量子力学混合态表象的优点
是可以反映算符的多种表示以及其相应的排序规则.
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1 引 言

自从狄拉克建立量子力学的表象理论以后, 人
们对量子论的理解得以深化. 以往文献中都是纯态
表象,其存在条件是完备性 [1]. 例如我们以Q表示

坐标算符, 以 |q⟩ 表示其本征态, 狄拉克的坐标表象
的完备性记为 ∫ ∞

−∞
dq|q⟩⟨q| = 1, (1)

这里 |q⟩⟨q|是纯态; 动量表象的完备性是∫ ∞

−∞
dp|p⟩⟨p| = 1, (2)

|p⟩⟨p|是纯态, |p⟩是动量算符P的本征态, [Q,P ] =

i~; 量子光学中常用的相干态表象的超完备性是 [2]∫ d2z

π
|z⟩⟨z| = 1, (3)

|z⟩⟨z|也是纯态. 那么混合态 (密度矩阵)能不能构
成表象呢? 如果能, 混合态表象有什么特点呢? 这
些问题在以往的文献中未见有报道. 在本文中我们
从概率统计的正态分布思想出发, 首次提出量子混
合态表象的概念, 然后我们应用算符的合理排序技
术提出混合态表象, 并给出其特点和应用.

2 混合态表象的提出

参考数理统计中随机变量的正态分布的思想,
我们在 (q, p)相空间中引入正规乘积形式的正态分

布算符∆g(q, p)

∆g(q, p) =
1

2π
√
1− τ2

: exp
{
− 1

2(1− τ2)

×
[(q −Q)2

σ2
1

− 2τ
(q −Q)(p− P )

σ1σ2

+
(p− P )2

σ2
2

]}
:, (4)

这是一个混合态, 它不能表达为 | ⟩⟨ |的形式.令

Λ = 1− τ2, σp =
1

σ2
1

,

σq =
1

σ2
2

, σq,p =
τ

σ1σ2
, (5)

则

∆g(q, p)

=(2π
√
Λ)−1 : exp{−[σp(q −Q)2 − 2σq,p

× (q −Q)(p− P ) + σq(p− P )2]/2Λ} : . (6)

注意到

σqσp − σ2
q,p =

1− τ2

(σ1σ2)2
=

Λ

(σ1σ2)2
> 0, (7)
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这是正态分布的必要条件.

3 混合态 ∆g(q, p)的性质

用有序算符内的积分技术 [3−7]可以证明

1

σ1σ2

∞∫∫
−∞

dpdq∆g(q, p) = 1, (8)

这是混合态表象的完备性.事实上

1

σ1σ2

∞∫∫
−∞

∆g(q, p)dqdp

=(2πσ1σ2

√
Λ)−1

∞∫∫
−∞

: exp{−[σp(q −Q)2 − 2σq,p

× (q −Q)(p− P ) + σq(p− P )2]/2Λ} : dqdp

=(2πσ1σ2

√
Λ)−1

√
2πΛ

σp

×
∫

: e
σ2
q,p(p−P )2

2Λσp
− σq

2Λ (p−P )2
: dp

=(
√
2πσp)

−1

√
2πΛσp

σqσp − σ2
q,p

=(σ1σ2)
−1

√
Λ

σqσp − σ2
q,p

=(σ1σ2)
−1

√
Λ(σ1σ2)2

Λ

=1. (9)

因此任何算符H可以用它做展开,

H =
1

σ1σ2

∞∫∫
−∞

∆g(q, p)h(q, p)dqdp, (10)

形成H在此混合态表象中的表示函数h(q, p), 我们
将在稍后求出它. 由

∞∫∫
−∞

: (q −Q)(p− P )∆g(q, p) : dqdp

= τσqσp, (11)

可知 τ代表用Q测量和用P测量之间的关联. 当
τ = 0, ∆g(q, p)约化为两个独立的单变量正态分布

的乘积

∆g(q, p)|τ=0 → 1

2πσ1σ2

× : exp
{
− (q −Q)2

2σ2
1

− (p− P )2

2σ2
2

}
: . (12)

然后我们计算混合态表象的边缘分布∫ ∞

−∞
∆g(q, p)dq

=(2π
√
Λ)−1

√
2πΛ

σp
: e

σ2
q,p−σqσp

2Λσp
(p−P )2

:

=(
√
2πσp)

−1 : e−
1

2σp
(p−P )2

: (13)

和 ∫ ∞

−∞
∆g(q, p)dp

=(
√
2πσq)

−1 : e−
1

2σq
(q−Q)2

: . (14)

4 混合态表象所体现的三种算符排序

令

σ1 = σ2 =
1√
2
, τ = −ik,

2(1− τ2)σ2
1 = �1 + k2,

τ

(1− τ2)σ1σ2
= − 2ik

1 + k2
, (15)

就可将∆g(q, p)改写为

Ωk(p, q)

=
1

2π
√
(1 + k2)

: exp
{
− (q −Q)2

1 + k2
− 2ik

1 + k2

× (q −Q)(p− P )− (p− P )2

1 + k2

}
: . (16)

结合数理统计的理论分析 (A1)式 (见附录),看出参
数k起的作用是关联Q和P , 这也可以从以下积分
证实:∫∫

dpdq : (q−Q)(p−P )Ωk(p, q) : =−4ik. (17)

当k = 0

Ωk=0(p, q) =
1

π
: e−(q−Q)2−(p−P )2 : , (18)

这正好是Wigner算符的正规乘积形式 [8], 对应算
符的Weyl排序. 当k = 1, 鉴于

|p⟩ =π−1/4 exp
[
− p2

2
+
√
2ipa† + a†2

2

]
|0⟩, (19)

|q⟩ =π−1/4 exp
[
− q2

2
+
√
2qa† − a†2

2

]
|0⟩, (20)

|0⟩是Fock空间的真空态,以及

|0⟩⟨0| =: e−aa†
:, (21)

可知

Ωk=1(p, q)
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=
1

π
√
2
: exp

{
− (q −Q)2

2
− i

2

× (q −Q)(p− P )− (p− P )2

2

}
:

=
1√
2π

|p⟩⟨q| e−ipq. (22)

它又等于

1√
2π

|q⟩⟨p| e ipq = δ(q −Q)δ(p− P ). (23)

体现了Q− P排序的积分核 [9],例如

QnPm

=Qn

∫ ∞

−∞
dq|q⟩⟨q|

∫ ∞

−∞
dp|p⟩⟨p|Pm

=
1√
2π

∞∫∫
−∞

dpdqqnpm|q⟩⟨p| e ipq

=

∞∫∫
−∞

dpdqqnpmδ(q −Q)δ(p− P ). (24)

而当k = −1,

Ωk=−1(p, q) =
1√
2π

|q⟩⟨p| e ipq, (25)

1√
2π

|q⟩⟨p| e ipq =δ(q −Q)δ(p− P ). (26)

体现了P −Q排序 [9]. 即

PmQn =Pm

∫ ∞

−∞
dp|p⟩⟨p|

∫ ∞

−∞
dq|q⟩⟨q|Qn

=
1√
2π

∫∫ ∞

−∞
dpdq|p⟩⟨q| e−ipqpmqn. (27)

5 混合态Ωk(p, q)在坐标表象的形式

注意到动量本征态的Fourier变换

⟨p| =
∫ ∞

−∞
dq′⟨p|q′⟩⟨q′|

=
1√
2π

∫ ∞

−∞
dq′ e−ipq′⟨q′| (28)

以及

⟨q|P = −i d
dq ⟨q|. (29)

我们可以改写 |q⟩⟨p| e ipq为

δ(q −Q)δ(p− P )

=
1√
2π

|q⟩⟨p| e iPq

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dq′ e−ipq′ |q⟩⟨q′| e iPq

=
1

2π

∫ ∞

−∞
dq′ e−ipq′ |q⟩⟨q′ + q|. (30)

于是有

δ(p− P )δ(q −Q)

=
1

2π

∫
dq′ e ipq′ |q + q′⟩⟨q|

=
1

2π

∫
dq′ e−ipq′ |q − q′⟩⟨q|. (31)

而介于这两者间的∆(p, q)在坐标表象中的表达

式是

∆(p, q)=
1

2π

∫ ∞

−∞
dy e−ipy

∣∣∣q − 1

2
y
⟩⟨

q +
1

2
y
∣∣∣.
(32)

所以我们可以组合式 (32), (30)和 (31)式为一个更
一般的形式

Ωk(p, q)

≡ 1

2π

∫
dy e−ipy

∣∣∣q − k + 1

2
y
⟩⟨

q +
1− k

2
y
∣∣∣.
(33)

当 k = −1, 0, 1, (33)式分别给出 (30), (32)和 (31)
式. 而 (33)式又可进一步改写混合态Ωk(p, q)为

Ωk(p, q)

=
1

2π

∫
dy e−ipy e i k+1

2 yP |q⟩⟨q| e i 1−k
2 yP

=
1

2π

∫
dy e−ipy e i k+1

2 yP δ(q −Q) e i 1−k
2 yP

=
1

4π2

∫∫ ∞

−∞
dydu e iu(q−Q)+iy(p−P )+i k

2 yu. (34)

6 任何算符在混合态表象中表示的求
出: 混合态表象的正交性

任何算符可以用它做展开, 所以求它形成表象
函数h(q, p).

由于

⟨q′′|Ωk(p, q)|q′⟩

=
1

2π

∫
dy e−ipy

×
⟨
q′′
∣∣∣q − k + 1

2
y
⟩⟨

q +
1− k

2
y
∣∣∣q′⟩

=δ(q − w) e ip(q′′−q′), (35)

其中

w =
1

2
(q′′ + q′)− k

2
(q′′ − q′). (36)
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结合 (10)式就有

⟨q′′|H|q′⟩

=

∫
dqdp⟨q′′|Ωk(p, q)|q′⟩hk(p, q)

=

∫
dqdpδ(q − w) e ip(q′′−q′)hk(p, q)

=

∫
dp e ip(q′′−q′)hk(p, w), (37)

故

hk

(
p,

1

2
(q′′ + q′)− k

2
(q′′ − q′)

)
=

∫
dp e−ip(q′′−q′)⟨q′′|H|q′⟩. (38)

让

y = q′′ − q′, q =
1

2
(q′′ + q′)− k

2
(q′′ − q′), (39)

(38)式变成

hk(p, q)

=

∫
dp e−ipy

⟨
q +

k + 1

2
y
∣∣∣H∣∣∣q − 1− k

2
y
⟩

=tr
[ ∫

dp e−ipy
∣∣∣q − 1− k

2
y
⟩

×
⟨
q +

k + 1

2
y
∣∣∣H]

. (40)

比较 (33)式和 (40)式看出

hk(p, q) = 2πtr[Ω−k(p, q)H], (41)

所以

tr[Ωk(p, q)Ω−k(p
′, q′)] =

1

2π
δ(q′ − q)δ(p′ − p).

(42)

这就是例混合态表象的正交性. 如现在我们考察
算符

∞∑
l=0

(
m

l

)(
1− k

2
Q

)l

P r

(
1 + k

2
Q

)m−l

, (43)

在混合态表象中的表示, 用 (41)式得到

2πtr
[ ∞∑

l=0

(
m

l

)(1− k

2
Q
)l

P r
(1 + k

2
Q
)m−l

×
∫

dv e−ipν
∣∣∣∣q − −k + 1

2
y

⟩⟨
q +

1 + k

2
y

∣∣∣∣
=2π

∞∑
l=0

(
m

l

)∫
dv e−ipν

⟨
q +

1 + k

2
y

∣∣∣∣(1− k

2
Q
)l

× P r

(
1 + k

2
Q

)m−l∣∣∣∣q − −k + 1

2
y

⟩

=2π

∞∑
l=0

(
m

l

)∫
dv e−ipν

[
1− k

2

(
q +

1 + k

2
y
)]l

×
[
1 + k

2

(
q − −k + 1

2
y
)]m−l

×
⟨
q +

1 + k

2
y

∣∣∣∣P r

∣∣∣∣q − −k + 1

2
y

⟩
=2πqm

∫
dv e−ipν

⟨
q +

1 + k

2
y

∣∣∣∣P r

∣∣∣∣q − −k + 1

2
y

⟩
=qmpr. (44)

又如求压缩算符

∫ ∞

−∞

dq′
√
µ
|q′/µ⟩⟨q′| ≡ S1在混合态

表象中的表示,

hk(p, q)

=2πtr[Ω−k(p, q)S1]

=1/
√
µtr

[ ∫
dy e−ipy

∣∣∣q − 1− k

2
y
⟩

×
⟨
q +

1 + k

2
y
∣∣∣ ∫ ∞

−∞
dq′|q′/µ

⟩⟨
q′
∣∣]

=1/
√
µ

∫
dy e−ipy

⟨
q +

1 + k

2
y
∣∣∣

×
∫ ∞

−∞
dq′|q′/µ⟩

⟨
q′
∣∣∣q − 1− k

2
y
⟩

=1/
√
µ

∫
dy e−ipy

∫ ∞

−∞
dq′

× δ

(
q +

1 + k

2
y − q′/µ

)
× δ

(
q′ − q +

1− k

2
y

)
=1/

√
µ

∫
dy e−ipyδ

(
q +

1 + k

2
y −

q − 1−k
2 y

µ

)
=2

√
µ

∫
dy e−ipy

× δ[(y − 2q + 2qµ+ yµ− ky + kyµ)]

=
2
√
µ

1 + µ+ kµ− k

∫
dy e−ipy

× δ

[
y +

2qµ− 2q

1 + µ+ kµ− k

]
=

2
√
µ

1 + µ+ kµ− k
e ip 2qµ−2q

1+µ+kµ−k . (45)

当k = 1为P-排序

S1 =
1
√
µ
P e iPQµ−1

µ . (46)

当k = −1为Q-排序

S1 =
√
µQ e iPQ(µ−1). (47)
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当k = 0, Weyl-排序

S1 =
2
√
µ

1 + µ
e i2PQµ−1

1+µ . (48)

7 结 论

我们已从算符的合理排序和概率统计的正态

分布思想出发, 提出了量子力学混合态表象, 证明
了其完备性和正交性. 混合态表象的优点是可以反
映算符的多种表示和相应的排序规则.

附 录

用正规乘积算符内积分技术我们直接对式 (34)积分,

Ωk(p, q)

=
1

4π2
:

∫∫ ∞

−∞
dydu

× e− 1
4
(y2+u2)+iu(q−Q)+iy(p−P )+i k

2
yu :

=
1

2π
√
π

:

∫
du e− 1

4
u2+iu(q−Q)−(p−P+ k

2
u)2 :

=
1

2π
√
π

:

∫
du

× e− 1
4
u2(1+k2)+iu[q−Q+ik(p−P )]−(p−P )2 :

=
1

π
√

(1 + k2)
: exp

{
− (q −Q)2

1 + k2
− 2ik

1 + k2

× (q −Q)(p− P )− (p− P )2

1 + k2

}
:, (A1)

发现它恰好是数理统计学中的二维正态分布形式 [10].
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