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色关联噪声驱动下双模激光随机共振∗
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运用线性近似方法, 计算得到了关联色噪声和输入周期信号作用下双模激光增益模型输出信号光强的功
率密度谱和信噪比, 讨论了信噪比随系统参数的变化关系. 研究结果发现: 在系统的参数和输入信号的频率
满足一定条件时, 信噪比不仅随噪声强度变化出现了传统的随机共振现象, 还发现其随自饱和系数 c2、输入信

号频率Ω及交叉耦合参数 b的变化都出现了随机共振.
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1 引 言

近30年来,随机共振现象在物理、化学、生物及
其交叉学科的多种非线性系统中被发现, 其理论也
被人们广泛而深入地研究, 并取得了较大进展, 已
成为非线性问题的前沿课题之一 [1−10]. 随机共振
可以简单地描述为适当的噪声引起系统响应最优

的一种非线性现象. 因此, 传统的随机共振是用系
统输出信号 (信噪比、功率谱等)随噪声强度的变化
加以刻画. 大量的研究已经证明: 在单模激光系统
中, 由于噪声和输入信号之间的协作效应, 其噪声
能够增强信号的传输, 即出现了随机共振现象, 可
以通过改变系统参数提高激光的输出能量和稳定

性 [6−9]. 实际应用中激光系统是由多个模所构成,
模与模之间的关联对于激光系统输出信号的统计

性质有很大的影响. 然而由于系统本身的复杂性,
对存在噪声作用下多模激光系统的随机共振理论

研究比较少.
近几年来, 对于双模激光系统的研究取得了一

定的进展. 如陈黎梅等对双模之间的竞争及关联函
数的演化进行了研究 [11,12]; Zhu等讨论噪声关联
程度和强度对双模激光强度自关联函数和有效本

征值的影响 [13−15]; Ye等 2010年首次研究发现了
双模激光系统输出信号的信噪比随系统参数变化

出现了广义的随机共振 [16]. 在以前的研究工作中,
为了计算简便, 认为抽运噪声和量子噪声都是白噪
声, 且没有关联 [17]. 通过对单模激光系统输出信号
信噪比的研究可知: 色噪声之间的色关联对于系统
的统计性质和随机共振现象影响较大 [18−22]. 而存
在色关联噪声驱动下双模激光系统的统计性质研

究很少. 本文主要通过一些近似化处理, 研究存在
色关联的色噪声作用下双模线性激光系统输出光

强的功率谱和信噪比, 并讨论信噪比随系统参数及
外部周期信号的变化, 研究系统的随机共振现象.

2 关联色噪声驱动下双模激光信噪比

双模激光线性增益模型在关联色噪声和周期

信号驱动下的光强方程为 [16,17]

dI1
dt =2I1(a1 − c1I1 − b1I2) + 2I1ξ(t)

+ 2
√
I1η(t) +B cos(Ωt),

dI2
dt =2I2(a2 − c2I2 − b2I1)

+ 2I2ξ(t) + 2
√
I2η(t), (1)
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式中, I1和 I2分别表示双模的激光强度; a1, a2为
系统两模的净增益系数; b1和 b2表示激光系统两

模的交叉耦合系数; c1和 c2为两模的自饱和系数;
B cos(Ωt)是外部输入信号; ξ(t)和 η(t)分别为抽运

噪声和量子噪声, 两噪声满足以下统计性质:

⟨ξ(t)⟩ = ⟨η(t)⟩ = 0;

⟨ξ(t)ξ(t′)⟩ = D

2τ1
e−

|t−t′|
τ1 ;

⟨η(t)η(t′)⟩ = Q

2τ2
e−

|t−t′|
τ2 ;

⟨ξ(t)η(t′)⟩ = ⟨ξ(t′)η(t)⟩ = λ
√
QD

2τ3
e−

|t−t′|
τ3 ;

(−1 < λ < 1). (2)

D和Q分别为抽运噪声和量子噪声的强度; λ
为两噪声的关联系数; τ1和 τ2分别是抽运噪声和量

子噪声的自关联时间; τ3是两噪声互关联时间.
假定激光两个模的交叉耦合系数相同, 即

b1 = b2 = b, 且当第二模的净增益系数满足条
件: a2 =

a1(b+ c2)

(b+ c1)
, 将两模光强在确定论定态光

强 I0 =
a1

c1 + b
附近分别线性化, 即

I1(t) = I0 + ε1(t), I2(t) = I0 + ε2(t), (3)

式中 ε1(t)和 ε2(t)是两模光强的微扰项. 将 (3)式
代入 (1)式, 可得到线性化方程

dε1(t)
dt =− 2c1I0ε1(t)− 2bI0ε2(t) + 2I0ξ(t)

+ 2
√
I0η(t) +B cos(Ωt),

dε2(t)
dt =− 2bI0ε1(t)− 2c2I0ε2(t) + 2I0ξ(t)

+ 2
√
I0η(t). (4)

根据平均光强相关函数的定义, 可计算得到第一个
模的光强相关函数为

C(t′) = lim
t→∞

⟨I1(t)I1(t+ t′)⟩

= lim
t→∞

(
Ω

2π

∫ t+ 2π
Ω

t

(
1

4

∫ t+t′

t

∫ t

0

⟨α1α
′
1β1β

′
1

+ α2α
′
1β2β

′
1 + α1α

′
2β1β

′
2

+ α2α
′
2β2β

′
2⟩dsds′

)
dt
)
, (5)

式中,

α1 = e−m(t−s)
+ e−n(t−s)

,

α′
1 = e−m(t+t′−s′)

+ e−n(t+t′−s′)
;

α2 = e−m(t−s) − e−n(t−s)
,

α′
2 = e−m(t+t′−s′) − e−n(t+t′−s′)

;

β1 = 2I0ξ(s) + 2
√
I0η(s) +B cos(Ωs);

β′
1 = 2I0ξ(s

′) + 2
√
I0η(s

′) +B cos(Ωs′);

β2 = 2I0ξ(s) + 2
√
I0η(s);

β′
2 = 2I0ξ(s

′) + 2
√
I0η(s

′);

m = (c1 + c2 +
√

(c1 − c2)2 + 4b2)I0,

n = (c1 + c2 −
√
(c1 − c2)2 + 4b2)I0. (6)

当 c1, c2和 b满足 c1c2 > b2条件, 对 (5)式进行计算
可以得到

C(t′) =
2I20Dτ1

(m2τ21 − 1)
e−

t′
τ1 +

4λ
√
QDI

3/2
0 τ3

(m2τ23 − 1)
e−

t′
τ3

+
2I0Qτ2

(m2τ22 − 1)
e−

t′
τ2 −

(
2I20D

m(m2τ21 − 1)

+
4λ

√
QDI

3/2
0

m(m2τ23 − 1)
+

2I0Q

m(m2τ22 − 1)

)
e−mt′

+
B2(m2 + n2 + 2mn+ 4Ω2)

8(n2 +Ω2)(m2 +Ω2)

× cos(Ωt′). (7)

对 (7)式进行傅里叶变换, 得到输出光强功率谱为

S(ω) = S1(ω) + S2(ω), (8)

式中S1(ω)为输出信号功率谱, S2(ω)为输出噪声

功率谱, 具体表达式为

S1(ω) =
B2(m2 + n2 + 2mn+ 4Ω2)

8(n2 +Ω2)(m2 +Ω2)

× [δ(ω −Ω) + δ(ω +Ω)], (9)

S2(ω) =
4

ω2 +m2

[
I20D

(τ21ω
2 + 1)

+
2λ

√
QDI

3/2
0

(τ23ω
2 + 1)

+
I0Q

(τ22ω
2 + 1)

]
. (10)

S1(ω)中包含两个 δ函数, 若只取正ω的谱表示输

出功率信号谱, 输出信号的总功率为

Ps =

∫ ∞

0

S1(ω)dω

=
B2(m2 + n2 + 2mn+ 4Ω2)

8(n2 +Ω2)(m2 +Ω2)
. (11)

将输出信号总功率与信号频率处 (ω = Ω)单
位噪声谱的平均功率的比值定义为信噪比, 由 (9),
(10)和 (11)式, 可以得到双模激光系统第一模输出
信号的信噪比 (SNR)为

SNR =
Ps

S2(ω = Ω)
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=
B2[(m+ n)2 + 4Ω2]

32(n2 +Ω2)
×
[

I20D

(τ21Ω
2 + 1)

+
2λ

√
QDI

3/2
0

(τ23Ω
2 + 1)

+
I0Q

(τ22Ω
2 + 1)

]−1

. (12)

3 输出信号光强的随机共振

由 (12)式可知, 双模激光系统第一模的输出信
号光强SNR是两模的特征参数 (a1, b, c1, c2)、外部
输入周期信号频率Ω及关联噪声强度 (Q,D) 的函
数, 而且与它们成非线性关系. 下面讨论信噪比随
参数变化所出现的共振现象, 所有参量都是无量
纲量.

3.1 信噪比随抽运噪声强度D的变化

单模激光系统中所发现的传统随机共振现象

是信噪比随抽运噪声强度D和量子噪声强度Q的

变化曲线中出现峰值 [20]. 通过对 (12)式研究可知,
在系统参数满足一定条件下, 双模激光系统的信噪
比随噪声强度Q和D也都会出现共振现象. 由 (2)
式可知, 两噪声之间的互关联程度是由关联系数λ

和关联时间 τ3决定. 当λ < 0, 且绝对值不断增大,
τ3取值变小时, 两噪声负关联程度增大, 信噪比的
峰值位置从噪声强度D = 0的地方向D增大的方

向移动, 峰值增大, 共振现象更加明显 (如图 1 (a)
和 (b)所示); 而两噪声为正关联, 无论关联强度多
大, 信噪比随噪声强度都是单调减小, 无共振现象.

而噪声的自关联时间对信噪比的影响与互关

联时间 τ3差别较大,从图 1 (c)可发现: 无论 τ1取多

大值, SNR-D曲线上都会出现共振现象, 其共振峰
的值随 τ1增大而升高, 位置向右移动, 共振更明显.
而双模系统第一模的净增益系数a1对SNR-D曲线
的影响与 τ1相反 (如图 1 (d)所示), a1越大, 信噪比
越小, 峰值越低, 位置向D减小的方向移动.
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图 1 信噪比 SNR随抽运噪声强度D的变化 (Ω = 10, B = 1, b = 2, c2 = 3, τ2 = 0.03, Q = 0.5) (a) a1 = 4,
τ1 = 0.01, τ3 = 0.01; (b) a1 = 4, τ1 = 0.01, λ = −0.7; (c) a1 = 4, τ3 = 0.01, λ = −0.7; (d) τ1 = 0.01,
τ3 = 0.01, λ = −0.7

以上讨论说明了由噪声驱动的双模激光线性

耦合系统要产生随机共振关键在于两噪声间关联

的程度. 只有当噪声负关联程度较大, 输入噪声的

强度达到某一值时, 输出信噪比最大, 降低了输出

噪声, 到达低谷, 形成能量由噪声部分向信号部分

转移. 而两噪声互关联的有色性和模的净增益对由
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噪声引起的随机共振都会取到抑制作用.

3.2 信噪比随自饱和系数的变化

图 2所示的是信噪比随两模自饱和系数 c1, c2
变化曲线, 可以发现: 当输入信号频率Ω比较小时,
SNR随 c2变化也会出现随机共振 (如图 2 (a)所示),
即SNR-c2曲线出现了一个共振峰. 且随着Ω的减

小, 共振峰降低, 但曲线变得更加尖锐, 其位置也向
c2增大的方向移动; Ω值越大, 共振现象减弱, 并最
终消失, 直至SNR随 c2单调减小. 第一模自饱和系
数 c1和噪声关联时间 τ3对SNR-c2曲线的影响如

图 2 (b)和 (c)表示. 随 c1的增大, SNR也增大, 共
振峰值越高, 其位置向各移动; 随着 τ3的增大, 曲
线的峰值却降低, 但其位置不变.

当净增益系数分别取a1 = 3, 4, 6时, SNR随
第一模自饱和系数 c1变化曲线如图 2 (d)所示. 可
以看出: 信噪比随 c1的变化是单调增大的, 并没有
出现随机共振现象, 且a1越大, 系统的信噪比越小.

以上说明了第二模的激光传输能增强第一模

的输出信号能量, 从而激励输出信号产生随机共振
现象. 该激励作用使低频信号更容易产生共振, 而
第一模的自饱和及两噪声互关联的有色性都会抑

制由 c2引起的随机共振.
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图 2 信噪比 SNR随自饱和系数的变化 (B = 1, b = 2, λ = −0.7, τ1 = 0.01, τ2 = 0.01, Q = 0.5, D = 0.5) (a)
a1 = 4, c1 = 5, τ3 = 0.02; (b) Ω = 5, a1 = 4, τ3 = 0.02; (c) a1 = 4, Ω = 5, c1 = 5; (d) c2 = 5, Ω = 5,
τ3 = 0.02

3.3 信噪比随交叉耦合系数b的变化

当选取不同的系统参数和输入信号频率时, 信
噪比随交叉耦合系数 b的变化如图 3所示, 可以看
出, SNR-b变化曲线上能否出现共振峰与系统参数
有关. 只有当外部输入信号频率Ω 较小、系统净增

益系数a1取值较大、而自饱和系数满足一定条件

时, 才会出现随机共振.
从图 3 (a)可以看到: Ω越大,信噪比的值越大,

共振峰值高, 峰的位置向右移动, 曲线更加平缓, 共
振现象不断减弱, 而当Ω增大到某一值时, SNR随
b单调增大, 共振现象消失; a1对SNR-b曲线的影
响则与之相反, 只有当a1大于某一值时, 才会出现
随机共振现象, 且随着a1的增大, 曲线更加尖锐,
共振更明显, 共振峰变低, 但其位置也不随a1变化

(如图 3 (b)所示).

第一模自饱和系数 c1对SNR-b曲线的影响如
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图 3 (c)所示, 当 c1 > c2时, SNR随 b的变化才出现

共振峰, 且随着 c1的增大, 共振峰更高, 峰的位置

向 b增大的方向移动; 当 c1 = c2时, 信噪比随 b线

性减小; 当 c1 < c2时, 信噪比随 b单调增大.
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图 3 信噪比 SNR随交叉耦合系数 b的变化 (B = 1,
c2 = 4, λ = −0.7, τ1 = 0.02, τ2 = 0.01, τ3 = 0.02,
Q = 0.5, D = 0.5) (a) a1 = 4, c1 = 5; (b) Ω = 3,
c1 = 5; (c) Ω = 3, a1 = 4

在以上讨论中, 参数a1, c1和 b决定了两模的

定态光强, 这意味着由两模交叉耦合程度激发产生

的随机共振由输入信号频率和两模的激光光强协

同实现的. 当输入频率一定时, 两模的定态光强能
使自饱和参数较大的模的输出信号能量达到最大

值, 信噪比最大.

3.4 信噪比随输入信号频率Ω的变化

从前面的分析可以发现: 当输入信号频率越
低,系统输出更容易产生随机共振现象. 因此,我们
作出了信噪比随信号频率Ω的变化曲线 (如图 4所

示). 可以看出: 当噪声关联时间 τ3和噪声强度D

都较大时, SNR-Ω曲线会出现共振. 且随着 τ3的增

大, 信噪比降低, 其位置向Ω = 0的方向移动, 曲线
变得更加尖锐, 共振更明显. 而 τ3取值较小时, 信
噪比随Ω单调增加. 而抽运噪声强度D对SNR-Ω
曲线的影响主要表现在: 噪声强度越大, 信噪比越
低, 并出现共振峰, 位置不随D的变化而变化.

由以上讨论可知: 由外部输入信号频率激发产
生的随机共振主要是由两噪声关联的色性和噪声

强度所决定的. 只有当两噪声互关联色性较强、强
度足够大时, 外部输入信号才能使部分噪声能量转
移至信号能量, 减小噪声输出, 增大信噪比, 形成随
机共振.
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图 4 信噪比 SNR随输入信号频率Ω的变化 (B = 1,
c2 = 4, λ = −0.7, τ1 = 0.02, τ2 = 0.01, c1 = 5, b = 2,
Q = 0.5, a1 = 3) (a) D = 0.5; (b) τ3 = 0.02
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4 结 论

通过以上对关联色噪声作用下双模激光系统

增益模型第一模输出光强的信噪比SNR随参数变
化的讨论, 结果发现了一些新的随机共振现象:

1) 在噪声关联程度λ < 0、且关联时间 τ3较小

时, 信噪比随噪声强度的变化出现了传统的随机共
振现象, 噪声关联时间、净增益系数对随机共振现
象都有明显的影响;

2) 在外部输入信号频率Ω较小时, 第二模的
自饱和系数 c2也能激发产生随机共振现象, 但当Ω

较大时, SNR随 c2单调减小, 随机共振消失;
3) 当信号频率Ω和a1都取值较小, 两模的交

叉耦合程度也能激发自饱和系数较大的模的输出

信号信噪比产生随机共振;
4) 在抽运噪声强度D较大、两噪声互关联时

间比较长时, 信噪声比随信号频率Ω 的变化也出

现随机共振现象.
总之, 双模激光系统的两模激光传输、相互耦

合程度、输入周期信号和色关联噪声等多方协同作

用, 能使系统的输出形成随机共振现象. 如适当地
调整系统和输入信号的参数, 可以增强输出信号信
噪声比的值, 以减小噪声对信号的影响, 增大系统
输出的稳定性.
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Abstract
Considering a gain-noise model for two-mode laser system driven by a periodic signal and two-color cross-correlation

noises, we calculate the power spectrum and signal-to-noise ratio (SNR) of an output signal by means of linear approxi-
mation method, and discuss the influence of the system coefficients on SNR. Results show that under a certain condition
satisfied by the coefficients of the system and input signals, the stochastic resonance phenomenon may be detected in
the evolution of SNR, and also at certain intensities of noise, saturation coefficient c2, cross coupling coefficient b, and
input signal frequency Ω.
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