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基于拉普拉斯方程的任意形状热斗篷研究与设计∗
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如何灵活地控制和操纵热流是目前研究的热点. 本文基于拉普拉斯方程提出了一种设计任意形状热斗篷
的方法. 对于形状规则的热斗篷, 在特定边界条件下求解拉普拉斯方程得到了斗篷区域材料的热导率分布解
析表达式; 对于不规则形状的热斗篷, 通过数值求解拉普拉斯方程得到了斗篷区域材料的热导率参数分布.
全波仿真结果表明, 所设计的二维和三维任意形状热斗篷内部隐身区域的热通量为零, 从而具有热保护功能;
同时, 热流绕过斗篷后温度场恢复原来的分布, 实现了完美隐身功能. 这项研究为解决热斗篷内外边界非共
形问题提供了一种可行的方法, 对热保护器件的设计和制备有指导意义.
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1 引 言

近年来, 超材料吸引了众多领域科研工作者的
关注, 为人们探索新的物理现象、设计新颖器件提
供了很多可能 [1−5]. 2006年, Pendry等 [6]采用坐

标变换方法来设计电磁材料的本构参数, 理论证明
了利用异向介质能够灵活地控制电磁波的传播方

向. 此后, 许多具有特殊电磁性能的器件被相继提
出, 例如电磁斗篷 [7,8]]、超棱镜 [9]、隐形门 [10]、透明

体 [11]、外斗篷 [12,13]等. 与此同时, 作为超材料应
用的一个拓展领域, 如何利用超材料实现对热流的
操纵是热力学研究的一个热点. 2008年, Fan等 [14]

证明了在一定条件下热传导方程具有形式不变性,
并利用坐标变换原理设计了球形和椭球形热斗篷.
随后Schittny 等 [15]采用铜和聚二甲硅氧烷制作了

二维圆形热斗篷, 并记录斗篷温度分布随着时间
的变化, 证实了其热隐身效果. 2012年, Guenneau
等 [16]利用变换光学的思想推导了圆柱形变换媒质

热导率的表达式, 在此基础上设计了圆柱形热斗篷

和集中器. 2013年, Yang等 [17]进一步推导出具有

共形任意横截面形状的热斗篷变换媒质热导率表

达式, 并仿真分析了其热传导特性. Han等 [18]利

用天然材料交替填充, 通过调整材料的填充率得到
各项异性媒质, 在此基础上分别讨论了用两组天然
材料制作的圆形热隐身斗篷性能. 最近, Mao等 [19]

对任意横截面柱形热斗篷进行了研究和分析, 导出
了二维非共形任意形状热斗篷的热导率表达式, 但
这种设计方法的前提是必须准确知道任意形状热

斗篷边界的数学解析式, 因此很难用于处理复杂边
界形状问题.

因为其独特的热保护功能, 热斗篷在计算机芯
片、航天器返回舱、卫星等设备中具有巨大的应用

价值. 由于受热传导方程和传播方式的限制, 目前
相关文献报道的成果基本上考虑的是圆或椭圆这

样高度对称的形状, 或者实现了二维任意形状的斗
篷但又要求内外边界共形, 因而都不能用于像内外
边界非共形这样具有完全任意形状热斗篷的设计．

在文献 [7]中, Hu 等提出了利用拉普拉斯方程计算
电磁斗篷电磁参数分布的方法．本文将这种思想
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拓展到热力学中, 通过分析热传导方程, 将媒质的
热导率分布与拉普拉斯方程联系起来，在特定边界

条件下求解拉普拉斯方程获得了任意形状热斗篷

变换媒质热导率分布, 并通过全波仿真分析了圆形
和横截面非共形的任意形状热斗篷的热传导特性,
验证了方法的有效性. 由于该方法对设计三维任意
形状热斗篷同样适用, 因此这项研究有望在热保护
器件设计和制备中产生积极的作用.

2 理论与方法

在自然界中, 热量总是自发地从高温区域扩散
至低温区域. 这个过程由热传导方程决定, 其与热
源、温度梯度、媒质热导率和边界条件有关, 可表
示为

ρc
∂T

∂t
= ∇ · (κ∇T ) +Q, (1)

式中∇表示梯度算符, ρ, c和κ分别代表媒质的密

度、热容量和热导率, T是温度, Q为热源. 对无源
区域的稳态过程, 即Q = 0, ∂T/∂t = 0, 则 (1)式可
化简为∇ · (κ∇T ) = 0. 由于该方程具有形式不变
性, 在变换空间中可表示为

∇′ · (κ′∇′T ′) = 0, (2)

式中κ′, T ′分别代表变换空间中的温度和媒质热

导率, ∇′ 表示变换空间中的梯度算符. 根据变换
热力学理论, 变换空间与原坐标空间媒质热导率的
关系为

κ′ =
AκAT

det (A) , (3)

式中A是雅可比变换矩阵, 体现了原空间到变换空
间的几何变化, 其分量为Aij = ∂x′

i/∂xj . 这里的
xj表示原坐标系统的三个坐标分量x, y, z; x′

i表

示新坐标系统中的三个坐标分量x′, y′, z′. 从方程
(3)可以看出, 雅可比矩阵是设计变换媒质热导率
参数分布的关键.

在连续介质力学中, A称为变形梯度张量.
它可以分解为一个纯拉伸变化 (用正定对称
张量V 表示)和一个刚体转动 (用正交张量R表

示). 因此, 它满足方程A = V R. 由于左柯

西 -格林张量B = V 2 = AAT, 方程 (3)可以表
示为

κ′ =
κB

det(A) . (4)

假设V 的特征根为λi(i = 1, 2, 3), 而B可以表

示为B = diag[λ2
1, λ

2
2, λ

2
3]. 由此, 可以推导出

det(A) = λ1λ2λ3. 所以, 方程 (4)可以进一步化
简为

κ′ = κdiag
[ λ1

λ2λ3
,

λ2

λ3λ1
,

λ3

λ1λ2

]
. (5)

任意横截面形状热斗篷的坐标变换见图 1所

示, 其中Ω与Ω′分别表示原坐标空间和变换空间.
为了实现热隐身, 将外边界固定 (b = b′), 而内边
界从一个圆点a沿径向扩展为一条任意的封闭曲

线a′, 得到一个x′ < a′的封闭区域, 该区域即为热
隐身区域, 而闭合曲线a′和 b′构成了热斗篷的内

外边界. 假设U ′代表变换空间新的坐标系统, 那
么空间的几何变换可以用映射关系U ′|x=a = a′,
U ′|x=b = b′表示. 现在的关键是如何求出雅可比矩
阵元素∂x′/∂x. 在变换光学中, 经常利用线性变化
关系 r′ = (b′ − a′)r/b′ + a′来求解雅可比矩阵. 但
是对于具有任意横截面形状热斗篷, 我们无法准确
地得出任意边界a′和 b′的数学解析式, 所以这种方
法只能用来设计形状规则的斗篷 [6,14,16,19].

(a)

a

b
bϕ

Ω Ω∋

aϕ

(b)

图 1 任意形状热隐身斗篷坐标变换示意图 (a) 原坐
标空间; (b) 变换空间

另一方面, 为了保证斗篷对热流量没有反
射, 斗篷内部的变形必须是连续的. 而一个具
有Dirichlet边界条件的拉普拉斯方程会产生调和
解 [20], 它必然能使变形连续. 所以, 我们可以建立
变换空间坐标x′和原空间坐标x的拉普拉斯方程

来求解雅可比矩阵元素∂x′/∂x.(
∂2

∂x2
1

+
∂2

∂x2
2

+
∂2

∂x2
3

)
x′
i = 0, i = 1, 2, 3,

U ′|x=a = a′, U ′|x=b = b′, a < x < b,

(6)

求 解 方 程 (6), 可 以 得 到 坐 标 变 换 关 系

x′(x1, x2, x3). 再根据等式Aij = ∂x′
i/∂xj , 就可

以进一步计算出雅可比变换矩阵. 但是这样直接求
解方程, 会产生奇异解. 为了消除奇异解, 我们求
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解方程 (6)的逆形式 [21](
∂2

∂x′2
1

+
∂2

∂x′2
2

+
∂2

∂x′2
3

)
xi = 0, i = 1, 2, 3,

U |x′=a′ = a, U |x′=b′ = b, a′ < x′ < b′.

(7)

同样地, 求解方程 (7)就可以得到逆雅可比矩
阵元素A′

ij = ∂xi/∂x
′
j . 再通过关系式A = (A′)−1

便可以计算出雅可比矩阵, 从而得到变换媒质的热
导率分布.

3 结果与讨论

为了验证方法的有效性, 采用 COMSOL 软
件进行全波仿真. 仿真条件如下:左右边界分别对
应高温区 (600 K)和低温区 (293.15 K), 上下边界
为绝缘边界, 背景媒质为铜. 常温下铜的密度为
ρ = 8700 kg/m3, 热导率为κ = 400 W/(m·K), 热
容量为 c = 385 J/(kg·K).

3.1 形状规则的斗篷

热斗篷的横截面轮廓取决于边界函数. 对于
规则形状的斗篷, 内外边界的数学解析式很容易得
出, 所以我们可以直接求解拉普拉斯方程得到热导
率分布的数学解析式. 下面以一个二维圆柱形斗篷
为例说明规则形状热斗篷变换媒质热导率分布的

推导过程.
在圆柱坐标系下, 拉普拉斯方程具有下面的

形式:{
1

r′
∂

∂r′

(
r′

∂

∂r′

)
+

1

r′2
∂2

∂θ′2
+

∂2

∂z′2

}
Ui = 0,

i = 1, 2, 3, (8)

其中, Ui(i = 1, 2, 3)分别代表了原空间坐标系的

三个坐标分量 r, θ, z. 对于二维圆柱形的斗篷, 有
θ = θ′, z = z′, 因此, 方程 (8)可以化简为

1

r′
∂

∂r′

(
r′

∂r

∂r′

)
= 0. (9)

在边界条件 r(r′ = r1) = 0和 r(r′ = r2) = r2(r1, r2
分别是边界a′, b′的半径)下求解方程 (9), 得到 r′

与 r的关系为

r′ = r1(r1/r2)
− r

r2 . (10)

从上式可以看出, 通过求解拉普拉斯方程得到
的 r′与 r的关系和变换光学常用的线性变换关系

r′ = (b′ − a′)r/b′ + a′并不一样. 根据 (10)式, 推导
出矩阵的特征根为

λr = dr′/dr = −r′ ln(r1/r2)/r2, (11a)

λθ = r′/r = −r′
/
[r2 logr1/r2(r

′/r1)], (11b)

λz = 1. (11c)

将上式代入 (5)式, 可求出斗篷区域变换媒质的热
导率参数为

κr = κλr/λθλz

= κ ln(r1/r2)
[

logr1/r2(r
′/r1)

]
, (12a)

κθ = κλθ/λrλz = 1/κr. (12b)

根据上式所求的热导率参数分布解析式进行仿真,
内外边界圆半径 r1, r2分别取 0.25和0.5. 图 2给出

了二维圆柱形热斗篷的仿真结果, 其中图 2 (a)和
(b)表示温度分布, 图 2 (c)和 (d)为对应的热扩散
图, 图中浅蓝色线表示等温线, 红色箭头表示热通
量. 图 2 (b)和 (d)中斗篷区域的媒质材料由方程
(12)得出. 作为比较, 图 2 (a)和 (c)中所有材料都
是铜. 由图 2 (a)和 (c)不难看出, 在全铜条件下热
量均匀地从高温区域流向低温区域; 而由图 2 (b)
和 (d)可以看出, 使用各向异性非均匀材料时, 斗
篷使等温线发生了弯曲, 左侧的热量沿着斗篷绕过
隐身区域流向右侧, 隐身区域没有热量流入. 当热
量流过斗篷后, 温度场恢复了原来的分布, 说明同
时达到热保护和热隐身功能, 这与文献 [16]的结论
一致.

(a) (b)

(c) (d)

-1

-1

0

0

1

1

x/m

y
/
m

-1

0

1

y
/
m

-1 0 1

x/m

293.15 600

图 2 (网刊彩色) 二维圆柱形热隐身斗篷 (a), (b)温
度分布; (c), (d)等温线和热通量分布
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3.2 形状不规则的斗篷

对于形状不规则的斗篷, 由于斗篷内外边界的
数学解析式很难得出, 所以我们可以在特定边界
条件下数值求解拉普拉斯方程得到变换媒质的热

导率分布. 这里的仿真分析主要分为两个步骤, 第
一步是利用COMSOL软件的PDE模块在边界条
件U(a′) = 0和U(b′) = b 下数值求解拉普拉斯方

程, 得到逆雅可比矩阵元素A′
ij , 再进一步计算出雅

可比矩阵A, 最后根据方程 (3)求出斗篷区域的热
导率分布. 第二步是将所得到的热导率参数分布
在热力学模块下进行仿真, 分析斗篷区域的热传导
特性.

-0.5

-0.5

0

0

0.5

0.5

x/m

-0.5 0 0.5

x/m

y
/
m

(a) (b)

图 3 (网刊彩色) 二维任意形状热隐身斗篷 (a)温度分
布; (b) 等温线和热通量分布

图 3给出了基于数值求解拉普拉斯方程的二

维任意形状热斗篷的仿真结果. 从图 3可以进看出,
热斗篷右侧的温度场分布与热斗篷左侧的温度场

分布一致, 同时热量未流入隐身区域, 所以该斗篷
同样具有热保护和热隐身双重功能. 图 4显示了通

过数值求解拉普拉斯方程所计算出的斗篷区域热

导率张量的各个分量κ′
xx, κ′

xy, κ′
yy以及媒质变换

前热导率κ的分布情况. 由图 4可见，在靠近热斗

篷内边界的区域, 变换媒质的热导率值很大, 这是
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图 4 (网刊彩色) 斗篷区域的热导率参数值 (a) κ′
xx;

(b) κ′
xy ; (c) κ′

yy ; (d) κ
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图 5 (网刊彩色) 三维任意形状热隐身斗篷 (a) 三维空间温度分布图; (b) xoz平面的热通量及等温线;
(c) xoy平面的热通量及等温线
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因为斗篷内边界是由原坐标空间的坐标原点经过

空间几何变换得到的缘故.对于三维任意形状的热
斗篷, 只需要在数值求解拉普拉斯方程时增加一个
坐标分量, 就可以得出三维空间变换的逆雅可比矩
阵, 再通过上述介绍的计算转换方法, 便可以获得
三维任意形状热斗篷变换媒质热导率分布. 图 5表

示了三维任意形状的热斗篷仿真结果. 由图 5 (b)
和 (c)可以看出, 三维任意形状热斗篷也具有完美
的热保护和热隐身功能.

4 结 论

通过求解拉普拉斯方程, 获得了任意形状热斗
篷变换媒质的热导率参数分布, 在此基础上设计了
圆形、二维和三维任意形状的热隐身斗篷, 并通过
COMSOL软件进行了全波仿真. 结果表明, 热斗篷
将使等温线弯曲, 迫使热流沿着斗篷区域绕过隐身
区域, 从而实现热保护功能; 同时, 热斗篷两侧的温
度场分布一致, 这样对目标而言就体现了完美的热
隐身特性. 本文提出的方法很好地解决了热斗篷内
外边界非共形问题, 弥补了先前工作的不足, 并且
能够拓展到设计三维任意形状的热隐身斗篷, 因此
具有较高的实用性. 相信这项工作将有助于促进新
型热器件的理论和应用研究.
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Abstract
How to control and manipulate the heat flow in a flexible way is a hotspot of current research. Based on Laplace’s

equation, we propose a method to design thermal cloak of arbitrary shape. For a thermal cloak of regular shape,
the thermal conductivity expression is derived by analytically solving the Laplace’s equation under certain boundary
conditions; for a thermal cloak of irregular shape, the distribution of thermal conductivity can also be obtained based
on the numerical solution of Laplace’s equation. Results of full wave simulation show that no heat fluxes emerge in the
internal stealth area both for two-dimensional and three-dimensional thermal cloak of arbitrary shape. Meanwhile, the
heat fluxes return to their original pathways, resulting in a perfect thermal invisible effect. This research provides a
feasible method to design a thermal cloak of non-conformal cross section and has a guiding significance for the design
and manufacturing of thermal cloak.
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