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基于混沌序列和RIPless理论的循环压缩
测量矩阵的构造∗
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压缩测量矩阵的构造是压缩感知的核心工作之一. 循环矩阵由于其对应离散卷积且具有快速算法被广泛
应用于压缩测量矩阵. 本文力图将混沌的优点和循环矩阵的优点相结合, 提出基于混沌序列的循环压缩测量
矩阵. 混沌循环测量矩阵元素的产生仅需要利用混沌的内在确定性, 即利用混沌映射公式、初始值以及一定的
采样间隔就可以产生独立同分布的随机序列; 同时混沌序列的外在随机性可以满足压缩测量矩阵对随机性的
要求. 本文给出了使用Cat混沌映射时混沌循环测量矩阵的构造方法, 以及该矩阵RIPless特性的检验. 研究
了采用构造的混沌循环测量矩阵对一维和二维信号进行压缩测量的效果, 并与采用传统的循环测量矩阵的效
果进行了比较. 结果表明, 混沌循环测量矩阵对于一维和二维信号都具有很好的恢复效果, 且对二维信号的
恢复性能要优于已有的循环矩阵. 从相图角度分析了混沌循环测量矩阵优于已有的循环矩阵的机理, 指出混
沌的内在确定性和外在随机性的有机结合是所构造的混沌循环测量矩阵性能优于传统的循环矩阵的本质性

原因.
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1 引 言

2006年由Donoho和Candès等人在相关研究
的基础上提出了压缩感知 (compressive sensing, C-
S) [1,2]的概念. 它可实现以远低于奈奎斯特的采样
率去采样稀疏信号, 并以高概率实现原稀疏信号的
准确恢复. CS理论主要包括信号的稀疏表示、信号
的压缩测量以及从压缩测量中恢复信号三个方面.
信号的稀疏表示就是将信号投影到指定空间的一

组基上, 信号的空间表示向量是稀疏的或是接近稀
疏的. 常用的基有快速傅里叶变换基、离散余弦变
换基和正交字典等 [3]. 信号的压缩测量是在考虑噪
声条件下将高维的原始信号投影到低维的测量向

量上,即y = Φf+n投影的过程是非自适应性的 [4],
即压缩测量矩阵 (简称测量矩阵)Φ的选取不随信号

而变化, 如何保证压缩测量结果向量 y中包含原信

号的全部信息是设计测量矩阵Φ 的重点. Candès
和Tao等提出了测量矩阵必须满足的性质 -约束等
距性 (restricted isometry property, RIP) [5], 即只
要测量矩阵满足RIP特性, 那么就能以高概率从低
维的压缩测量结果向量中准确地恢复出原信号. 然
而, 在实际应用中验证一个矩阵是否满足RIP特
性并非易事 [6]. 基于此, 2011年Candès等提出了
RIPless理论 [7]. RIPless理论也能很好地保证原信
号经测量矩阵投影后得到准确地恢复, 而验证一个
矩阵是否满足此性质要比验证是否满足RIP特性
要容易得多. 从压缩测量中恢复信号本是极小化 l0

范数的优化问题, 由于 l0范数问题求解起来比较困

难, 可转化为用极小化 l1 范数法和贪婪算法
[8,9] 等

实现. CS 提出后引起了学术界的广泛关注, 它在
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数字信号处理、信息论、通信、光学成像、雷达等领

域受到高度关注 [10,11].
循环矩阵因结构的特殊性而具有适合于CS应

用的诸多优点. 以处理一维信号的循环矩阵为例:
1) 由于循环矩阵的每一行是由上一行右移一位得
到, 故需要存储的独立变量少; 2) 由于任意一个循
环矩阵C 都可以表示为

C = FDF ∗ = Fdiag(d)F ∗ = Fdiag(
√
nFv)F ∗,

其中n为矩阵的列数, F为DFT矩阵, D为对角
阵, v为循环矩阵的第一行. 故循环矩阵进行Cx

和C∗y计算时可以利用FFT和简单的分量式运算
(component-wise operations) [12] 从而实现快速计

算, 这比矩阵和向量直接相乘的计算速度快很多;
3) 用循环矩阵测量信号实际上是对信号做离散卷
积, 可以解决诸多与卷积运算相关的理论与实际问
题; 4) 对于图像信号, 目前已研究出与循环矩阵结
构相匹配的CS恢复算法, 该算法有着满意的恢复
效果和计算速度 [13]. 因此循环矩阵在CS研究中备
受青睐.

Yin等概括了循环矩阵的构造方法 [13]: 1) 按
第一行 v构造, 即循环矩阵的第一行由独立同分布
的高斯序列或贝努利序列产生; 2) 按对角阵D构

造, 其对角线元素d可以由随机的±1符号元素产

生, Romberg还提出了单位幅值且相位随机具有
共轭对称结构的 d(本文中记为Romberg- 循环矩
阵) [14]. 这些矩阵的最大特点是其元素的随机性,
它一方面满足了测量矩阵对随机性的要求; 同时它
也存在需要存储的变量多、硬件上不易实现的缺点.

本文将循环矩阵的优点和混沌序列的优点

相结合, 提出基于混沌序列的混沌循环测量矩阵
(chaotic circulant measurement matrix, CCMM)
的构造. 它不仅继承上述循环矩阵的优点, 还将混
沌的天然优点融入其中. 构造CCMM时, 元素的
产生仅需要利用混沌的内在确定性, 即利用混沌映
射公式、初始值以及一定的采样间隔就可以通过迭

代产生独立同分布的随机序列; 同时混沌序列的外
在随机性可以满足测量矩阵对随机性的要求. 另
外, 混沌映射可用数字电路实现 [15], CCMM具有
用数字电路实现的潜在优势.

本文首先给出了CS的建模, 详细地讨论了处
理一维信号与二维信号时循环测量矩阵的不同

形式, RIPless理论中的两个 IP 特性以及本文所

使用的恢复算法. 在讨论使用Cat混沌映射构造
CCMM 时, 给出了Cat混沌序列的采样间隔的选
取原则与结果, 并进一步对CCMM 的RIPless特
性进行了检验. 采用构造的CCMM对一维和二维
信号进行压缩测量, 并与采用传统的循环测量矩阵
的效果进行比较. 对于一维信号, 本文比较了信号
恢复的成功率随信号稀疏度和压缩测量次数的变

化; 对于二维信号, 本文比较了信号恢复的相对误
差、峰值信噪比和信噪比随采样率和压缩信号的信

噪比的变化情况. 结果表明本文所构造的CCMM
与经典的测量矩阵相比具有诸多优越性. 最后从相
图角度分析了CCMM优于经典的测量矩阵的本质
性机理.

2 CS的建模

设信号为 f , 该信号在基ψ上的稀疏表示为

f = ψx, (1)

x为基ψ下的系数, 其中不为零系数的个数远小于
其维数, 这里考虑在正交基下信号的稀疏表示. 用
测量矩阵Φ = PC ∈ Cm×n(m ≪ n)(P表示从循
环矩阵C中任意选取m行)对信号进行测量. 对于
一维信号与二维信号, 循环测量矩阵C有着不同的

形式 [12]:
1) 对于一维信号,

C = FDF ∗ = Fdiag(d)F ∗ = Fdiag(
√
nFv)F ∗,

v是循环矩阵的第一行, 用循环矩阵对一维信号 f

进行测量时, 测量结果Cf是信号 f和 v循环卷积

的结果. 当d具有共轭对称结构时, 即对任意的 i和

i′ = mod(n − i + 1, n) + 1, 有di = conj(di′), 则循
环矩阵C是个实矩阵, 这会使得d的自由度减小接

近一半.
2) 对于二维信号 f ∈ Cn1×n2 , 上式中的 v将

不再简单地是循环矩阵的第一行, 而是循环测
量的核矩阵. 定义Cn1×n2上二维循环算子为C2,
用循环矩阵对二维图像信号 f进行测量时, C2(f)
表示图像 f和 v沿着上下和左右两个方向循环卷

积, 则C2可以表示为C2 = F2DF∗
2 , 其中, F2表

示Cn1×n2上正交的二维DFT算子; F∗
2表示F2的

共轭转置算子, 也是其逆算子; D 是一种定义为

D(f) = D ⊙ f 的算子, D =
√
n1n2F2(v); ⊙ 表示

矩阵中对应的元素分别相乘. 当D具有共轭对称结
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构时,即对任意的 i, j和 i′ = mod(n1−i+1, n1)+1,
j′ = mod(n2 − j + 1, n2) + 1, 有Dij = Di′j′ , 则与
循环算子C2 相对应的块循环矩阵C2 是个实矩阵.

考虑噪声影响的压缩测量模型为

y = Φf + n. (2)

RIPless理论 [7]确保当测量矩阵Φ中的行向量

φk (k = 1, 2, · · · , m)是从概率分布F中随机独立

地抽取的向量, 且概率分布F满足如下两个 IP特
性时, 那么就能以高概率从测量向量 y中准确地恢

复出原信号.
1) 迷向性 (isotropy property)
概率分布F具有迷向性, 若满足

E(φφ∗) = I, φ ∝ F. (3)

当F有着零均值时, 则E(φφ∗)为F的协方差矩阵.
换句话说, 迷向性的条件表明测量矩阵中φ ∝ F的

元素有着零均值、单位方差且相互之间是不相关的.
2) 不相干性 (incoherence property)
令φ = (φ[1], φ[2], · · · , φ[n]) ∝ F , 则相干性参

数µ(F )为满足下式的最小值

max
16t6n

|φ[t]|2 6 µ(F ). (4)

µ(F )越小, 测量向量越不相干, 则为了准确恢复需
要越少的测量次数.

无论是稀疏信号还是含有噪声的几乎稀疏

信号, 在满足RIPless理论的测量矩阵的测量下
都能实现信号的准确恢复. 本文第三部分将给
出CCMM的RIPless特性检验.

最后从线性测量向量中通过凸优化方法实现

信号的恢复. 对于一维信号, 本文采用YALL1算
法 [16]中的BP算法求解如下的凸优化问题:

BP : min
f∈Cn

∥∥ψTf
∥∥
1

s.t. PCf = y. (5)

对于二维信号, 本文采用和循环矩阵相匹配的
快速算法求解如下的凸优化问题 [13]:

BPDN : minα
n2∑
i=1

∥∥Dif
∥∥
2

+ β

n2∑
i=1

∣∣ψT
i f

∣∣+ µ

2

∥∥PCf − y
∥∥2, (6)

其中,
n2∑
i=1

∥Dif∥2 = ∥f∥TV

为信号f的全变差 (total variation, TV)范数, 即图
像的离散梯度之和; ψT

i 为基ψ的第 i行; α, β和µ

为加权系数, 本文中设定α = 1, β = 0, µ = 104.

3 基于Cat混沌序列的CCMM的构
造及其RIPless特性的检验

3.1 基于Cat混沌序列的CCMM的构造

混沌序列映射有多种, 本文采用Cat映射产生
混沌序列. Cat映射是由前苏联科学家Arnold最早
发现的一个二维离散混沌系统 [17], 其映射的定义
式为 xn+1

yn+1

 =

1 a

b ab+ 1

xn
yn

 (mod 1), (7)

其中, mod 1表示舍去实数的整数部分, 即
x mod 1 = x − ⌊x⌋. 由于其线性变换矩阵的行
列式为1, 所以Cat映射又被称为是区域保留的, 其
李雅普诺夫指数分别为

δ1 =
1

2
(3 +

√
5) > 1, δ2 =

1

2
(3−

√
5) < 1.

设定Cat映射的参数a = 1, b = 1, 初值x0 = 0.09,
y0 = 1. 本文选用xn序列来构造需要的混沌序

列. 为使用稳定区域的混沌序列构造CCMM, 选取
x201为采样的起点, 每隔一定的采样间隔 l(l > 0)

等间隔采样, 即

zk = x201+kl, k = 1, 2, 3, · · · (8)

采样间隔 l的选取原则是保证混沌序列 zk中

的元素的相互独立性. 下面讨论采样间隔 l 的选取

方法.
根据文献 [18]中介绍的方法, 首先应得到两个

长度都为n = 100000的随机序列X= (x1, x2, · · · ,
xn )和Y= (y1, y2, · · · , yn). 为得到这两个序列,先
选取 (0, 1)上独立均匀分布的n个点, 记为S= (s1,
s2, · · · , sn), 则由 si(1 6 i 6 n)经过 (7)式分别迭
代k1和k1 + l次后得到xi和 yi(为保证序列迭代进
入稳定区域, 取k1 = 200). 由于 s1, s2, · · · , sn是相
互独立的, 故由其迭代产生的x1, x2, · · · , xn和 y1,
y2, · · · , yn 各自内部是相互独立的, 现考虑采样间
隔 l为何值时X和Y 相互之间是独立的.

数据独立性检验的假设如下:
H0: X和Y 之间是相互独立的;
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H1: X和Y 之间不独立.
X和Y 之间独立性检验的步骤如下:
1) 将xi和 yi按照升序进行排列, 并得到其实

验累计分布函数 (cdf):FeX(x)和FeY (y).
2) 利用FeX(x)和FeY (y)分别对xi和 yi进行

变换, 得到新的数据x′i = FeX(xi)和 y′i = FeY (yi),
则x′i和 y′i服从 (0, 1)上的均匀分布.

3) 利用标准正态分布函数的反函数 g对x′i和

y′i作第二次变换: ui = g(x′i)和 vi = g(y′i). 则U=
(u1, u2, · · · , un)和V= (v1, v2, · · · , vn)都服从标
准正态分布.

4) 计算U和V 之间的相关系数 r和 t检验值:

r =

n∑
i=1

(ui − ū)(vi − v̄)√√√√[ n∑
i=1

(ui − ū)2
][ n∑

i=1

(vi − v̄)2
] ;

t =r
√
(n− 2)/(1− r2);

b1 =
n∑

i=1

(uivi − ūv̄)

/ n∑
i=1

(u2i − ūi)
2.

b1表示U和V 之间的线性回归斜率, 若 b1 ̸= 0, 表
示U和V 之间不独立, 则不需要接下来的检验.

若假设H0成立 (即X和Y 相互之间是独立

的), 则检验值 t ∼ t(n− 2).
5 )基于显著性水平α(一般取 0.05), 当 |t| >

tα/2时, X和Y 之间肯定不独立, 则检验终止; 当
|t| 6 tα/2时, X和Y 之间有可能是相互独立的, 为
了确定X和Y 之间独立, 进行步骤6).

6) 如果 |t| 6 tα/2且U和V 服从联合正态分

布, 则X和Y 相互之间也是独立的. 如果U和V 不

服从联合正态分布, 则X和Y 相互之间也不独立.
基于二维正态分布法则, 需观察随机变量 (u, v)的

坐标散点图. 为接收假设H0, 则随机变量 (u, v)的

坐标散点图应和文献 [18]中的参考散点图相一致.
经计算发现当采样间隔 l = 20时, 相关

系数 r = 3.331 × 10−3和检验值 t = −0.2002,
tα/2 = 1.96, 则相关系数 r接近于 0, |t| 6 tα/2,
且 (u, v) 坐标的散点图与参考散点图一致, 故此时
X和Y 相互之间独立.

由此可得 (7)式的Cat混沌序列, 其初值x0 =

0.09, y0 = 1, 当采样间隔 l = 20时, 可以保证从
Cat混沌序列中获得的混沌序列 zk中的元素相互

独立. 再通过使 zk 中的元素零均值和方差归一化

组成循环矩阵中的 v, 从而构造出基于Cat混沌序
列的CCMM.

zk(k = 1, 2, · · · , 10000)序列的空间分布情况
及分布直方图如图 1所示.
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图 1 (a) zk序列空间分布图; (b) zk 序列分布直方图

由于混沌序列xn在 [0, 1]内均匀分布, 则
Ex = 0.5, Dx = 1/12, 从xn序列中等间隔采样

得到的序列 zk再经过元素零均值和方差归一化,
则 zk序列在 [−

√
3,
√
3]内均匀分布, 且Ez = 0,

Dz = 1. 从图 1的分布情况可以看出 zk序列随

机均匀地分布在 [−
√
3,
√
3]的区间内, 这正体现了

混沌序列可以利用其内在的确定性, 即利用混沌映
射公式、初始值以及一定的采样间隔就可以产生独

立同分布的随机序列.

3.2 CCMM的RIPless特性的检验

1) 迷向性 迷向性的讨论分为两种情形.
其一, 当信号 f在时域上是稀疏时, 只需考

虑由 v生成的循环矩阵Φ的行向量φ= (φ[1], φ[2],
· · · , φ[n])的迷向性. 即检验

E(φ[i] · φ[j]) =

Eφ[i] · Eφ[j] = 0, (i ̸= j),

Eφ[i]2 = 1, (i = j).

测量矩阵Φ中m个行向量φk ∝ F , 有

1

m

m∑
k=1

φkφ
∗
k = I,

即E(φφ∗) = I.所以测量矩阵中φ ∝ F元素的分

布满足迷向特性. 其二, 当信号 f在正交基ψ下才

有稀疏表示时, 需考虑矩阵Φψ的行向量的迷向性.
由于循环矩阵Φ的行向量已经满足迷向性, 则根
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据基ψ的正交性, 矩阵Φψ 的行向量也自动满足迷

向性.
2) 不相干性 记相干性参数为µ(F), 不相干性

也分两种情形.
其一, 当信号 f在时域上是稀疏时, 此时的不

相干性描述的是测量矩阵Φ的行向量的元素满足

max
16t6n

|φ[t]|2 6 µ(F );

由于 zk序列中的元素的取值范围为 [−
√
3,
√
3], 故

设定µ(F ) = 3.
其二, 当信号 f在正交基ψ下才有稀疏表示时,

此时的µ(F )描述的是循环矩阵Φ的行向量与正交

基ψ列向量之间的不相干性, 这里给出此种情形下
不相干性µ(F )界的理论推导.

由于Φ = PC, 故考虑

max
16t,s6n

|⟨ct, ψs⟩|2 6 µ(F ),

其中 ct为矩阵C的行向量, ψs为正交基ψ的列向

量. 根据

C = Fdiag(d)F ∗ = Fdiag(
√
nFv)F ∗,

内积 ⟨ct, ψs⟩可以表示为

⟨ct, ψs⟩ =
n∑

w=1

Ft,wdwψ̂s(w),

其中,

Ft,w =
1√
n

e−j2π(t−1)(w−1)/n
,

ψ̂s表示正交基ψ列向量的共轭转置变换F ∗ψs.
由前面的介绍可知, 为保证循环矩阵C是个实

矩阵, d需具有共轭对称结构, 即对任意的 i和

i′ = mod(n− i+ 1, n) + 1, 有di = conj(di′). 所以
上式可改写为

⟨ct, ψs⟩ =
1√
n
d1ψ̂s(1) + 2

n/2∑
w=2

Re[Ft,wdwψ̂s(w)]

+ (−1)t−1 1√
n
dn/2+1ψ̂s(n/2 + 1)

=

n/2∑
w=1

Yw,

其中,

Yw =



1√
n
d1ψ̂s(1), w = 1,

2Re[Ft,wdwψ̂s(w)], 2 6 w 6 n/2,

(−1)t−1 1√
n
dn/2+1ψ̂s(n/2 + 1), w = n/2 + 1.

由于d中的元素是相互独立的, 所以Yw中的元素

也相互独立且是有界的

|Yw| 6 aw, aw

=



∣∣∣ 1√
n
d1ψ̂s(1)

∣∣∣, w = 1,

2
∣∣∣ 1√
n
dwψ̂s(w)

∣∣∣, 2 6 w 6 n/2,∣∣∣ 1√
n
dn/2+1ψ̂s(n/2 + 1)

∣∣∣, w = n/2 + 1.

根据Hoeffding不等式 [19]可得

Prob(⟨ct, ψs⟩ > λ) 6 2 exp

− λ2

2

n/2+1∑
w=1

a2w

 ,

其中,
n/2+1∑
w=1

a2w

=

∣∣∣∣ 1√
n
d1ψ̂s(1)

∣∣∣∣2 + n/2∑
w=2

(
2

∣∣∣∣ 1√
n
dwψ̂s(w)

∣∣∣∣)2

+

∣∣∣∣ 1√
n
dn/2+1ψ̂s(n/2 + 1)

∣∣∣∣2
<
1

n

(
d21 +

n/2∑
w=2

2 · d2w + d2n/2+1

)

×
(∣∣∣∣ψ̂s(1)

∣∣∣∣2 + n/2∑
w=2

2

∣∣∣∣ψ̂s(w)

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣ψ̂s(n/2 + 1)

∣∣∣∣2),
则由Parseval定理可知

d21 +

n/2∑
w=2

2 · d2w + d2n/2+1 =
∥∥v∥∥2

2
· n = C · n,

∣∣ψ̂s(1)
∣∣2 + n/2∑

w=2

2
∣∣ψ̂s(w)

∣∣2 + ∣∣ψ̂s(n/2 + 1)
∣∣2

=
∥∥ψ̂s

∥∥2
2
= 1.

故

n/2+1∑
w=1

a2w 6 C,
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Prob(⟨ct, ψs⟩ > λ) 6 2 exp
(
− λ2

2C

)
,

C为常数.
令

λ =
√
2C · log(2n2/δ),

对于n2种 ⟨ct, ψs⟩应用一致有界性可得

Prob

(
max

16t,s6n
|⟨ct, ψs⟩| >

√
2C · log(2n2/δ)

)
6 δ.

故以 1 − δ的概率循环矩阵C的行向量与正交基ψ

列向量之间的不相干性满足

max
16t,s6n

∥⟨ct, ψs⟩|2 6 2C · log(2n2/δ),

故设定

µ(F ) = 2C · log(2n2/δ).

以上给出了基于Cat混沌序列的CCMM的构
造方法, 并针对信号 f在时域上是稀疏和信号 f

在正交基ψ下才有稀疏表示两种情形给出了其

RIPless特性的检验.

4 仿真结果及分析

4.1 一维信号

这里讨论采用不同循环矩阵对压缩的一维

信号进行恢复并对其效果进行比较. 首先利

用CCMM对一维信号进行测量, 取常规信号长度
n = 512, 稀疏度 s = 30, 压缩测量点数m = 80,
为了简单起见且不失一般性, 选取的基为单位矩
阵, 恢复算法采用 (5)式的BP算法. 采用均方失真
MSD (mean square distortion)和信噪比SNR (sig-
nal to noise ratio) 作为恢复信号的评价指标. 其
中, MSD定义为

MSD =
1

n

∥∥∥f − f̂
∥∥∥2 =

1

n

n∑
i=1

∣∣∣fi − f̂i

∣∣∣2,
SNR定义为

SNR = 20 log ∥f∥2∥∥∥f − f̂
∥∥∥
2

.

这里 f为原信号, f̂为恢复的信号. 仿真效果如
图 2所示, 此时的恢复效果为MSD = 1.9314 ×
10−4, SNR = 15.0485 dB, 可以看出从CCMM测
量中恢复信号的MSD很小、SNR 高, 恢复效果好.

其次比较不同循环矩阵测量下的恢复效果. 比
较的矩阵有: 1) 按行构造, 即循环矩阵的第一行 v

由独立同分布的混沌序列、高斯序列和贝努利序列

产生, 分别记作 v:Chaotic-Circulant Matrix (v:C-
CM), v:Gau-Circulant Matrix (v:G-CM)和 v:Ber-
Circulant Matrix (v:B-CM); 2) 按对角阵D构造,
对角线元素d由随机的±1产生和Justin Romberg
提出的单位幅值且相位随机具有共轭对称结构的

d, 分别记作D:±1-Circulant Matrix (D:±1-CM)
和D:Romberg-Circulant Matrix (D:R-CM). 信号
长度仍取n = 512, 其中图 3中固定压缩测量点数

m = 100, 稀疏度 s从 6变化到 39, 图 4中固定稀疏

度 s = 20, 压缩测量点数m从 60 变化到 120, 相对
误差Rel_Err (Relative Error)定义为

Rel_Err = norm(f − f̂)/norm(f).

0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500

0 100 200 300 400 500

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

-0.5

0

0.5

(b)

(c)

(a)

图 2 CCMM测量下一维信号的恢复 (a) 原信号 f ; (b)
恢复信号 f̂ ; (c) 原信号与恢复信号的差 f − f̂
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图 3 (网刊彩色) 五种不同循环矩阵恢复成功率随信号稀
疏度的变化

当Rel_Err小于 10−4这个阈值时, 表示成功
恢复一次, 每组参数测试 200次, 计算恢复成功率
分别随信号的稀疏度和压缩采样点数的变化. 由
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图 3可以看出五种循环矩阵的性能随信号稀疏度

的变化基本相当, 信号恢复的成功率随信号稀疏度
的增加在下降. 当稀疏度 s 6 20时, 五种循环矩
阵的成功恢复率均接近于 1. 由图 4可以看出五种

循环矩阵的性能随压缩测量次数的变化也基本相

当, 信号恢复的成功率随压缩测量次数的增加在增
加. 当压缩测量次数m > 100时, 五种循环矩阵的
成功恢复率均接近于 1. 总的来说, 对于一维信号
CCMM和传统的循环矩阵的恢复成功率随稀疏度
和测量次数的变化都基本相当.

60 70 80 90 100 110 120
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

 v: C-CM

 v: G-CM

 v: B-CM

 D: R-CM

 D: +1-CM

图 4 五种不同循环矩阵恢复成功率随信号压缩测量次数

的变化

4.2 二维信号

这里讨论采用不同循环矩阵对压缩的二维

信号进行恢复并对其效果进行比较. 本文选用
256 × 256 的Lena测试图像, 选取的基为小波基,
用和循环矩阵相匹配的快速算法求解 (6)式的凸优
化问题. 采用相对误差Rel_Err (Relative Error)、
峰值信噪比PSN (Peak Signal to Noise Ratio)和
信噪比SNR (Signal to Noise Ratio)作为恢复图像
的评价指标. 其中, Rel_Err的定义为

Rel_Err = norm(F (:)− U(:))

norm(F (:))
× 100%.

PSNR的定义为

PSNR = 10× lg
(MAX2

F

MSE

)
.

对于 8 bit图像, 像素最大值为MAXF = 255,
MSE为均方误差 (Mean Square Error), MSE =

S−1
∑

∥F − U∥2, S为图像的大小, F和U分别为

原图像和恢复图像的像素值.
SNR的定义为

SNR = 10× lg
(var(F (:), 1)

MSE

)
,

式中, var(F (:), 1)表示原图像F的方差.
图 5是CCMM测量下图像信号的恢复效果.

采样率为 70%时, 恢复图像的效果为Rel_Err =

2.56%, PSNR =39.0 dB, SNR =25.3 dB,可以看出
从混沌循环压缩测量中恢复的图像Rel_Err很小,
PSNR和SNR高, 恢复效果好.
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0

10

5

15

(a) (b)

(c) (d)

图 5 CCMM测量下图像信号的恢复 (a) 为原图像 f ;
(b) 中白色为采样的点; (c) 为恢复信号 f̂ ; (d) 为原信号
与恢复信号的差 f − f̂

和一维信号的情形一样, 再比较五种不同循
环矩阵测量下的恢复效果. 首先比较五种循环
矩阵测量下恢复图像的Rel_Err 、PSNR和SNR
随采样率的变化情况, 如图 6所示. 其次比较在
采样率为 70%的情形下五种循环矩阵测量下恢
复图像的Rel_Err、PSNR和SNR随压缩信号的信
噪比 (记为SNRin)的变化情况, 如图 7 所示. 测
量过程为 y = Φf + n = yf + n, SNRin定义为

SNRin = 10 lg
Pyf

Pn
. 其中, yf是不含噪声时的压缩

测量结果, Pyf
和Pn分别是 yf和n的功率.

由图 6可以看出, CCMM的恢复性能随采样
率的变化与核矩阵 v由高斯序列和贝努利序列产生

的循环矩阵基本相当. 同时为了使恢复信号达到
大于 30 dB较好的峰值信噪比, CCMM 所需的采
样率要明显低于按D产生的循环矩阵所需的采样

率. 从图 7中可以看出, CCMM的恢复性能随压缩
信号的信噪比的变化优于其他四种循环矩阵, 且恢
复信号的信噪比与压缩信号的信噪比相比较, 其信
噪比增益要优于传统情形.
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图 6 (网刊彩色) (a)不同循环矩阵测量下恢复图像的
Rel_Err随采样率的变化情况; (b)不同循环矩阵测量下
恢复图像的PSNR随采样率的变化情况; (c)不同循环矩
阵测量下恢复图像的 SNR随采样率的变化情况
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图 7 (网刊彩色) (a)不同循环矩阵测量下恢复图像的
Re_lErr随 SNRin的变化情况; (b) 不同循环矩阵测量下
恢复图像的PSNR随 SNR in的变化情况; (c) 不同循环
矩阵测量下恢复图像的 SNR随 SNRin的变化情况

4.3 混沌循环矩阵优于传统循环矩阵的本

质性机理

下面分析本文构造出的CCMM优于传统的循
环矩阵的机理. 这里考察在有噪声情形下, 比较
CCMM与传统循环矩阵 (以贝努利序列构造的循
环矩阵为例)对Lena图像压缩测量的相图.

图 8描述的是采样率为 70%时, CCMM与贝
努利循环矩阵在两种SNRin下的压缩测量结果的

相图. 这里关注在同一信噪比条件下两种相图的差
异. 当SNRin = 10 dB(低信噪比)时, 图 8 (a)的贝
努利循环矩阵压缩测量结果相图的离散性明显大

于图 8 (c)的CCMM压缩测量结果的情形, 说明前
者相图中相邻数据之间的潜在关联性弱, 后者相邻
数据之间的潜在关联性强, 从侧面体现了混沌内在
确定性的潜能, 混沌以内在的不变应对外在噪声的
变. 当SNRin = 25 dB(高信噪比)时, 图 8 (b)和 (d)
的相图差异不大, 一方面反映出原图像序列自身的
内在关联性; 另一方面, 从侧面体现了混沌的外在
随机性和传统循环矩阵的随机性相当, 混沌以外在
的变应对被测信号内在的不变. 压缩数据的强关联
性或弱离散性更加利于信号的恢复, 这一点也可从
图 7中 (特别是图 7 (a))得到验证.
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图 8 采样率为 70%时, CCMM和由贝努利序列构造的循环矩阵在不同 SNRin下压缩测量结果的相图 (a)贝努
利循环矩阵, SNRin = 10 dB; (b)贝努利序循环矩阵, SNRin = 25 dB; (c)CCMM, SNRin = 10 dB; (d)CCMM,
SNRin = 25 dB

5 结 论

本文将循环矩阵的优点和混沌序列的优点相

结合提出基于Cat混沌序列的CCMM的构造方法.
它不仅继承了循环矩阵的优点, 而且同时突出地利
用了混沌的内在确定性来产生独立同分布的随机

序列, 利用了混沌的外在随机性来满足测量矩阵对
随机性的要求. 经检验发现CCMM很好地满足了
RIPless特性. 使用CCMM与传统的循环测量矩阵
分别对一维和二维信号进行压缩测量的结果表明

本文所构造的CCMM与传统的循环测量矩阵相比
具有诸多优越性, 混沌的内在确定性和外在随机性
的有机结合使所构造的混沌压缩测量矩阵的综合

性能优于传统的循环矩阵.
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Abstract
Construction of a compressive measurement matrix is one of the key technologies of compressive sensing. A circulant

matrix corresponds to the discrete convolutions with a high-speed algorithm, which has been widely used in compressive
sensing. This paper combines the advantages of chaotic sequence with circulant matrix to propose a circulant compressive
measurement matrix based on the chaotic sequence. The elements of a chaotic circulant measurement matrix are
generated by taking advantage of the chaotic internal certainty, i.e. the independent identically distributed randomness
sequence can be produced by the chaotic mapping formula using the initial value and a certain sampling distance.
At the same time, the external randomness of chaotic sequence can satisfy the stochastic requirements of compressive
measurement matrix. This paper presents the method of constructing chaotic circulant measurement matrix using a
Cat chaotic map and the test method for RIPless property of the matrix. Measurement results of one-dimensional and
two-dimensional signals using the chaotic circulant measurement matrix are studied and are compared with the results
of conventional circulant measurement matrix. It can be shown that the chaotic circulant measurement matrix has
good recovery results for both one-dimensional and two-dimensional signals. Moreover, it may get better results than
the traditional matrix for the two-dimensional signal. From the point of view of phase diagram, the essential reason of
chaotic circulant measurement matrix outperforms the conventional one is its integration of internal certainty with the
external randomness of the chaotic sequence.

Keywords: compressive sensing, circulant matrix, chaotic sequence, RIPless theory
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