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粗化过程中颗粒界面形状演化的

三维多相场法研究∗
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(西北工业大学, 凝固技术国家重点实验室, 西安 710072)
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利用多相场模型对液 -固两相体系中固相颗粒的粗化过程进行了三维模拟, 对粗化过程中的界面形状分
布进行了统计分析, 研究了不同固相体积分数下颗粒连接状态对界面形状演化及粗化速率的影响. 模拟结果
表明: 当颗粒间存在大量连接时, 粗化速率随固相分数的变化速率比颗粒无连接时变缓, 且随着粗化进行, 高
曲率的双曲形界面所占比例不断降低, 低曲率的椭球形界面所占比例逐渐增多; 无论固相颗粒间是否发生连
接, 界面形状演化经历一定阶段后, 三维界面形状分布均呈现自相似性, 但随着固相体积分数的增加, 界面形
状分布呈现自相似性所需的时间延长.
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1 引 言

粗化是两相体系中发生的一种典型微观组织

演化方式, 其驱动力是界面面积减少而带来的体系
能量降低. 粗化领域最经典的理论是由Lifshitz和
Slyozov[1]及Wagner[2]提出的LSW理论. LSW理
论假设第二相颗粒保持球形, 其所占体积分数趋于
无穷小, 且颗粒粗化只通过扩散作用实现. 在这种
假设情况下, 粗化达到稳态后, 平均颗粒半径R的

三次方与时间满足线性关系, 并且颗粒相对尺寸
分布具有自相似性. 对于枝晶组织, 通常采用二次
枝晶臂间距λ2 来表征其粗化过程, 且实验观测结
果表明λ2 ∝ t1/3[3]. 但是随着粗化的进行, 枝晶组
织逐渐演化成球形颗粒, 此时二次枝晶臂无法测
量, 因此λ2并不能很好地表征粗化过程. 由于比
表面积Sν的测量不受微观组织形貌的影响, 对于
任意形貌的组织都可以直接准确测量得到, 一些学

者 [4−6]提出用比表面积Sν来表征复杂组织的粗化

过程, Marsh 和Glicksman[4]指出比表面积Sν的三

次方与粗化时间 t同样满足线性关系.
以往对于粗化过程的研究大多基于二维截面

组织的观测及上述平均参量 (R, λ2, Sν) 的分析,
缺少对于复杂三维组织界面形貌细节的考虑, 因
而限制了人们对复杂三维组织粗化规律的深入理

解. 而三维组织界面形貌的具体细节, 即不同位
置处的界面主曲率, 直接决定了界面溶质浓度, 而
由界面曲率差异引起的溶质溶度差则是推动粗化

进行的直接原因. 基于上述考虑, 近年来Voorhees
等 [7,8]提出通过界面形状分布 (ISD)来表征复杂三
维组织的粗化过程, 即将粗化过程中某一时刻下微
观组织的界面划分成多个微小单元, 每一单元界面
用两个主曲率κ1和κ2来反映出其形状, 进而统计
出不同时刻的界面单元主曲率分布概率, 通过主曲
率分布概率随时间的演化就可以清晰定量地反映
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界面形状的演化. 这种分析方法可以完整地反映复
杂微观组织的形貌演化, 无需对组织形貌进行任何
假设. 图 1为Voorhees等 [7]给出的界面形状分布

图中的典型界面形貌. 图中不同区域对应不同形
貌的界面, 如所有椭圆形界面在 1, 4区域, 所有双
曲界面在 2, 3区域. 目前国际上已经开展了一些从
界面形状分布出发研究粗化现象的工作, Mendoza
等 [9], Kammer等 [10]分别研究了Al-Cu合金和Pb-
Sn合金定向凝固树枝晶在共晶温度以上的粗化现
象, 他们发现S−1

ν ∝ t1/3, 但是 ISD不具有自相似
性. Fife和Voorhees[11] 对Al-Cu 等轴树枝晶粗化
做了类似的研究, 发现虽然S−1

ν ∝ t1/3, 但经过足
够长时间的粗化 ISD呈现自相似性. Karen等 [12]

通过对多孔纳米金 ISD的研究, 指出其 ISD在粗化
过程中不具有自相似性. 这些研究虽然取得了一些
初步成果, 但是仍存在许多不足和待解决的问题,
如对于粗化过程中 ISD 演化是否具有自相似还存
在争议.
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图 1 界面形状分布图中的典型界面形貌 [7]

相场法模拟技术在材料微观组织演化的多个

领域得到了广泛应用 [13−16]. 在凝固组织粗化方
面, 文献 [17—19]通过相场法研究了二维条件下的
颗粒粗化情况, Kim[20]用相场法模拟了三维条件

下的液 -固两相系统中球形颗粒的粗化过程. 王陶
等 [21]利用相场法模拟了二维条件下固相体积分数

及颗粒间界面润湿性对粗化的影响. 以往的模拟研
究大部分没有考虑合并连接现象对粗化的影响, 也
没有涉及用界面形状分布对粗化进行表征. 本文利
用多相场模型, 通过调整固相分数及固 -固界面能
与固 -液界面能的比值, 对不同条件下液 - 固两相

系统中的颗粒组织粗化过程进行三维模拟, 并通过
对平均颗粒半径及界面形状分布的统计分析, 来研
究固相分数及颗粒连接对粗化动力学的影响.

2 相场模型及参数统计

本文采用Kim[20]提出的多相场模型, 模型假
设颗粒间的溶质传输只通过扩散交互作用. 引进多
相场ϕi(i = 1, 2, 3, · · · , n), ϕ1为液相, ϕi(i ̸= 1)为

固相, 当 i = 2, 3, 4, · · · , n时ϕi代表不同取向的晶

粒. 相场在每一点处共存且满足:
n∑

i=1

ϕi = 1, (1)

相场演化方程可表示为

∂ϕi

∂t
=− 2

n

n∑
j ̸=i

sisjMij

[
δF

δϕi
− δF

δϕj

+ f i(ci)− f j(cj)− (ci − cj)µ̄

]
, (2)

其中, n为任意节点上非零相场变量的个数; si为

阶梯函数, 当ϕi > 0时 si = 1, 否则 si = 0, Mij为

相场动力学系数, δF/δϕi的表达式为

δF

δϕi
=

n∑
k ̸=i

(
ε2ik
2
∇2ϕk + ω̄ikϕk

)
, (3)

εik为梯度项系数, ω̄ik为双阱势高度.

f i(ci)− f j(cj)− (ci − cj)µ̄

=


0 i ̸= n, j ̸= n

(σij/d0)(cL − c
e
L) i ̸= n, j = n

−(σij/d0)(cL − c
e
L) i = n, j ̸= n

, (4)

ci和 f i(ci)为特定节点处的成分和溶质场密度, 当
i = 1时, 有 ci = cL和 f i(ci) = fL(cL), 当 i ̸= 1时,
则 ci = cS和 f i(ci) = fS(cS); µ̄为化学势; σij为界

面能; d0为毛细长度; cL 为液相浓度; c e
L为液相平

衡浓度. 模型中参数有如下关系:

εij =
4

π

√
ξijσij ,

wij =
2σij

ξij
,

Mij =
d0D

(1− k)c
e
L

√
2ωij

Kε3ij
, (5)

D为扩散系数, k为分配系数, ξij为界面厚度. 通
过调整固 -液界面能和固 -固界面能的比值改变颗
粒间的连接状况.
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在忽略固相扩散且加入反溶质截留项以消除

非真实界面效应的情况下, 最终浓度场控制方程为

∂c

∂t
=∇ϕ1DL∇cL +∇

[
ε√
2W

(cL − cS)

×
√
ϕ1(1− ϕ1)

∂ϕ1

∂t

∇ϕ1

|∇ϕ1|

]
. (6)

利用均匀网格有限差分法对相场和溶质场方

程进行离散. 模拟中使用的无量纲参数如下: 液
相平衡浓度为 c

e
L = 0.1, 毛细长度 d0 = 0.03, 扩

散系数D = 1, 溶质分配系数k = 0.5, 空间步长
∆x = ∆y = ∆z = 1, 时间步长 dt = 0.1, 界面
厚度 ξ = 6∆x. 颗粒的连接状况通过改变固 -固
界面能σSS与固 -液界面能σSL的比值来控制, 当
σSS/σSL > 2时, 固 -固界面被液相完全润湿, 固相
颗粒间没有接触; 当 σSS/σSL < 2时, 固相颗粒间
出现合并连接. 本文分别选取σSS/σSL = 2.5和

σSS/σSL = 1.7来控制固相颗粒间的合并连接.
界面的平均曲率H可以用下式来计算:

H =
1

2
(∇ · n̂), (7)

其中, n̂为序参量法线方向的梯度,

n̂ =
∇ϕ

|∇ϕ|
=

ϕxi+ ϕyj + ϕzk√
ϕ2
x + ϕ2

y + ϕ2
z

, (8)

最终得到由序参量ϕ表示的平均曲率为

H =
1

2
(∇ · n̂)

=
[
ϕxx(ϕ

2
y + ϕ2

z) + ϕyy(ϕ
2
x + ϕ2

z)

+ ϕzz(ϕ
2
x + ϕ2

y)− 2(ϕxϕyϕxy + ϕyϕzϕyz

+ ϕxϕzϕxz)
][
2(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z)
3/2

]−1

. (9)

由序参量表示的高斯曲率为

K =
∇ϕ×H∗(ϕ)×∇ϕT

|∇ϕ|4

=
[
ϕ2
x(ϕyyϕzz − ϕ2

yz) + ϕ2
y(ϕxxϕzz − ϕ2

xz)

+ ϕ2
z(ϕxxϕyy − ϕ2

xy)
][
(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z)
2
]−1

+
{
2[ϕxϕy(ϕxzϕyz − ϕxyϕzz)

+ ϕyϕz(ϕxyϕxz − ϕyzϕxx)

+ ϕxϕz(ϕxyϕyz − ϕxzϕyy)]
}

×
[
(ϕ2

x + ϕ2
y + ϕ2

z)
2
]−1

, (10)

其中H∗(ϕ)是H(ϕ)的伴随矩阵

H(ϕ) =



∂2ϕ

∂x2

∂2ϕ

∂xy

∂2ϕ

∂xz

∂2ϕ

∂yx

∂2ϕ

∂yy

∂2ϕ

∂yz

∂2ϕ

∂zx

∂2ϕ

∂zy

∂2ϕ

∂zz


=


ϕxx ϕxy ϕxz

ϕyx ϕyy ϕyz

ϕzx ϕzy ϕzz

 ,

(11)

H∗(ϕ) =
ϕyyϕzz − ϕyzϕzy ϕyzϕzx − ϕyxϕzz ϕyxϕzy − ϕyyϕzx

ϕxzϕzy − ϕxyϕzz ϕxxϕzz − ϕxzϕzx ϕxyϕzx − ϕxxϕzy

ϕxyϕyz − ϕxzϕyy ϕyxϕxz − ϕxxϕyz ϕxxϕyy − ϕxyϕyx

 .

(12)

由平均曲率H和高斯曲率K可得到两个主曲率

κ1和κ2

κ1 = H −
√
H2 −K, (13)

κ2 = H +
√
H2 −K. (14)

经典粗化理论中假定粗化过程中固相体积分

数保持不变. 对于大多数实际材料体系, 由于毛
细长度与晶粒尺寸的比值很小, 由Gibbs-Thomson
效应引起的平衡溶质溶度变化很小, 因而可以很好
地满足上述假设. 但在相场模拟中, 为了加快粗化
速率, 缩短计算时间, 需要采用较大的毛细长度do,
这就增加了界面曲率对体系平衡溶质成分的影响,
因而随粗化的进行, 固相体积分数将产生较大变
化. 为了消除固相体积分数改变对粗化速率常数统
计的影响, 本文采用Kim[20]给出的方法对粗化速

率常数K的统计进行如下修正:

K = Kapp −∆K, (15)

其中K为修正后不受体积分数变化影响的粗化速

率常数, Kapp为从模拟结果中直接测量得到的粗

化速率常数, ∆K为体积分数改变引起的粗化速率

常数改变量,

∆K =
r3p
fp

dfp
dt . (16)

3 模拟结果与讨论

本文选取300× 300× 300的计算区域, 模拟固
相颗粒间不存在连接和存在连接两种情况下固相
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分数从 0.1到 0.5 (对应初始颗粒个数分别为 5156
和26096) 的组织粗化过程.

3.1 颗粒形貌演化

图 2是固相颗粒无连接情况下, 局部颗粒形貌
演化图. 从图中可以看出, 在任何一种固相分数
下, 随着粗化时间的增长, 体系内颗粒数目减少, 平
均颗粒尺寸增大. 进一步仔细观察还可以发现, 在
低固相分数下 (fp = 0.1), 固相颗粒近似保持球形;
固相分数为 0.5时, 由于颗粒间的相互影响, 颗粒
发生了明显变形, 部分颗粒边界发生平直化. 这种
变化从截面图中更容易发现, 图 3为颗粒间无连接

情况下, fp = 0.1和 fp = 0.5时的二维截面图, 从
图 3 (b)中可以明显看出存在平直化的晶界和高曲
率的尖角. 此外, 在颗粒间无连接时高固相体积
分数下还存在很多充满液相的三向连通结构, 如
图 3 (b)中黑色线框所示. 在Kailasam等 [22]的实

验中观测到了同样的现象.

(a1) (b1)

(a2) (b2)

图 2 固相颗粒间没有连接情况下, 颗粒组织形貌演化图
(a1), (b1)初始固相分数 fp = 0.1; (a2), (b2) 初始固相
分数 fp = 0.5; (a1), (a2) t = 3000dt, 颗粒平均半径分
别为 rp = 6.9∆x, rp = 8.9∆x; (b1), (b2) t = 10000dt,
颗粒平均半径分别为 rp = 10.5∆x, rp = 14.6∆x

图 4为固相颗粒之间有连接情况下, 局部颗粒
形貌演化图. 从图中可以看出, 与前面颗粒间无
连接的情况类似, 随着粗化时间的增长, 体系内颗
粒数目减少, 平均颗粒尺寸增大. 在低固相分数下
(fp = 0.1), 颗粒大都以球形均匀分布于空间中,不

过也出现了少量的连接; 固相分数为 0.5 时, 由于
固相分数增高, 颗粒之间的连接增多, 几乎所有的
颗粒都连在了一起. 图 5为 fp = 0.1和 fp = 0.5时

的二维截面图, 从图中可以更清楚地看到这一点.

(b)(a)

图 3 无合并连接时二维截面图 (a) 初始固相分数
fp = 0.1, t = 10000dt; (b) 初始固相分数 fp = 0.5,
t = 10000dt

(a1) (b1)

(a2) (b2)

图 4 固相颗粒有连接情况下, 颗粒组织形貌演化图
(a1), (b1)初始固相分数 fp = 0.1; (a2), (b2) 初始固相
分数 fp = 0.5; (a1), (a2) t = 3000dt, 颗粒平均半径分
别为 rp = 6.8∆x, rp = 8.7∆x; (b1), (b2) t = 10000dt,
颗粒平均半径分别为 rp = 10.4∆x, rp = 14.1∆x

(b)(a)

图 5 (a) 初始固相分数为 fp = 0.1, 颗粒基本为球形,
出现少量的连接; (b) 初始体积分数为 fp = 0.5, 几乎所
有颗粒连在一起; t = 10000dt
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3.2 粗化速率常数

在计算初期的组织调整阶段, 体系的固相分数
会急剧升高, 随后固相体积分数的变化趋于平缓.
这里采用前面提到的修正方法, 来消除固相体积分
数变化对粗化速率常数统计的影响. 图 6为修正后

的粗化速率常数K随固相分数 fp的变化. 从中可
以看出, 固相间无连接时粗化速率常数K随着固相

分数的增加而增大, 与Marsh-Glicksman (MG) 模
型 [4] 符合较好; 固相间有连接时粗化速率常数也
随着固相分数的增加而增大, 但是当固相分数较大
时, K 值的增加变缓. 这一结果与我们之前的二维
相场模拟结果 [21] 相符合, 即当颗粒间出现连接后,
受到三相点平衡关系的制约, 颗粒颈部连接处不同
颗粒间的界面曲率差值减小, 导致其间液相浓度梯
度减小, 扩散速度降低, 使粗化速率降低, 随固相分
数的增加, 形成连接的比例升高, 其对K值增加的

阻碍作用不断加强.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
0

1

2
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6

K
⊳
K
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图 6 粗化速率常数随固相分数的变化

3.3 界面形状分布 (ISD)

当迭代到 3000步时固相体积分数趋于稳定,
因此这里只对3000步以后的界面形状分布进行统
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图 7 固相颗粒间无连接时初始固相分数 fp = 0.1时不同时刻颗粒 ISD (a) t = 3000dt; (b) t = 5000dt; (c)
t = 7000dt; (d) t = 9000dt
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计. 随着时间演化, 初始固相分数 fp = 0.1时颗粒

数目从最初的 1266个下降到 t = 9000dt时的 654
个, 当初始固相分数 fp = 0.5时, 颗粒数目从最初
的 2594个下降到 t = 9000dt时的 1110个. 图 7为

固相颗粒间无连接、初始固相分数 fp = 0.1时, 不
同时刻颗粒界面形状分布图, 图中颜色条代表界
面曲率的概率密度, 所有曲率都用比表面积Sν来

进行归一化, 图中不同区域对应的界面形貌如图 1

所示. 由图 7可以看出低固相分数下粗化很快进

入稳态, ISD 基本不随时间变化, 这说明低固相分
数下固相间无连接时 ISD具有自相似性. 因为低
固相分数固相无连接情况下颗粒基本保持球形,
所以图 7 (a)—(d)四幅图中界面形状完全分布在区
域1中.

图 8为初始固相分数 fp = 0.5、固相颗粒间无

连接时, 不同时刻颗粒界面形状分布图. 由于固相
体积分数较高, 在赋初始组织时不可避免的存在颗
粒间的连接, 因而在 2, 3区域内主曲率概率密度出
现非零值, 随着演化的进行, 由于设定的固 -液界面
能之比使得固 -固界面会被液相完全润湿, 因而颗
粒间的连接将逐渐断开, 可以从图 8中清晰地看到.
在 t = 7000dt时, 3区域的曲率密度值已经为 0, 原
点处的曲率概率密度逐渐增大, 这是由颗粒间的连
接不断减少, 并且部分颗粒界面发生平直化造成
的. 图 9 为 t = 9000dt时, 从组织中提取出的几个
颗粒, 不同颜色表示不同的平均曲率值. 从图中可
以看出颗粒界面的平直化, 以及颗粒间的少量连接
产生的负平均曲率.
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图 8 固相颗粒间无连接时初始固相分数 fp = 0.5时不同时刻颗粒 ISD (a) t = 3000dt; (b) t = 5000dt; (c)
t = 7000dt; (d) t = 9000dt
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-0.1 0 0.1

图 9 局部颗粒形貌及颗粒平均曲率, 初始固相分数
fp = 0.5颗粒间无连接, t = 9000dt

图 10为固相颗粒间有连接, 初始固相分数
fp = 0.1时, 不同时刻颗粒界面形状分布图. 从
图中可以看出界面形貌主要分布在 1区域, 只有
少量分布在 2区域, 这是因为低固相分数下, 颗

粒基本保持球形, 只有少量的连接存在. 对比
图 10 (a)—(d)不难发现, ISD基本不随时间变化,
这说明低固相分数下颗粒间有连接存在时 ISD具
有自相似性.

高固相分数下颗粒间有连接的情况, 颗粒界面
形貌复杂, 颗粒间的连接使界面形状分布广泛, 这
可以从图 11中看出, t = 3000dt时界面形状广泛分
布于 1, 2, 3三个区域. 对比图 11 中不同时刻的界

面形状分布图可以发现, 随粗化的进行, 区域 3的
界面形状分布所占比例越来越少, 而区域 1的中心
区域界面形状分布所占比例越来越多, 这说明在高
曲率的双曲形界面所占比例减少的同时, 低曲率的
椭球形界面所占比例在逐渐增多. 高曲率双曲形界
面所占比例减少是由与大颗粒连接的小颗粒随粗

化的进行逐渐消失导致的; 低曲率的椭球形界面
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图 10 固相颗粒间有连接时初始固相分数 fp = 0.1时不同时刻颗粒 ISD (a) t = 3000dt; (b) t = 5000dt; (c)
t = 7000dt; (d) t = 9000dt
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图 11 固相颗粒间有连接时初始固相分数 fp = 0.5时不同时刻颗粒 ISD (a) t = 3000dt; (b) t = 5000dt; (c)
t = 7000dt; (d) t = 9000dt

所占比例增大, 是因为小颗粒消失的同时大颗粒在
逐渐长大. 当 t = 9000dt 时, 界面形状主要分布在
1, 2区域内, 区域 1中的界面主要为颗粒没有连接
处的椭球形界面, 区域 2界面主要分布于颗粒的连
接处, 这些界面形状可以从图 12中清晰地看到, 不
同界面处的平均曲率用不同颜色标出.

对比图 7和图 8 , 及图 10和图 11 , 可以发现,
低固相分数下, 颗粒粗化很快进入稳态, 并呈现出
ISD的自相似性, 而高固相分数下颗粒粗化进入稳
态较慢. 在图 8和图 11中虽然没有出现 ISD的自
相似性, 但通过观察可以发现概率密度峰的位置、
大小以及基本形状随着粗化的进行逐渐趋于稳定,
因此可推测随着时间的延长, 在高固相分数下 ISD
也将出现自相似性.

-0.1 0 0.1

图 12 局部颗粒形貌及颗粒平均曲率, 初始固相分数
fp = 0.5颗粒间有连接, t = 9000dt

026401-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 2 (2014) 026401

理论上三维主曲率分布自相似时, 平均半径分
布也应具有自相似性. 但是由于计算条件的限制,
本文中计算的颗粒数较少, 对所有颗粒的半径进行
统计分析时, 发现其统计学平均性较差. 而主曲率
分布的统计针对的是界面上的每个点, 其数目远远
大于颗粒数目, 统计平均性较好, 因此本文仅给出
了三维主曲率分布的统计结果.

4 结 论

本文采用多相场模型模拟了液 -固两相体系中
多颗粒的粗化过程, 分析了固相体积分数及颗粒间
合并连接状况对粗化过程中颗粒界面形状分布及

粗化速率常数的影响. 得出如下结论:
1) 粗化速率与固相体积分数密切相关, 颗粒

无连接情况下, 粗化速率常数随固相体积分数的增
加而增大, 当颗粒间存在连接时, 这种增长趋势将
变缓;

2) 高固相分数下, 颗粒间存在连接时, 随着粗
化的进行高曲率双曲形界面所占比例下降, 低曲率
椭球形界面所占比例上升;

3) 颗粒组织粗化演化过程达到稳态后, 界面
形状分布具有自相似性, 低固相分数下界面形状分
布出现自相似较快, 而高固相分数下则需要较长
时间.
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Phase field modeling of the evolution of partical
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Abstract
Three-dimensional simulations of particles coarsening in a solid-liquid two-phase system are investigated using

the multiphase-field model. The evolution of the interface shape distribution during coarsening is analyzed. And the
influences of the volume fraction on the interface shape distribution and coarsening rate are studied under different
coalescence conditions. The simulation results show that the influence of volume fraction on the change of coarsening
rate is delayed when there exists coalescence between solid particles under high volume fraction. Moreover, with the
evolution of coarsening, proportion of the hyperboloid with high curvature decreases and the proportion of ellipsoid with
low curvature increases. No matter whether the coalescence between particles occurs, the interface shape distribution
has self-similarity after a period of time of evolution. But it will take a longer time for the system to reach the steady
state with the increasing of volume fraction.
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