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温库边界对布朗热机性能的影响∗
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研究了单势垒锯齿势中, 布朗粒子在外力和空间周期温度场作用下构成的布朗热机的热力学性能. 考虑
布朗粒子动能变化以及高、低温库之间热漏引起的热流. 用Smoluchowski 方程描述粒子在黏性介质中的动力
学特性, 推导出高、低温库的热流以及热机功率和效率的解析表达式. 通过数值计算分析势垒高度、外力和温
库边界对热机性能的影响. 研究表明: 由于动能变化和热漏引起的不可逆热流的存在, 布朗热机为不可逆热
机, 热机的功率效率特性为一闭合的关系曲线; 势垒边界与温库边界重合时, 热机的功率达到最大值; 通过改
变温库边界的位置, 可以在一定范围内提高热机的效率, 但同时减小了热机的输出功率.
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1 引 言

布朗马达是一种纳米级的微小机器, 具有周
期性的空间不对称结构 [1−4]. 在温差驱动下布朗
马达能够作为热机进行工作, 实现微观领域的能
量转换. Feynman等 [5]首先提出了所谓 “热棘轮”
的热驱动布朗马达模型. 随后, 人们为了理解布朗
马达的特性及工作原理, 开展了大量的理论和实
验工作 [6−11]. 例如Büttiker[6], van Kampen[7]和

Landauer[8]等分别从不同的角度研究了由非均匀
温度场驱动的布朗马达的粒子流和热力学性能.

近年来, 人们对温差驱动的布朗热机产生了浓
厚的兴趣, 基于费曼棘齿演化而来的单势垒锯齿势
场中布朗热机的性能得到了广泛的研究, 并得到
了许多有意义的结果. 单势垒锯齿势布朗热机或
制冷机模型的优势在于可以从布朗粒子的动力学

方程推导出粒子流和热流等热力学参量的解析表

达式, 方便进行热力学性能优化及分子动力学模
拟 [9]. Asfaw和Bekele[12−14]研究了温差驱动布朗

马达的效率和特性, 该马达可以作为一个热机或制

冷机工作, 在准静态极限下布朗热机的效率达到卡
诺效率; Derényi 和Astumian[15]考虑布朗粒子在

高低温库之间运动时, 粒子的动能变化会产生不
可逆热流, 从而影响布朗热机的效率; Zhang和He
等 [16−18] 研究了一维晶格中微观布朗热机和制冷

机的热力学性能. 大量的研究结果表明, 由于布朗
粒子动能变化引起的不可逆热流, 使得在准静态极
限下布朗热机的效率和制冷机的制冷系数都达不

到卡诺值 [19−27].
在 考 虑 粒 子 动 能 变 化 引 起 的 热 流 时,

Asfaw[28,29]进一步讨论了在黏滞性介质中细分锯

齿势对布朗热机效率和制冷机制冷系数的影响, 得
出当锯齿势细分程度较小时有可能提高布朗热机

的效率. 之前, 我们研究了一个周期性双势垒锯齿
势布朗热机模型 [30], 考虑了高、低温库之间存在不
可逆热漏, 结果表明低势垒的引入可以在一定程度
上提高布朗热机的效率.

为了进一步探究布朗马达系统中各性能参数

对布朗热机效率的影响, 寻求提高布朗热机效率的
方案, 我们对周期性单势垒锯齿势场中布朗热机
的温库边界进行改变, 不再与势垒边界重合. 运用
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Smoluchowski方程 [31]导出了稳态流、功率和效率

的表达式. 考虑布朗粒子动能的变化以及高、低温
库之间热漏的存在, 通过数值计算分析温库边界等
参数对布朗热机功率和效率的影响. 相比于势垒边
界与温库边界重合的布朗热机, 温库边界的改变在
一定程度上提高了热机的效率, 但同时减小了输出
功率.

2 模型与理论分析

考虑布朗粒子在周期性单势垒锯齿势中运动,
黏性介质沿空间坐标x的方向交替地与高、低温热

库接触, 粒子受到沿x负方向的线性外力 f的作用,
如图 1所示。

U0

-L1 δL2 L2

f

U(x)

x0

Tc Tc
Th Th

图 1 布朗热机示意图

在区间−L1 6 x < L2内, 单势垒锯齿势分
布为

Us(x) =


U0

(
x

L1
+ 1

)
(−L1 6 x 6 0)

U0

(
−x

L2
+ 1

)
(0 < x < L2)

, (1)

U0为势垒的高度, L = (L1 + L2)为锯齿势的周期

长度. 温度曲线 T (x)有如下形式:

T (x) =

Th (−L1 6 x 6 δL2)

Tc (δL2 < x < L2)
, (2)

其中Th, Tc分别为高、低温热库的温度. 势场Us(x)

和温度T (x)拥有相同的周期L, 使得

Us(x+ L) = Us(x), T (x+ L) = T (x).

外力 f 产生的等效势为 fx, 总的等效锯齿势变为
U(x) = Us(x) + fx.

在周期性非均匀温度和外力的驱动下, 布朗
粒子做定向运动并最终形成一个稳态流J . 稳态
流的大小和方向由表征模型的参数决定. 布朗粒
子在非均匀介质中的动力学由Smoluchowski方程
表示 [31]:

∂P (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(
1

γ(x)

[
U ′(x)P (x, t)

+
∂

∂x
(T (x)P (x, t))

])
, (3)

P (x, t)为 t时刻发现粒子在 x处的概率密度,
U ′(x) = dU(x)/dx, γ(x)为x处的摩擦系数. 取
玻尔兹曼常数 kB = 1, 稳态时的恒定流为

J =− 1

γ(x)

[
U ′(x)Pss(x)

+
d

dx(T (x)Pss(x))

]
, (4)

其中Pss(x)为x处的稳态概率密度. 假定黏性介
质中各处的摩擦系数相同, 利用周期性边界条件
Pss(x+ L) = Pss(x)以及本文中所给定的锯齿势场

和温度曲线, 可得到稳态流的表达式:

J =
−F

G1G2 +HF
, (5)

其中F , G1, G2, H的具体表达式在附录中给出.
布朗粒子的速度 ν与稳态流的关系为 ν = JL.

作为热机模型时, 稳态流大于 0 (即布朗粒子
向右运动). 考虑系统中存在的两种热流: 一种为
高、低温库之间的热漏, 大小为k(Th − Tc), k为热
漏系数 [32]; 另一种为布朗粒子运动所产生的热流,
包括布朗粒子克服势垒、外力以及黏性阻力时吸收

热量产生的热流和温度边界处由于布朗粒子动能

变化引起的热流 (Th − Tc)/2
[15]. 因此, 在周期时间

t = L/ν内, 从高温库中释放出来的热量为

Qh = (1− δ)U0 + (γν + f)(L1 + δL2)

+ (Th − Tc)/2 + k(L/ν)(Th − Tc). (6)

同样, 可知低温库吸收的热量为

Qc = (1− δ)U0 − (γν + f)(L2 − δL2)

+ (Th − Tc)/2 + k(L/ν)(Th − Tc); (7)

热机的功和效率分别为

W = (γν + f)(L1 + L2), (8)

η =
W

Qh
=

(γν + f)(L1 + L2)

(1− δ)U0 + (γν + f)(L1 + δL2) + (Th − Tc)/2 + k(L/ν)(Th − Tc)
; (9)
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于是热机的功率为

P = W/t = (γν + f)(L1 + L2)ν/L

= (γν + f)ν. (10)

为了便于分析, 我们对模型中的参量进行无量
纲处理. 令

u = U0/Th, τ = Tc/Th,

λ = fL1/Th, l = L2/L1,

以及J0 = Th/(γL
2
1) = 1.

3 无外力时热机功率和效率特性

没有外力时, 即λ = 0. 利用 (9)和 (10)式我们
给出了热机的功率、效率关于势垒高度u 的关系曲

线, 如图 2和图 3所示. 功率和效率都与势垒高度
呈抛物线型曲线关系; 在u = uP 处, 功率达到最大
值Pu; 在u = uη处, 效率达到最大值 ηu. δ的取值

(即温库的边界位置)影响着热机的功率和效率, 随
着 δ的增大, 最大功率和最大效率都减小. 当u = 0

时, 即势垒不存在, 由于没有非对称的势场驱使布
朗粒子定向运动, 布朗热机不工作, 热机的功率和
效率都为 0; 当u很大时, 温差的驱动不足以让布朗
粒子克服锯齿势垒向右运动, 此时热机也不工作,
热机的功率和效率同样也为0.

0 5 10

0

0.12

0.24
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uP

δ=0

δ=0.5

δ=0.8

P

u

图 2 功率 P 与势垒高度 u的关系 (其中 τ = 0.5,
l = 0.6, k = 0.004)

图 4为不同 δ取值下热机功率P与效率 η的关

系曲线. 从图 5中可以看出, 由于热漏以及动能变
化引起的不可逆热流的存在, 使得布朗热机为不可
逆热机, 热机的功率效率特性为一闭合的关系曲
线, 与经典的不可逆热机相似 [33].
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图 3 效率 η与势垒高度u的关系 (其中 τ = 0.5, l = 0.6,
k = 0.004)
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图 4 功率 P 与效率 η的关系 (其中 τ = 0.5, l = 0.6,
k = 0.004)

4 外力与温库边界对热机功率和效率
的影响

根据 (9)和 (10)式, 分析外力、温库边界对热机
功率、效率的影响. 图 5和图 6为不同势垒高度下

热机功率P、效率η与外力λ的关系曲线. 从图中可
以看出, 当λ = 0 时 (即外力不存在), 功率为P0完

全用来驱使布朗粒子克服黏滞阻力向右运动, 热机
的效率为 η0; 随着外力λ的增大, 功率P和效率 η

先增大后减小, 存在最优的外力取值λP 和λη使得

功率、效率分别达到最大值Pλ, ηλ; λ取值存在上限
值λmax, 当λ = λmax时, 热机的功率、效率都为 0,
布朗粒子平均稳态速度为 0, 系统处于准静态. 综
上, 布朗热机工作在一定的外力取值区间内, 通过
对外力合适的取值, 可以使得热机工作在最大功率
下或是最大效率下.

图 7和图 8为不同势垒高度下热机功率P、效

率 η与温库边界 δ的关系曲线. 从图中可以看出:
当 δ = 0时, 即温库边界与势垒位置重合, 此时功
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率达到最大值Pδ, 热机的效率为 η0; 随着 δ的增大,
功率P单调减小, 效率 η先增大后减小, 存在最优
的温库边界 δη使得热机效率达到最大值 ηδ; δ取值
存在上限值 δmax, 当 δ = δmax 时, 热机的功率、效
率都为 0, 布朗粒子平均稳态速度为 0, 系统处于准
静态. 综上, 温库边界 δ的取值影响着热机的功率、

效率特性, 适当地改变温库边界位置能提高热机的
效率, 但同时减小了热机的输出功率.
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图 5 功率P 与外力 λ的关系 (其中 δ = 0.5, τ = 0.5,
l = 0.6, k = 0.004)
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图 6 效率 η与外力 λ的关系 (其中 δ = 0.5, τ = 0.5,
l = 0.6, k = 0.004)
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图 7 功率 P 与温库边界 δ 的关系 (其中 λ = 0.5,
τ = 0.5, l = 0.6, k = 0.004)
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图 8 效率 η与温库边界 δ的关系 (其中λ = 0.5, τ = 0.5,
l = 0.6, k = 0.004)

5 结 论

本文研究了单势垒锯齿势中布朗粒子在外力

和空间周期温度场作用下构成的布朗热机的热力

学性能, 考虑布朗粒子动能变化以及高、低温库之
间热漏引起的热流. 用Smoluchowski方程描述粒
子在黏性介质中的动力学特性, 推导出高、低温库
的热流以及热机功率和效率的解析表达式. 通过
数值计算分析势垒高度、外力和温库边界对热机性

能的影响. 结果表明: 由于动能变化以及热漏引起
的不可逆热流的存在, 布朗热机为不可逆热机, 热
机的功率效率特性为一闭合的关系曲线; 热机的功
率、效率都与势垒高度、外力呈抛物线型曲线关系,
存在最优的取值, 使得热机的功率或效率达到最大
值; 当势垒边界与温库边界重合时, 热机的功率达
到最大值, 随着温库边界的改变在一定范围内提高
热机的效率, 同时减小了热机的输出功率.

附录

考虑布朗粒子在周期性势场中运动, 其中势场曲线,
温度场曲线由文中 (1), (2)式给出, 总的等效的锯齿势
U(x) = Us(x) + fx. 布朗粒子的动力学方程为

∂P (x, t)

∂t
=

∂

∂x

(
1

γ(x)

[
U ′(x)P (x, t)

+
∂

∂x
(T (x)P (x, t))

])
.

稳态时的恒定流为

J = − 1

γ(x)
[U ′(x)Pss(x) +

d
dx (T (x)Pss(x))].

利用周期性边界条件和归一化条件可求得稳态流为

J =
−F

G1G2 +HF
,
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其中

F = eϕ(L1) − 1,

G1 =

∫ L1

−L1

e−ϕ(x)

T (x)
dx,

G2 =

∫ L1

−L1

eϕ(x)γ(x)dx,

H =

∫ L1

−L1

e−ϕ(x)

T (x)
dx

∫ x

−L1

eϕ(x′)γ(x′)dx′,

ϕ(x) =

∫ x

−L1

U ′(x′)dx′/T (x′).

通过计算进一步求得:

F = e[(U0+fL1)/Th+δ(−U0+fL2)/Th+(1−δ)(−U0+fL2)/Tc]

− 1,

G1 =
L1

(U0 + fL1)

[
1− e−(U0+fL1)/Th

]
+

L2

(−U0 + fL2)
e−(U0+fL1)/Th

×
[
1− e−δ(−U0+fL2)/Th

]
+

L2

(−U0 + fL2)

× e−[(U0+fL1)/Th+δ(−U0+fL2)/Th]

×
[
1− e−(1−δ)(−U0+fL2)/Tc

]
,

G2 =
γThL1

(U0 + fL1)
[ e(U0+fL1)/Th − 1]

+
γThL2

(−U0 + fL2)
e(U0+fL1)/Th

× [ eδ(−U0+fL2)/Th − 1]

+
γTcL2

(−U0 + fL2)

× e[(U0+fL1)/Th+δ(−U0+fL2)/Th]

× [ e(1−δ)(−U0+fL2)/Tc − 1],

H = t1 + t2 + t3 + t4 + t5 + t6,

t1 =
γL2

1

(U0 + fL1)

×
[
1 +

Th

(U0 + fL1)
( e−(U0+fL1)/Th − 1)

]
,

t2 =
−γThL1L2

(U0 + fL1)(−U0 + fL2)
e−(U0+fL1)/Th

× ( e(U0+fL1)/Th − 1)( e−δ(−U0+fL2)/Th − 1),

t3 =
γL2

2

(−U0 + fL2)

×
[
δ +

Th

(−U0 + fL2)
( e−δ(−U0+fL2)/Th − 1)

]
,

t4 =
−γThL1L2

(U0 + fL1)(−U0 + fL2)

× e−[(U0+fL1)/Th+δ(−U0+fL2)/Th]

× ( e(U0+fL1)/Th − 1)( e−(1−δ)(−U0+fL2)/Tc − 1),

t5 =
−γThL

2
2

(−U0 + fL2)2
e−δ(−U0+fL2)/Th

× ( eδ(−U0+fL2)/Th − 1)( e−(1−δ)(−U0+fL2)/Tc − 1),

t6 =
γL2

2

(−U0 + fL2)

[
(1− δ)

+
Tc

(−U0 + fL2)
( e−(1−δ)(−U0+fL2)/Tc − 1)

]
.
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Influence of the heat reservoir boundary on the
performance of Brownian heat engine∗
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Abstract
In this paper we study the thermodynamic performance of a Brownian heat engine, which is driven by temperature

difference. Brownian particles move in a periodic single-barrier sawtooth potential under the action of an external load
force, and contact an alternating hot and cold reservoir. The kinetic energy change of the Brownian particles and the heat
leak between hot and cold reservoir are considered simultaneously. The dynamics of the Brownian particle is governed
by the Smoluchowski equation. The expressions for heat flow, power output and efficiency are derived analytically. The
influences of the height of barrier, the external load force and the heat reservoir boundary on efficiency and power output
are discussed by numerical calculation. It is shown that the Brownian heat engine is irreversible when the irreversible
heat flow caused by the kinetic energy change and the heat leak exist. The curve of the power output versus the efficiency
is a loop-shaped one. When the barrier boundary coincides with the heat reservoir boundary, the heat engine has a
maximum power output. The efficiency of the heat engine is enhanced, but the power output is reduced when the heat
reservoir boundary is changed.

Keywords: Brownian heat engine, heat leak, thermodynamic performance, irreversibility

PACS: 05.40.–a, 05.70.Ln, 87.10.–e DOI: 10.7498/aps.63.200501

* Project supported by the National Natural Science Foundation of China (Grant No. 11365015).
† Corresponding author. E-mail: hjzhou@ncu.edu.cn

200501-6

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://118.145.16.217/magsci/article/article?id=16847755
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevE.89.012143
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract51063.shtml
http://wulixb.iphy.ac.cn/CN/abstract/abstract51063.shtml
http://dx.doi.org/10.1007/BF01012607
http://dx.doi.org/10.1007/BF01012607
http://dx.doi.org/10.1088/1674-1056/18/8/031
http://dx.doi.org/10.1088/1674-1056/18/8/031
http://dx.doi.org/10.1063/1.351755
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.200501

	1引 言
	2模型与理论分析
	Fig 1

	3无外力时热机功率和效率特性
	Fig 2
	Fig 3
	Fig 4


	4外力与温库边界对热机功率和效率的影响
	Fig 5
	Fig 6
	Fig 7
	Fig 8


	5结 论
	附录
	References
	Abstract

