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基于压缩感知的振动数据修复方法∗
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( 2014年 3月 27日收到; 2014年 6月 9日收到修改稿 )

为解决旋转机械振动信号丢失数据修复的问题, 提出一种基于压缩感知原理的振动数据修复方法. 首先
对采集到的不完整信号进行处理, 将无信息输入时刻对应的数据用零元素填充得到有损信号, 以单位矩阵为
基础, 根据有损信号中零元素的位置信息, 构造对应于压缩感知框架下的观测矩阵; 再根据待修复信号的特点
并结合先验知识, 构造或选择能够对振动信号进行稀疏表示的字典矩阵; 然后使用高效且稳定的追踪算法, 根
据有损信号、观测矩阵以及字典矩阵重构原始信号, 实现丢失振动数据的修复. 使用仿真数据检验方法的有效
性; 使用实测的轴承振动状态数据验证方法对于振动数据的适用性, 并通过比较完整信号、有损信号和修复信
号对应的时域和频域特征值来检验数据修复效果. 实验结果表明: 本文方法能够有效地实现丢失数据的修复,
且从统计特征的角度来看,相比于有损信号, 修复信号能够更为准确地描述真实完整的振动信号.
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1 引 言

在对旋转机械进行状态监控时, 常常需要采集
设备关键部件如齿轮、轴承等运行过程中的振动数

据, 并基于这些数据, 在时域、频域或者时频域进行
故障的监测和诊断等. 由于监测环境常常伴随着较
为强烈的振动, 有时会对传感器的正常工作产生一
定的影响 [1−4]. 如在实际振动信号采集过程中, 可
能由于传感器故障、信号传输或者线路接触不良等

原因, 信号采集过程突然中断, 导致部分时间段内
的振动状态数据丢失. 在运行过程不可逆的情况
下, 重新采样已不可能, 此时如需进行设备状态分
析, 则不得不使用不完整数据, 而直接使用这些数
据会影响故障检测或诊断结果的准确性. 如果能够
根据实际采集得到的状态数据估计出采样中断期

间所损失的数据, 则会提高设备状态分析结果的准
确性.

压缩感知 (compressed sensing, CS)是Dono-
ho[5], Candes等 [6,7]于 2006年正式提出的一种可

突破Nyquist 采样频率的新型采样理论 [8,9], 其核
心思想是将压缩过程和采样过程合并, 直接采集原
始信号的少量非自适应线性投影 (测量值), 然后根
据相应的重构算法由测量值重构得到相应的原始

信号 [10−12]. CS出现之后, 便开始被研究和应用于
诸多领域. 如在压缩成像领域, Chan等 [13]研究了

基于压缩感知的单像素太赫兹成像系统; 在关联成
像领域, Katz等 [14]将CS引入基于热光源的关联
成像系统中, 白旭等 [8] 则将CS 理论与DGI相结
合, 通过CS有效降低采样次数; 在医疗成像领域,
Lustig等 [15] 将CS应用于核磁共振中,实现快速成
像; Herman等 [16]利用CS实现了高分辨率雷达探
测; 另外在无线通信 [17]、天文 [18]、模式识别 [19]及

生物传感等领域也都开展了CS 的应用研究工作.
对于丢失数据修复问题, 如果将当前采集到的

不完整数据作为CS理论中的观测数据, 相应的完
整数据作为原始信号, 则该数据修复问题便可等效
为一个压缩采样过程. 实际上, 在CS原理提出之
前, 已有文献利用相关的基础理论开展了图像修复
方面的研究工作, 如文献 [20]提出了一种利用 l1范
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数最小化实现有损图像修复的方法; 在文献 [21]中,
Elad等提出了一种基于图像稀疏表示的图像修复
算法, 并通过实验验证了算法的有效性; 文献 [22]
提出了一种利用线性规划方法解决丢失数据恢复

的问题, 并分析了该方法实现数据恢复的条件. 上
述涉及的范数最小化问题以及稀疏表示问题均可

以包含在CS理论体系之内 [23]. 本文在上述研究的
基础上, 将CS原理引入丢失数据修复问题中, 并结
合前文所述的应用背景, 提出了一种基于CS的振
动数据修复方法. 该方法首先根据不完整数据构造
CS框架下的观测矩阵, 然后针对振动信号的特点,
建立稀疏表示字典矩阵, 在此基础上利用追踪算法
估计出完整的振动信号.

对于丢失数据的修复, 可用的方法还有时间序
列法、回归分析法、插值法和曲线拟合法等. 这些方
法是利用已有的数据信息提取出数据的分布规律

或趋势, 根据这些规律来估计缺失的数据, 往往需
要求解一系列的方程或高维方程组, 随着数据量的
增大, 求解过程会越来越困难, 而且这些方法都是
基于数据本身实现缺损数据修复, 并未考虑数据类
型的特点.本文所提方法不对数据趋势和规律进行
显式提取, 这些信息是蕴含于数据重构过程中的,
从而将复杂的方程求解等问题转化为直接的矩阵

运算. 同时, 本文方法在使用稀疏矩阵的过程中便
将振动信号的类型特点考虑在内, 因此对数据的修
复更为有利.

本文第二节介绍基于压缩感知的振动数据修

复原理; 第三节通过仿真数据和实测轴承振动数据
对本文所提方法的有效性进行验证; 最后在第四节
对全文内容和下一步研究方向进行总结.

2 数据修复原理

根据CS原理, 假设可通过某种字典矩阵Ψ对
原始信号x ∈ RN进行稀疏化, 且经过压缩观测可
得到观测信号y ∈ RM (M < N). 此处的M个数

据一般是通过随机观测得到的, 故无法确定M个

数据中哪些点是重要的, 哪些点是不重要的. 由CS
原理, 可以认为这M个点以很大的概率包含了原

始信号x的大部分重要信息. 而从与此相对的另一
个角度来看, 也可以认为随机丢弃了N − M个数

据, 且这N − M 个数据里包含的原始信号x的信

息很少.
假设在原始信号x ∈ RN的采集过程中, 由于

诸如传感器接触不良等原因只得到了M个数据,
即丢失了N −M个数据. 这些数据的损失是有随

机性的. 结合CS原理, 该过程可看作为一个随机
压缩采样过程. 即由于丢失时刻的随机性, 可认
为采集到的M个数据里包含了原始信号的大部分

信息. 基于得到的这M个数据, 应用CS重构算法,
可以重构出原始信号N个数据的估计值. 至此实
现了数据的修复. 上述数据修复思路的数学原理
如下.

假设完整的原始信号可表示为x ∈ RN , 采集
得到的有损信号为x′ ∈ RN . 在采集程序中设定:
如若当前时刻未有数据输入, 则将该时刻对应数
据值置为零 (实际上, 在设备运行过程中, 振动传
感器正常工作时输出值一般不等于零, 即使为零也
可认为是随机情况, 故该设定不会对恢复算法造成
影响). 假设x′中包含M个非零元素, 则零值元素
的个数为N − M . 设所有零值元素对应位置索引
的集合为Z, 即Z = {i|x′

i = 0} (i = 1, 2, · · · , N),
将x′中N −M个零值去掉, 且保持其他元素值的
顺序和大小不变, 可得到观测信号y ∈ RM . 设
In ∈ RN×N为单位矩阵, 将IN中的第 j行 (j ∈ Z)
删除, 其他行保持顺序和大小不变, 可得到矩阵
Φ ∈ RM×N . 该矩阵Φ即相当于CS理论中的观测
矩阵. 信号y和矩阵Φ的构造过程如图 1所示, 其
中白色方块对应为零值, 黑色方块对应值为1, 其他
均为非零值.

根据上述定义有

y = Φx. (1)

假设原始振动信号x可以通过字典矩阵Ψ ∈
RN×N进行稀疏化 [24], 即

Θ = Ψ · x, (2)

其中Θ为稀疏表示系数向量. 由 (2)式可得

x = Ψ−1 ·Θ. (3)

将 (3)式代入 (1)式, 并令A = ΦΨ−1, 则有

y = ΦΨ−1Θ = AΘ. (4)

此时已知观测值y和测量矩阵A, 需要重构Θ, 而
Θ是稀疏的, 这便成为一个CS 框架下的信号重构
过程. Candés和Tao[12,25]指出并证明了重构需要

满足的条件: A必须满足约束等距性质 (restricted
isometry property, RIP). RIP的定义如下: 对任意
k-稀疏的信号Θ和常数δk ∈ (0, 1), 如果满足:

(1− δk)∥Θ∥22
6 ∥AΘ∥22 6 (1 + δk)∥Θ∥22, (5)
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图 1 信号y和矩阵Φ的构造示意图

则称矩阵A满足RIP. 判断一个矩阵是否符合RIP
本身就是一个组合复杂度问题. k-RIP只能作为一
个充分条件, 用来判断测量矩阵是否满足特性, 但
不是必要条件, 不能指导构造满足特性的测量矩
阵, 因此单纯的提出k-RIP依然无法实现测量矩阵
的构造与实际使用. Baraniuk[26]指出约束等距性

质的等价条件是观测矩阵Φ和稀疏表示字典矩阵

Ψ不相关, 即要求Φ的行ϕT
i 不能由Ψ的列ψj 稀

疏表示, 且Ψ的列ψj不能由Φ的行ϕ
T
i 稀疏表示.

矩阵Φ ∈ RM×N 和Ψ ∈ RN×N的相关性定义为

µ(Φ,Ψ ) =
√
N · max |ϕT

i ψj |

(1 6 i 6 M, 1 6 j 6 N), (6)

其中ϕT
i 和ψj分别表示矩阵Φ和Ψ 的第 i行和第 j

列. 矩阵之间相关性越强, 互相表示时所需要的向
量就越少. 为了确保原始信号x能够得到恢复, 有
学者证明了稀疏度k和观测数量M之间须满足一

定的关系 [12,27,28]. 因此, 若A满足RIP, 或者矩阵
Φ和矩阵Ψ不相关, 则可重构得到稀疏向量Θ的估
计值 Θ̃[12,25,26]. 在得到 Θ̃后, 进一步可以计算完整
信号x的估计 x̃值, 即

x̃ = Ψ−1 · Θ̃, (7)

至此实现了有损信号x′的修复. 根据CS原理, 本
文所提方法的数据修复效果主要与矩阵Φ的构建、

稀疏字典矩阵 Ψ (或待恢复信号在字典矩阵Ψ下的
稀疏度k)以及所使用的重构算法有关. 在实际使
用中应尽可能地选择或者构造能够使得原始信号

足够稀疏的字典矩阵Ψ , 且确保Ψ与Φ不相关. 数
据重构时应尽可能使用恢复效果稳定且高效的重

构算法 [29,30]. 在上述修复方法中, 字典矩阵Ψ的选
择不是惟一的, 能够将原始信号稀疏化的字典矩阵
均可用于该修复方法中. 由于振动数据经过离散余

弦变换 (discrete cosine transform, DCT)后对应的
系数是比较稀疏的, 因此下文中将以DCT矩阵为
例, 利用仿真数据和实验数据对文中所提数据修复
方法进行验证.

3 实验验证

前面介绍了基于CS的丢失信号恢复算法, 下
面首先使用仿真数据检验方法的有效性, 然后使用
实测的轴承振动状态数据来验证所提数据修复方

法对振动数据的修复能力, 并通过比较原始信号和
恢复信号对应的时域和频域特征值来检验数据修

复效果.

3.1 仿真数据验证

首先构造仿真信号x ∈ RN , N = 1000, 且x
可以通过离散余弦变换进行稀疏化. DCT矩阵可
表示为C ∈ RN×N , 且

Θ = C · x. (8)

设置Θ的稀疏度为k = 80, 即Θ中非零元素的个
数为 80. 矩阵C的第 i行第 j列元素可通过 (9)式
进行计算 [22]:

Cij =
min{i,

√
2}√

N
cos

(
(2j − 1)(i− 1)π

2N

)
(1 6 i, j 6 N), (9)

原始信号x及其在DCT矩阵下的稀疏表示系数向
量Θ如图 2所示.

假定在数据采集过程中, 由于某种原因造成了
部分数据丢失. 按照第三节所述方法, 利用得到的
有损数据可以构造出对应的观测矩阵Φ. 根据CS
原理, 若要从有损数据中重构出完整数据, 需保证
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观测矩阵Φ和稀疏字典矩阵C不相关. 根据 (6)式
计算可得

µ(IN ,C) =
√
2, (10)

其中IN ∈ RN×N为单位矩阵. 由观测矩阵Φ的构
造过程可知

µ(Φ,C) 6
√
2. (11)

根据相关性的计算公式 (6), 对于任意两个N × N

维的正交矩阵Φ 和Ψ而言, 二者相关性µ(Φ,Ψ )

的取值范围为 [1,
√
N ], 若取N = 1000, 则理论

上观测矩阵Φ和稀疏矩阵Ψ的相关性的取值范围

为 [1,
√
1000], 而此处Φ和C的相关性小于

√
2, 因

此可判断观测矩阵和稀疏矩阵具有较强的不相关

性, 这意味着原始信号的重构是可能的. 因此在仿

真实验中, 我们选择DCT矩阵作为本文所提方法
中的字典矩阵. 在信号重构时使用正交匹配追踪
(orthogonal matching pursuit, OMP)算法 [31−33].

设采样得到的数据个数M = 600, 则丢失数据
个数为N −M = 400. 应用本文所提方法得到的数
据修复结果如图 3所示. 从图 3中可以看出, 1000
点的原始数据在随机损失 40% (即 400个点)时仍
可近乎完美的恢复出原始数据.

下面分析随机损失不同数据量时, 本文方法的
修复效果. 数据修复效果以平均相对误差 ē来衡量,
ē可通过下式计算得到

ē =
1

N

N∑
i=1

x̃i − xi

xi
, (12)
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图 2 仿真信号x (a) 及其对应于DCT矩阵的稀疏系数向量Θ (b)
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图 3 损失 400点时的仿真数据修复结果
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其中 x̃i为恢复出的第 i个元素, xi为原始信号x的

第 i个元素. 在保持恢复算法中相关参数不变的
情况下, 不同数据损失量对应的数据恢复结果如
图 4所示. 从图 4中可以看出, 当损失比低于 45%
时 (即损失量少于 45% × 1000 = 450个数据), 本文
所提方法均可以近乎完美地恢复出原始数据. 损失
数据量大于 45% 时平均相对误差很大, 也即无法
恢复出原始的完整数据. 实际采集得到的数据量越
多, 意味着数据损失量越少, 实现数据修复的可能
性也就越大.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

/1000

-6

-4

-2

0

2

4

图 4 不同数据损失量对应的信号修复平均相对误差

3.2 实测振动数据验证

上一节通过仿真数据验证了本文所提数据修

复方法的有效性, 下面使用实测时域振动信号来验
证算法的数据修复能力. 设x ∈ RN (N = 1000)为
实测正常轴承运行时的时域振动信号 (实验轴承为
6205-2RS JEK SKF深沟球轴承, 采样频率 12 K,
转速1797 r/min, 负载 1 HP)[34], 选择DCT矩阵C
作为字典矩阵, 计算Θ = C · x, 原始信号x及其在
DCT矩阵下的系数向量Θ如图 5所示.

对于上述振动信号x ∈ RN (N = 1000), 假
设在实际采集过程中只采集到了M = 900个数

据, 即丢失了N − M = 100个数据. 在信号重构

时同样使用OMP算法, 则本文方法的数据修复结
果如图 6和图 7所示. 图 6为修复结果的时域表示,
图 7表示修复结果的频域表示.

从图 6和图 7中可以看出, 此时并不能精确地
修复损失数据的每一点, 但仍可恢复出损失信号的
总体趋势. 实际中我们常常会对振动信号的时域特
征和频域特征进行分析, 即通常我们更关注的是振
动信号的总体统计特征而不是某一点的具体值. 为
了衡量振动信号的修复效果, 分别从原始信号、采
集到的有损信号以及修复信号中提取出若干时域

特征和频域特征, 通过对比这些特征值来分析数据
的修复效果. 良好的数据修复效果意味着修复结果
可更为准确地描述原始信号 (相比直接使用有损信
号). 对于振动信号, 常用的时域特征和频域特征如
表 1和表 2所示 [35]. 这些特征描述了振动信号的统
计特性.

从上述特征中选择若干个时域特征和频域特

征, 选择的依据是原始信号和有损信号计算得到的
这些特征差距明显. 利用先验知识, 模拟相同的丢
失事件 (丢失位置和数量), 分别计算原始信号和有
损信号对应的时域和频域特征值, 结果如表 3所示.

结合上述先验知识, 从表 3中选择数据损失后

变化较大的特征. 最终选择的时域特征指标为T2,
T5, T10和T12, 频域指标为F3, F4, F5, F6, F7, F8,
F11, F12. 图 6和图 7中的信号对应的特征计算结

果如表 4所示.
从表 4中可以看出, 当损失比为 10% 时 (即损

失数据量为 100点), 相比有损信号, 修复信号计算
得到的上述特征值更为接近原始完整信号对应的

特征值. 实际中计算振动信号特征值时 (不局限于
文中提及的特征, 也可使用其他能够有效描述信号
统计规律的特征), 可使用修复信号来计算所选特
征, 其他特征则使用有损信号计算. 这样可保证所
有特征值都能够尽可能地逼近原始信号特征值. 因

/
 V
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/
 V

图 5 实测振动信号x (a) 及其在DCT矩阵下的系数向量Θ (b)
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图 6 损失 100点数据时的振动数据修复结果 (时域) (a) 原始信号; (b) 有损信号 (损失 100点); (c) 修复信号
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图 7 损失 100点数据时的振动数据修复结果 (频域) (a) 原始信号; (b) 有损信号 (损失 100点); (c) 修复信号

此, 从统计特征的角度来看, 利用本文数据修复方
法可更为准确地描述原始信号, 从而证明了所提数
据修复方法的有效性. 数据损失量为 200点时, 分
析过程与前述类似. 从特征值的变化来看, 此时数
据修复效果相较于损失 100时略有下降, 且随着损

失数据的增多, 数据修复效果逐渐下降. 然而, 当
损失点数过少时, 数据修复效果反而会变得不稳
定, 这是因为此时对信号统计特征而言, 信号修复
带来的影响有时要大于数据损失所带来的影响. 上
述实验分析了轴承正常状态振动信号的数据修复效
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表 1 时域统计特征

特征 T1 T2 T3 T4 T5

计算方法
1

N

N∑
i=1

xi

(
1

N

N∑
i=1

√
|xi|

)2

√√√√ 1

N

N∑
i=1

x2
i

1

N

N∑
i=1

(xi − T1)
2 1

N

N∑
i=1

|xi|

特征 T6 T7 T8 T9 T10

计算方法 max(x) T6 −min(x) T6/T2 T6/T3 T3/T5

特征 T11 T12

计算方法 T6/T5
1

N

N∑
i=1

(
xi − T1

T3

)3

注: N 为数据总数, x为样本序列, i为数据索引.

表 2 频域统计特征

特征 F1 F2 F3

计算方法
1

N

N∑
i=1

yi

N∑
i=1

(yi − F1)
2

∑N
i=1(yi − F1)3

N ×
√

F 3
2

特征 F4 F5 F6

计算方法

∑N
i=1(yi − F1)4

N × F 2
2

∑N
i=1 fiyi∑N
i=1 yi

√∑N
i=1((fi − F5)2 · yi)

N

特征 F7 F8 F9

计算方法

√∑N
i=1(f

2
i · yi)∑N

i=1 yi

√∑N
i=1(f

4
i · yi)∑N

i=1(f
2
i · yi)

∑N
i=1(f

2
i · yi)√∑N

i=1 yi ×
∑N

i=1(f
4
i · yi)

特征 F10 F11 F12

计算方法 F6/F5

∑N
i=1((fi − F5)3 × yi)

N × F 3
6

∑N
i=1((fi − F5)4 × yi)

N × F 4
6

注: N 为数据总数, y为频域幅值序列, i为数据索引, f 为频率序列.

表 3 原始信号、有损信号对应的特征值 (先验知识)

信号
时域特征

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9 T10 T11 T12

原始信号 0.010 0.044 0.069 0.004 0.053 0.197 0.375 4.436 2.950 1.259 3.715 −0.35

有损信号 0.006 0.034 0.061 0.003 0.046 0.197 0.375 4.721 3.238 1.429 4.303 −0.26

信号
频域特征

F1 F2 F3 F4 F5 F6 F7 F8 F9 F10 F11 F12

原始信号 0 0 4.8 31.4 1027 42.2 1455 3333 0.4 0 43.6 4039

有损信号 0 0 4.2 25.5 1139 47.1 1611 3603 0.4 0 41.2 3633

表 4 原始信号、有损信号与修复信号对应的特征值

信号
特征

T2 T5 T10 T12 F3 F4

原始信号 0.0440 0.0510 1.2200 −0.3656 4.8 31.5
有损信号 0.0353 0.0458 1.2911 −0.2664 4.4 27.5
修复信号 0.0454 0.0530 1.2345 −0.3507 4.6 29.2

信号
特征

F5 F6 F7 F8 F11 F12

原始信号 1090.1 44.3 1544.5 3515.0 44.0 3983.1
有损信号 1172.1 47.8 1653.8 3686.5 42.0 3633.0
修复信号 1093.1 44.0 1526.6 3428.1 42.6 3857.5
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果, 此外我们还对故障状态 (内环故障状态和外环
故障状态)对应的振动信号进行了数据修复分析,
修复效果与上述实验结论类似.

下面通过对比实验来验证文中所提方法的

有效性. 应用插值法和曲线拟合法对图 6所示振

动信号丢失数据进行修复, 比较上述方法与本文
方法的修复效果, 结果如图 8所示. 其中图 8 (c)

为应用本文方法得到的修复结果; (d)为应用三
次多项式插值法得到的修复结果; (e)为应用曲
线拟合法得到的修复结果. 对比原始信号 (a)
可以直观地看出, 使用本文方法所得的数据修
复结果优于传统的三次多项式插值和曲线拟合

法, 从而验证了本文方法对振动数据修复的高
效性.
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图 8 不同方法对应的振动数据修复效果 (a) 原始信号; (b) 有损信号 (损失 100 点); (c) 本文方法修复信号;
(d) 三次多项式插值法修复结果; (e) 曲线拟合法 (阶数 20)修复结果

4 结 论

本文提出了一种基于CS原理的振动信号修复
方法, 并使用仿真数据和实测振动数据对所提方
法进行了验证. 对于仿真信号, 因其可通过所使用
的字典矩阵实现稀疏化, 故可得到近乎完美的数据
修复结果. 对于实测振动信号, 由于噪声及信号传

输等因素的影响, 无法在时域或者频域精确地恢复
出每个丢失数据, 但是可明显地改善信号的统计特
性, 而振动信号的统计特征往往是状态分析过程中
所重点关注的. 实验结果表明, 从统计特征角度来
看, 在振动数据损失量较少的情况下, 本文方法可
以得到良好的数据修复效果, 能够更为准确地描述
原始信号. 根据CS原理, 影响本文数据修复效果
的主要因素包括稀疏字典以及重构算法. 文中针对
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振动信号使用DCT矩阵作为字典矩阵, 实际上如
果能够构造出使得振动信号更为稀疏的字典矩阵,
或者使用更为高效的重构算法, 将有利于修复效果
的提高, 这也是下一步的研究方向. 此外, 从数据
修复原理可以看出, 本文方法只要求待分析信号是
稀疏的或者能够在某个字典矩阵下进行稀疏化, 因
此也可用于解决其他可稀疏表示的一维信号如声

学信号等的丢失数据修复问题.
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Abstract
A missing data recovery method based on compressed sensing is proposed for vibration data of rotating machinery.

Firstly, the incomplete signal is transformed into lossy signal by setting the data values corresponding to the time without
input as zeros. According to the indices of zero elements in lossy signal, the observation matrix in the frame of compressed
sensing is constructed based on identity matrix. Secondly, the dictionary matrix with which the vibration signal can be
represented sparsely is chosen or constructed according to the signal needed to be recovered and other prior knowledge.
Finally, the original complete signal is recovered based on the lossy signal, observation matrix and dictionary matrix by
using an effective and steady pursuit algorithm. The efficiency of the proposed method is validated with simulation data
and practical bearing vibration data. Recovery results are discussed by comparing the characteristic values corresponding
to the complete signal, lossy signal and recovered signal in time domain and frequency domain. The test results show
that the proposed method can well achieve the missing data recovery, and from the view of statistical characteristics,
the recovery signal can describe the complete vibration signal more accurately than the lossy signal.

Keywords: data recovery, compressed sensing, vibration signal, observation matrix
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