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两层耦合可激发介质中螺旋波转变为平面波∗

李伟恒 黎维新 潘飞 唐国宁†

(广西师范大学物理科学与技术学院, 桂林 541004)

( 2014年 4月 28日收到; 2014年 5月 24日收到修改稿 )

采用Bär-Eiswirth模型研究了两层耦合可激发介质中螺旋波的动力学, 两层介质通过网络连接, 即在每
一层介质上, 每一列选一个可激发单元作为中心点, 在一层介质上同一列的可激发单元只与另一层介质上对
应的中心点及其 8个邻居有耦合. 数值模拟结果表明: 通过这种局部耦合, 在适当小的耦合强度下两耦合螺旋
波可实现同步, 增大耦合强度会导致螺旋波漫游和漂移, 造成螺旋波不同步, 观察到螺旋波与静息态、低频平
面波和不规则斑图共存现象. 在适当强的耦合强度下, 还观察到两螺旋波转变成同步的平面波消失现象. 对
产生这些现象的物理机理做了讨论.

关键词: 螺旋波, 激发介质, 网络耦合, 同步
PACS: 82.40.Ck, 05.45.Xt, 05.45.–a DOI: 10.7498/aps.63.208201

1 引 言

螺旋波是非线性反应扩散系统中最常见的一

种斑图. 在一些化学反应系统 [1,2]、心肌组织 [3,4]、

蛙卵母细胞 [5]、大脑新皮层 [6] 等许多系统中都观察

到螺旋波. 研究发现: 在新 (大脑)皮层 (neocortex)
中出现螺旋波可以组织和调节皮层中神经元的集

体活动, 既可以影响正常皮层的工作, 还会导致只
有在癫痫下才出现的那种病理性活动斑图 [6]. 心脏
组织出现螺旋波电信号与心动过速有关, 螺旋波破
碎形成时空混沌与心颤有关 [3]. 由于存在潜在的应
用, 对螺旋波动力学行为及控制的研究引起了人们
的极大关注 [7−11].

众所周知, 脑神经网络具有小世界的特点, 并
且存在中心神经元 (hub neuron, 即神经网络中度
值很大的神经元)[12]. 心脏中心肌细胞之间的耦合
也是网络式耦合, 也可能存在中心心肌细胞,因为
心肌细胞之间存在复杂耦合, 例如在心室壁中,心
肌细胞优先通过纵向间隙连接首尾耦合形成了薄

片状结构 (sheets), 每一片的厚度约为 4—6个心肌
细胞的厚度, 薄片之间有边界面 (cleavage planes)

和连接组织层, 每一个心肌细胞还与多个成纤维
细胞 (fibroblasts)电耦合 [13], 这样两个相距很远的
心肌细胞可以通过成纤维细胞建立电耦合 [14]. He
等 [15]发现: 当螺旋波在非均匀可激发介质不能生
存时, 如果介质中建立小世界网络连接,螺旋波在
这样的介质中就可以维持. Wang等 [16]发现, 在具
有小世界连接的可激发介质中,螺旋波被网络连接
区域吸引. 然而迄今为止, 在具有网络连接的可激
发介质中, 中心点的存在对螺旋波影响仍缺乏研
究, 这些研究有助于了解生物系统中螺旋波是如何
产生和消失的.

实际系统存在多层可激发介质的耦合,例如心
脏的心室壁分为内、中、外三层,即心内膜、中层和心
外膜 [17]. 在两层或三层耦合可激发介质中, 人们观
察到螺旋波完全同步、广义同步、漫游、周期 2和周
期3螺旋波、螺旋波转变为靶波和时空混沌、耦合螺
旋波存在主从关系等现象 [18−25]. 本文采用二维的
Bär-Eiswirth模型 [26], 研究通过与中心点及其邻居
耦合的两层可激发介质中螺旋波的动力学行为.数
值模拟发现: 这种局部耦合虽然使局部介质受到相
同的驱动, 但是在适当的耦合强度下可以使两耦合
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螺旋波同步, 过大的耦合强度会引起螺旋波漫游或
定向漂移, 使两螺旋波不同步, 甚至使螺旋波转变
为平面波. 下面先介绍模型,然后给出模拟结果, 最
后是我们的结论.

2 模 型

考虑两层二维可激发介质, 介质由Bär和
Eiswirth提出的二维Bär-Eiswirth模型方程描述,
同一层介质内的可激发单元之间是近邻扩散耦合,
二层介质之间的可激发单元采用与中心点及其邻

居耦合, 中心点选取和两层激发单元之间的耦合方
式如下: 将二维正方形介质离散为二维正方点阵,
总格点数为N ×N = 300× 300, 格点用 (i, j)描述,
i, j = 1, 2, 3, · · · , 300, 每一列选一个格点为中心点,
第 i 列上选与介质对角线 i = j相交的格点 (i, i)为

中心点, i = 1, 2, · · · , N , 因此每一层介质有N个中

心点, 都位于对角线 i = j 上. 第一层 (第二层)介
质上每一列的所有格点只与第二层 (第一层)介质
对应列的中心点及其 8个邻居有耦合, 这样出现一
层介质只有局部格点与另一层介质上的格点有耦

合, 而且只有对应的中心点及其 8个邻居之间的耦
合是双向的, 其他格点之间的耦合是单向的, 两层
介质之间的耦合具有局域特点. 通过这种局域耦合
的两层可激发介质动力学方程组 [26] 如下:
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式中角标 1, 2分别对应第一、二层介质; u =

u(x, y, t)和 v = v(x, y, t)分别是快、慢变量, 是时
空坐标函数; ū = ū(x, t)只是空间坐标x和时间 t

的函数; D为扩散系数; a, b, ε为系统参数; k为耦
合强度; 二维算子∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2表示对

空间坐标求二次导数. 在将二维平面离散成二维点
阵后, ∇2用二阶精度的中心差分法给出, 第 i列上

所有格点的目标态 ū1 (ū2)的值等于格点 (i, i)及其

8个邻居的u1 (u2)变量的平均值, 因此同一列各格
点的状态被驱动到同一目标上, 等同这些格点受到
相同的环境影响. 在实际系统中是存在类似的现
象, 例如在孤立的心肌细胞中, 实验观察到螺旋钙
波在细胞核的作用下转变为平面钙波 [27].

文献 [26]指出: 当系统参数取a = 0.84, b =

0.07时, 系统为可激发系统. ε的大小反映了系

统激发性的强弱, ε越小, 系统的激发性越强. 当
0 < ε < 0.06时, 在适当初始条件下得到的螺旋波
是稳定的, 当 0.06 6 ε 6 0.069时, 螺旋波失稳发
生漫游. 在下面数值的研究中, 固定取a = 0.84,
b = 0.07, ε = 0.03, 耦合强度 k为可调参数. 在
数值求解方程时, 采用向前欧拉法和二阶精度
的有限差分法, 使用无流边界条件, 空间步长取
∆x = ∆y = 0.4, 时间步长取∆t = 0.02, 系统尺寸
为N∆x×N∆y = 120× 120.

为了定量描述两个螺旋波的同步, 定义了同步
差 δ为

δ =
1

N ×N

N∑
i,j=1

|u1(i, j)− u2(i, j)|, (2)

δ越小, 螺旋波同步程度越高, δ = 0表明两螺旋波

达到精确同步或者螺旋波从介质中消失.

3 数值模拟结果

对于稳定螺旋波, 波头轨迹是一个圆, 因此螺
旋波的相位可做如下定义: 螺旋波波头沿圆形轨
道走一圈, 螺旋波的相位改变 2π. 在下面的数值模
拟中, 考虑两层介质中的初态螺旋波, 它们的波头
轨道在x-y平面上是重合的, 但是波头位于轨道的
不同位置上, 即两初态螺旋波只存在相位差, 规定
第一层介质的螺旋波相位为ϕ1, 第二层介质的螺
旋波相位为ϕ2, 则相位差为∆ϕ = ϕ2 − ϕ1. 在下
面的研究中, 初态螺旋波的波头位于介质的中央,
两螺旋波的相位差只取特殊的几个值: ∆ϕ = π/2,
3π/4, π.

从方程 (1)可以看出,除了在中心点外, ū1 (ū2)
一般与u1(u2)相差很大, 直觉上使我们认识到, 这
样的耦合是不可能使两个螺旋波同步的, 但是数值
模拟结果表明, 通过局部耦合的两螺旋波可在适当
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的耦合强度下实现同步. 图 1给出了当∆ϕ = π/2

时不同耦合强度下同步差 δ随时间 t的变化曲线.
图 1 (a)表示两个螺旋波达到同步, 图 1 (b)—(d)的
结果显示, 随着耦合强度的增加, 两个螺旋波演化
到不同的态上, 使得 δ-t曲线完全不同.

图 1 (b)的曲线表示一层介质维持螺旋波态,
另一层介质的螺旋波由于漂移出介质边界演化到

静息态, 该静息态具有平面波背景, 即出现静息
态与螺旋波态共存现象, 这种共存状态的形成过
程如图 2所示. 从图 2可以看出, 产生平面波背景
的原因是: 两初态螺旋波的波头, 一个朝右 (参见

图 2 (a)), 一个朝下 (参见图 2 (e)), 两螺旋波相位差
为π/2, 这使得两螺旋波波头最初朝不同方向运动,
之后才先后朝介质对角线方向漂移, 导致两螺旋波
波头轨道始终不相遇 (参见图 2 (b)和 (f)), 当先漂
移的螺旋波漂移出介质边界消失后, 另一个螺旋转
变为稳定螺旋波. 从图 2 看出, 介质 1中的螺旋波
漂移出介质, 介质 2为螺旋波态, 因为 ū2在空间呈

平面波状分布, 由于耦合强度很弱, 所以局域耦合
无法使处于静息态的介质 1被激发, 只出现平面波
背景. 图 1 (c)的曲线表示两层介质中的螺旋波转
变成平面波后消失, 如图 3所示. 从图 3可看出, 两
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图 1 在∆ϕ = π/2下不同耦合强度下螺旋波的同步差随时间变化 (a) k = 0.004; (b) k = 0.07; (c) k = 0.2;
(d) k = 0.3
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图 2 (网刊彩色)在∆ϕ = π/2和 k = 0.07情况下不同时刻 u1(第一排)和 u2(第二排)的变量斑图
(a), (e) t = 0; (b), (f) t = 1355; (c), (g) t = 1390; (d), (h) t = 1430; 图 (d)采用右上温标, 其余图采用
右下温标
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层介质的螺旋波都发生漫游, 当螺旋波漫游到边界
附近后, 第一层介质中的螺旋波出现破碎, 最后演
化成平面波, 在平面波作用下, 第二层的介质中螺
旋波也逐渐转变成平面波, 最后形成同步的平面波
运动出边界后消失. 螺旋波转变为平面波的原因
是: 目标态 ū1, ū2都是平面波, 通过耦合可以导致
平面波的产生. 图 1 (d)的曲线表示一层介质维持
螺旋波态, 另一层介质的螺旋波转变成无规则的斑
图, 即出现无规则斑图与螺旋波态共存现象, 这种
共存状态的形成过程如图 4所示. 从图 4可以看到,
第一层介质的螺旋波首先漫游到边界, 然后波头消
失, 螺旋波的剩余部分演化成无规则的斑图, 第二
层介质的螺旋波漫游到边界之后停留在边界附近

不再移动.
耦合螺旋波的演化结果, 除了与耦合强度有

关外, 还与两螺旋波的初相位有关, 改变这些参数
可得到不同的结果. 图 5给出了在∆ϕ-k平面上的
相图. 从图 5可以看出, 只有当耦合强度在 [0.004,
0.007]范围时, 两耦合螺旋波才有可能同步, 过大
的耦合强度将导致螺旋波不同步, 既可以使两层介
质中的螺旋波演化到不同的态上, 即一层介质维持
为螺旋波态, 另一层介质上的螺旋波演化到静息
态、平面波态或杂乱无章的斑图. 也可以使两层介
质中的螺旋波同时消失或同时转变为自维持的无

规则斑图. 当耦合强度大于 0.7时, 两螺旋波都将
演化为同步平面波消失.

(a) (b) (c)

图 3 在∆ϕ = π/2和 k = 0.2 情况下不同时刻 u1 (第一排)和 u2 (第二排)的变量斑图 (a) t = 5800; (b) t = 6300; (c) t = 6610

(a) (b) (c)

图 4 在∆ϕ = π/2和 k = 0.3情况下不同时刻 u1 (第一排)和 u2 (第二排)的变量斑图 (a) t = 100; (b) t = 300; (c) t = 500
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数值模拟结果表明, 只有当两初态螺旋波的波
头轨道重叠且所占据的区域覆盖中心点时, 两螺旋
波才有可能同步. 通过局域耦合的两螺旋波能够
同步的原因是: 初始两螺旋波的波头都在中心点
附近, 假设两个螺旋波波头位置分别为 (x1, y1)和

(x2, y2), 在中心点附近 ū1(x1, y1, t) ≈ u1(x1, y1, t)

和 ū2(x2, y2, t) ≈ u2(x2, y2, t), 因为在小的耦合
强度下螺旋波不漫游, 两波头轨道保持重叠, 耦
合 (ū2,1−u1,2)可以导致u1(x1, y1, t)和u2(x2, y2, t)

相互靠近, 两螺旋波波头逐步趋向同步, 最后
整个螺旋波同步. 但是过大的耦合强度则会

使螺旋波漫游或漂移, 因为两波头初始沿不同
方向运动, 从而增大了两螺旋波的波头距离并
远离中心点, 结果 ū1(x1, y1, t) ̸= u1(x1, y1, t)和

ū2(x2, y2, t) ̸= u2(x2, y2, t), 这时耦合 (ū2,1 − u1,2)

不能导致u1(x1, y1, t)和u2(x2, y2, t)相互靠近, 所
以两个螺旋波波头无法同步, 这就是在大耦合强度
下螺旋波不能同步的原因.

无耦合时, 螺旋波波头轨迹是一个闭合的圆,
在局域耦合下, 无论螺旋波是否同步, 方程 (1a) 和
(1c)中的耦合项都始终不为 0, 导致螺旋波波头轨
迹发生变化, 由于只有耦合强度较小时两介质才能
维持螺旋波态, 所以两层介质中螺旋波波头的轨
迹图是相似的. 图 6给出了几种典型的螺旋波轨迹

图, 从图 6可以看出, 对于同步的螺旋波, 波头轨迹
仍然是一个圆, 但是线不够细, 如图 6 (a)所示, 说
明螺旋波的周期有一点点不稳定, 对于不同步的螺
旋波, 当k ∈ [0.008, 0.009]时, 螺旋波一般发生漫
游 (参见图 6 (b)), 当k ∈ [0.01, 0.06]时, 螺旋波波
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图 5 在中心点耦合下∆ϕ-k 平面上的相图 符号�表
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示一层介质是螺旋波态, 另一层介质是具有平面波背景的
静息态; 符号⃝表示一层介质是螺旋波态, 另一层介质是
平面波态; 符号 表示一层介质是螺旋波态, 另一层介质
为无规则的斑图; 符号 表示两个螺旋波先破碎, 随后一
层介质恢复螺旋波态, 另一层介质演化成平面波; 符号⋆
表示螺旋波破碎形成平面波消失; 符号H表示螺旋波破碎
成无规则的斑图
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图 6 在∆ϕ = π/2和不同耦合强度下第一层介质中螺旋波波头的轨迹 (a) k = 0.004; (b) k = 0.009;
(c) k = 0.06; (d) k = 0.06
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头沿与x轴呈 45◦角的方向漂移 (即沿中心点的连
线方向漂移), 漂移方向与初始螺旋波波头位置无
关. 螺旋波沿对角方向漂移的原因是: 中心点沿介
质的对角线分布, 耦合使波头附近u变量的值趋向

中心点u变量的值. 图 6 (c), (d)给出了同一个参数
下初始波头位置不同的螺旋波波头轨迹, 其中 (c)
图螺旋波的运动轨迹能形成一个闭合回路, 而 (d)
图中的螺旋波波头漂移到介质边界后不再移动. 继
续增大耦合强度, 会出现螺旋波波头漂移出边界而
消失现象, 形成螺旋波与静息态共存, 从图 5可以

看出, 当k ∈ [0.07, 0.12]时就会出现这种共存现象.
从图 5可以看出, 当k ∈ [0.13, 0.14]时, 出现

平面波态与螺旋波态共存现象, 这种共存态的形成
过程如图 7所示. 两个螺旋波首先沿对角线向边界

漂移, 当波头达到边界后, 一层介质保持螺旋波态,
另一层介质中的螺旋波波头因漂移出系统形成靶

波, 在耦合作用下, 这层介质先逐渐转变成长波长
的靶波, 最后靶波转变为平面波. 可见在局域耦合
下, 螺旋波可以诱发平面波. 更大的耦合强度, 更
多是出现螺旋波与其他斑图共存态以及两螺旋波

转变为同步的平面波后消失的现象, 在少数情况下
也会出现平面波态与螺旋波态共存态, 但是形成过
程与图 7不同. 两层介质中的螺旋波先破碎形成靶
波, 一层介质中的靶波逐渐演化为有间断点的平面
波, 另一层介质的靶波逐渐演化成无间断点的平面
波, 在适当的时机下, 有间断点的平面波自发产生
螺旋波, 出现平面波与螺旋波共存态, 这种共存态
的形成过程如图 8 所示.

(a) (b) (c)

图 7 在∆ϕ = π/2和 k = 0.14情况下不同时刻 u1 (第一排)和 u2 (第二排)的变量斑图 (a) t = 500;
(b) t = 700; (c) t = 1200

(a) (b) (c) (d)

图 8 在∆ϕ = π/2和 k = 0.49情况下不同时刻 u1(第一排)和 u2(第二排)的变量斑图 (a) t = 10; (b) t = 100;
(c) t = 290; (d) t = 500
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从图 7和图 8可以看出, 平面波与螺旋波共存
态, 平面波的波长与螺旋波波长相差比较大, 表明
两种波的频率不相同, 平面波的频率小于螺旋波的
频率. 这是因为: 有平面波存在的介质, 其耦合的
目标态 ū在空间分布呈平面波分布, 且频率等于另
一层介质中螺旋波的频率, 这时耦合不能在所有 ū

处于极大值的地方使该层介质被激发, 出现间隔多
个极大值被激发一次现象, 使得平面波的频率小于
螺旋波的频率.

4 结 论

本文研究了通过局域耦合的两层可激发介质

中螺旋波的演化. 我们发现: 通过局域耦合的两螺
旋波可以同步, 但只能在适当小的耦合强度才能实
现同步. 随着耦合强度的逐步增加, 螺旋波首先开
始漫游, 然后出现沿特定方向漂移, 正是螺旋波漫
游或漂移导致了螺旋波的不同步; 当耦合强度足够
大时, 出现螺旋波分别与静息态、平面波共存, 且平
面波与螺旋波的频率不相同. 继续增加耦合强度,
出现螺旋波与无规则斑图共存, 或者螺旋波转变成
同步的平面波后消失, 观察到螺旋波诱发平面波的
现象. 不同频率的波可以共存以及螺旋波诱发平面
波是两种重要的现象, 前者颠覆了传统的观点, 在
均匀可激发介质中, 高频波总是消除低频波. 本文
结果表明, 可以采取适当的耦合方式使不同频率的
波共存. 后者在孤立的心肌细胞中, 实验观察到螺
旋波钙波导致平面钙波的形成 [27]. 希望本文的研
究结果有助于理解生物系统中所出现的现象.
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Abstract
The dynamics of spiral waves in a two-layer coupled excitable medium is studied by using the Bär-Eiswirth model.

The two layers of medium are connected via network, i.e., a excitable unit is selected in each column of an excitable
medium as a central point, and all excitable units in the same column of a layer medium are connected only with the
corresponding central point and its eight neighbors in the opposite medium. The numerical results show that when the
coupling strength is appropriately small, the two coupled spiral waves via local coupling can achieve their synchronization.
Increasing coupling strength will induce meandering and drifting of spiral waves, leading to a desynchrony between the
coupled spiral waves. The spiral wave with the resting state, low frequency plan wave and irregular pattern are observed
to coexist. The coupled spiral waves via the transformation of spiral wave to synchronous plane wave disappear if the
coupling strength is appropriately chosen. The physical mechanisms behind these phenomena are discussed.

Keywords: spiral wave, excitable medium, network coupling, synchronization
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