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非均齐超网络中标度律的涌现

—–富者愈富导致幂律分布吗?∗
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建立非线性择优连接非均齐超网络演化模型, 研究非均齐超网络演化机制和拓扑性质. 使用Poisson过
程理论和连续化方法对模型进行分析, 给出超网络超度的特征方程. 利用超度特征方程不仅证明网络稳态平
均超度分布存在, 而且获得超度分布的解析表达式. 分析表明这个网络具有 “富者愈富”现象. 仿真实验和理
论分析相符合. 随着网络规模的增大, 这个动态演化的非均齐超网络的超度分布表现出拉直指数分布的特征,
而不一定是幂律分布. 结果表明 “富者愈富”不一定导致幂律分布.
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1 引 言

自 20世纪末Watts和Strogatz提出小世界模
型、Barabási和Albert (BA)提出无标度网络以来,
学术界掀起了对复杂网络的研究热潮. 复杂网络
作为一种可以有效刻画复杂的自然、社会系统的工

具, 在过去十几年中备受关注, 成为物理学、生物
学、计算机科学、社会学、经济学及管理学等学科关

注的前沿研究热点. 许多学者研究了网络的静态
拓扑属性, 并在此基础上构造了很多网络模型. 在
复杂网络中用节点代表实际系统中不同的个体, 用
连边代表节点之间的关系, 一条连边只能关联 2个
节点. 在计算机领域, 如果把多机系统中的处理机
看作节点, 处理机的集合作为超网络的节点集, 把
总线集作为超网络的边集, 于是一个多机系统就抽
象为一个超网络 [1]. 现实世界中有很多超网络演
化现象, 比如, 供应链合作超网络、科学家合作超网
络, 以及演员合作超网络.现实网络多为综合网络,
而以前的研究方式多限于研究节点与边同质的网

络, 无法完全刻画现实网络的特征 [2]. 如供应链网
络 [2]: 表示生产商、消费者等的节点与表示实体贸
易、电子商务等的边皆不同质. 因此, 对综合网络的
研究意义更大、影响更深远. 超网络不仅可以完美
刻画现实网络的特征, 且本身为由多网络组成的综
合网络. 20世纪80年代, 信息科学家就发现超图与
数据库密切相关.随着大数据时代的到来, 超网络
研究也逐渐受到重视. 网络大数据是指 “人、机、物”
三元世界在网络空间中交互、融合所产生并在互联

网上可获得的大数据 [3]. 网络大数据的规模和复杂
度的增长超出了硬件能力增长的摩尔定律, 研究大
规模系统数据建模涉及到复杂网络、超网络和复杂

科学等领域.在大数据基础上产生数据驱动，科学
范式开始从模型驱动向数据驱动发生转变 [4]. 文献
[5—8]对工业过程控制系统中性能参数的数据驱动
估计方法进行了综述和研究. 数据驱动方法必然涉
及大数据, 人们深度挖掘和充分利用大数据的价值
将会创造巨大机遇. 因此, 迫切需要探讨大数据的
科学问题, 发现网络大数据的共性规律, 研究大数
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据定性、定量分析的基础理论与基本方法. 王元卓
等 [3]分析了网络大数据的现状, 并对大数据科学、
数据计算需要的新模式与新范式、新型的 IT基础
架构和数据的安全与隐私等方面的发展趋势进行

了展望. 方锦清 [9]在大数据背景下针对 “网络科学
与工程”的最新前沿课题—–超网络, 讨论了若干
典型的超网络及其主要特点和相关课题初步进展,
并提出了若干挑战性课题和研究机遇.

近年来, 有文献研究超网络中超链接预测问
题 [10]. 最近, Kim等 [11]利用演化超图预测癌症的

临床结果. 然而针对超网络动态演化模型的构建
方法研究文献比较少.文献 [12]提出以超网络模型
描述维基内容本体的观点, 对网络的重要拓扑属
性进行了分析, 但文献 [12]中的模型不是超网络模
型, 而是复杂网络文献 [13]中论坛网络演化模型的
特例. Zhang和Liu[14]建立了一种基于用户背景知

识和对象、标签双重优先连接机制的超图增长模型;
文献 [15]用超图理论构建了科研合作超网络演化
模型. Wang等 [16]给出了一种基于超图的超网络

动态演化模型, 该模型采用增长和优先连接机制逐
步生成超网络, 每次新增加若干个节点, 将这若干
个新节点和网络中已有的 1个节点结合生成超边,
且每次只增加一条超边. 胡枫等 [17]给出了另一种

基于超图的超网络动态演化模型, 该模型增长和优
先连接机制与Wang等的模型一样, 每次新增加 1
个节点, 将这个新节点和网络中已有的若干个节点
结合生成超边, 且每次只增加一条超边. 文献 [18]
中虽然考虑了每个时间步增加若干条超边, 但超网
络增长与文献 [17]相同. 文献 [19]研究的局域世界
超网络演化模型的增长机制也与文献 [17]中超网
络增长机制相同. 文献 [20]在超网络中建立了一个
将文献 [16—18]中的均齐超网络模型及复杂网络
中BA模型的统一模型. 上述超网络模型共同特点
之一是均齐超网络演化模型, 但是, 实际超网络大
多是非均齐的. 本文的目的之一是建立非均齐超网
络演化模型.

上述超网络演化模型的另一个共同特点是择

优概率与被选节点的超度成正比, 即线性择优, 网
络演化过程体现出 “富者愈富”现象, 超度服从幂律
分布. “富者愈富”是自然界、物理学、经济学、社会
学以及管理科学中的常见现象. 一般情况, 人们认
为这种现象导致幂律分布. “富者愈富”一定能导
致幂律分布吗? 加拿大和美国的电力网络服从指
数分布, 科学家合作网的度分布介于指数和幂律之
间, 而它们更适合用超网络刻画. 是否有刻画超度

分布介于指数和幂律之间的超网络模型? 本文的
主要目的之二是建立非线性择优机制的超网络演

化模型, 证明这种机制演化过程体现出 “富者愈富”
现象, 但超度分布服从拉直指数分布, 而不一定是
幂律分布.

本文组织如下: 在下一节中介绍超图和基于
网络的超网络的概念, 给出基于超图的超网络数学
定义; 在第三节中介绍无标度超网络演化模型, 建
立非线性择优非均齐超网络演化模型; 在第四节中
利用Poisson过程理论和连续化方法对模型进行分
析, 给出超网络超度的特征方程. 获得网络稳态平
均超度分布的解析表达式, 证明这种机制演化过程
体现出 “富者愈富”现象, 超度分布服从拉直指数分
布, 而不是幂律分布; 这个方法是能有效地处理连
续增长网络, 并避免了平均场方法随意假设网络节
点到达时间服从均匀分布导致的逻辑矛盾, 也避免
了主方程方法中稳态平均度分布存在性的假设; 第
四节对模型进行计算机仿真实验, 模拟表明: 这个
超网络演化模型的解析方法是合理可行的; 第五节
是对全文的总结.

2 超网络概念

超网络分为基于网络的超网络和基于图的超

网络. 基于网络的超网络 (supernetworks)是指由
网络组成的网络, 其概念是 1985年Denning给出
的 [21]. 明确提出这类超网络的是美国科学家
Nagurney等 [22,23]. 规模巨大、连接复杂的网络,
或网络中嵌套网络的大型网络称为超网络. Nagur-
ney等在处理物流网络、资金网络和信息网络相交
织的问题时, 将 “高于而又超于现存网络”的网络,
用超网络来描述. “高于而又超于”即网络嵌套有网
络, 且存在虚拟的节点、边和流等的网络 [2,23].

另一种超网络是基于超图 (hypergraph)的超
网络 (hypernetwork). 超图的概念是Berge于 1970
年提出的 [24], 图的每一条边只连接两个节点, 超
图中的边可以连接两个以上的节点, 所以称之
为超边. Estrada等 [25]认为, 凡是可以用超图
表示的网络就是超网络. 数学上超图的定义

为 [2,24]: 设V = {v1, v2, · · · , vn}是一个有限集,
Ei = {vi1 , vi2 , · · · , vik}(vij ∈ V, j = 1, 2, · · · , k),
记Eh = {E1, E2, · · · , Em}, 则称二元关系H =

(V,Eh)为超图, 简记为 (V,Eh) 或H. 其中V 的元

素称为超图的节点, Eh中的元素称为超图的超边.
如果两个节点属于同一条超边, 则称这两个节点邻
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接; 如果两条超边的交集不空, 称为这两条超边邻
接.如果 |V |和 |Eh|均有限,则称H 为有限超图. 如
果 |Ei| = u(i = 1, 2, · · · ,m)则称超图H = (V,Eh)

为u-均齐超图. 如果u = 2, 则超图退化为图, 有了
上述超图的定义, 我们就可以在数学上给出基于超
图的超网络定义. 假设Ω = {(V,Eh)|(V,Eh)是有

限超图}, Gh是从 [0,+∞)到Ω的映射, 则对于任
意给定的 t > 0, Gh(t) = (V (t), Eh(t))是一个有限

超图, N∗(t)表示到时刻 t超图已发生变化的总次

数. 如果{N∗(t), t > 0}是一个随机过程, 对于充分
大的时间 t, 我们称Gh(t) = (V (t), Eh(t))是一个超

网络; 对于超网络Gh(t) = (V (t), Eh(t)), 如果存在
T > 0, 使得当 t > T时, (V (t), Eh(t))是u-均齐超
图, 我们则称Gh(t) = (V (t), Eh(t))是一个u-均齐
超网络. 节点vi的超度定义为包含该节点的超边个

数, 记为hi. 超边的度是指超边所邻接的其他超边
个数. 超边的超度是指超边所包含的节点的个数.

记 N(t) = |V (t)|, M(t) = |Eh(t)|,

lim
t→∞

E[N(t)] = N(无穷或有限),

其中, E[N(t)]表示超网络在时刻 t的平均节点

数. 超网络是复杂网络的推广. 对于任何给

定的有限超图 (V,Eh), 任意给定的 t > 0, 定义
Gh(t) = (V,Eh), 由此可见, 超网络也是超图的
推广.

3 模型描述

3.1 均齐超网络演化模型

文献 [16]中建立了每次新增加m1个节点, 将
这m1个新节点和网络中已有的 1个节点结合生成
超边的幂律分布均齐超网络演化模型, 文献 [17,
18]中建立了每次新增加 1个节点, 将这个新节点
和网络中已有的m2个节点结合生成超边的幂律

分布均齐超网络演化模型. 文献 [20]中给出了文
献 [16—18]中的模型及BA模型的统一无标度均齐
超网络演化模型: 1)网络开始带有较少的节点数
(m0), 以及一条包含这m0个节点的超边, 节点的

到达过程是具有常数率λ的Poisson过程; 在 t时

刻, 当一批新节点 (m1个)进入网络时, 这m1个新

节点与网络中已有的m2个老节点围成一条超边,
共围成m条超边, 且mm2 6 m0, 不出现重超边;
2)当选择超网络中已有的节点 i与新节点连接时,
选取节点 i的概率W等于节点 i的超度hi与网络中

的已有节点超度总和之比, 即满足

W (hi) =
hi∑
j hj

, (1)

这个超网络演化模型的稳态平均超度分布为 [20]

P (k) ≈ 1

m

(
m1

m2
+ 1

)(
m

k

)m1
m2

+2

,

度分布指数为γ =
m1

m2
+ 2.

3.2 非均齐超网络演化模型

现存超网络文献中演化模型的共同特点是: 超
网络是均齐超网络, 且线性择优 [16−20], 超度分布
是幂律分布. 但是, 实际超网络是非均齐的, 许
多合作网络表现出拉直指数现象. 在复杂网络
中Krapivsky等非线性择优模型 [26]构建思想的启

发下, 我们给出拉直指数分布非均齐超网络演化模
型: 1)网络增长,网络开始带有较少的节点数 (m0),
以及一条包含这些节点的超边, 节点的到达过程是
具有常数率λ的Poisson过程N(t); 在 t时刻, 当第
N(t)批新节点到达网络时, 从服从分布F (η)的正

整数中抽取 ηN(t), 这 ηN(t)个新节点与网络中已有

的m2个老节点围成一条超边, 共围成m条超边,
且不出现重超边, mm2 6 m0; 2)择优连接, 在 t

时刻, 当选择网络中第 i批到达的第 j个节点与新

节点连接时, 选择这个节点的概率W与它的超度

hj(t, ti)的α次方成正比, 即满足

W (hj(t, ti)) =
(hj(t, ti))

α∑
ij(hj(t, ti))α

, (2)

其中, ti表示第 i批节点进入网络的时刻, 0 < α <

1, m1 =

∫
ηdF (η) < +∞.

图 1 非均齐超网络模型演化过程示意图
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4 模型分析与仿真

记N(t) = {在时刻 t网络的节点数 } − m0,
µ(t) = E[N(t)]. 因为节点的到达过程N(t)是具有

常数率λ的Poisson过程, 由Poisson过程理论我们
知道, E[N(t)] = λt. hj(t, ti)表示第 i批到达的第 j

个节点在时刻 t 的超度. 假定hj(t, ti)是连续实值

变量, 由模型的假设条件及连续化方法我们知道
hj(t, ti)满足动态方程

∂hj(t, ti)

∂t
= λmm2

hj(t, ti)
α∑

ij(hj(t, ti))α
, (3)

上式右端的因子m2是因为第 i批到达的第 j个节

点可能被第1, 第2, · · · , 第m2次依次选中. 记

µ = lim
t→∞

1

mm1λt

∑
ij

(hj(t, ti))
α, (4)

由于 ∑
ij

(hj(t, ti))

≈
N(t)∑
i=0

m(ηi +m2) ≈ m(m1 +m2)λt,

因此,
1

mm1
6 µ 6 1 +

m2

m1
. (5)

对于充分大的 t∑
ij

(hj(t, ti))
α ≈ mm1λtµ. (6)

将方程 (6)代入方程 (3), 有
∂hj(t, ti)

∂t
= m2

hj(t, ti)
α

m1µt
. (7)

注意hj(ti, ti) = m, 解方程 (7), 得

hj(t, ti) =

[
m2(1− α)

m1µ
ln

(
t

ti

)
+m1−α

] 1
1−α

. (8)

将方程 (8)代入方程 (6), µ满足如下方程:

m

(
m1

m2(1− α)

) α
1−α

µ
1

1−α e−
m1m1−α

m2(1−α)
µ

= Γ

(
1

1− α
,
m1m

1−αµ

m2(1− α)

)
, (9)

其中, Γ(v, z)是不完全Gamma函数. 方程 (9)称为
这个超网络超度的特征方程. 从 (8)式, 有

P{hj(t, ti) > k}

= P
{
ti 6 e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

t
}
. (10)

由Poisson过程理论, 我们知道节点到达时间 ti服

从参数为 i与λ的Gamma分布. 因此,

P
{
ti 6 e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

t
}

= 1− e−λt e
− m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

×
i−1∑
l=0

1

l!

(
λt e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

)l

. (11)

将 (11)式代入 (10)式, 得

P{hj(t, ti) > k}

= 1− e−λt e
− m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

×
i−1∑
l=0

1

l!

(
λt e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

)l

. (12)

对于任意给定的k > m, i, n, t > 0和 ti < tn 6 t,
从方程 (12), 有

P{hj(t, ti) > k}

= 1− e−λt e
− m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

×
i−1∑
l=0

1

l!

(
λt e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

)l

> 1− e−λt e
− m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

×
n−1∑
l=0

1

l!

(
λt e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

)l

= P{hj(t, tn) > k}, (13)

不等式 (13)表明网络的超度表现出 “富者愈富”
现象.

下面证明非均齐超网络演化模型的稳态平均

超度分布存在. 由 (12)式, 有

P{hj(t, ti) = k}

≈ λt
m1µ

m2
e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

× k−αλt e−
m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

(i− 1)!

× e−λt e
− m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

, (14)

由 (14)式可知, 非均齐超网络演化模型的稳态平均
超度分布为

P (k) ≈ m1

m2
µ e−

m1µ

m2(1−α)
(k1−α−m1−α)

k−α, (15)

方程 (15)是拉直指数分布, 也称广延指数分布, 属
于一类威布尔分布, 它是从非常接近于幂函数到非
常接近于指数函数这一个广阔范围内的一类分布.
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由于当α = 0时, 从方程 (4)可知, µ =
1

mm1
, 从方

程 (15), 当α → 0时, 我们获得如下指数分布

P (k) ≈ 1

mm2
e−

1
mm2

(k−m). (16)

由于当α = 1时, 从方程 (4)可知, µ = 1 +
m2

m1
, 从

方程 (15), 当α → 1时, 获得如下幂律分布

P (k) ≈ 1

m

(
m1

m2
+ 1

)(
m

k

)m1
m2

+2

. (17)

当 0 < α < 1时, 从不等 (13)可知, 拉直指数
分布非均齐超网络的超度表现出 “富者愈富”现象,
但从方程 (15)可见这个网络的超度分布不是幂律
分布.由此可见, “富者愈富”并不一定能诱导出幂
律分布.

我们取m0 = 10, m = 3, m2 = 3, 网络规模为
N = 120000, 分别对拉直指数分布的非均齐超网
络模型进行计算机仿真. 对超度分布进行模拟, 双
对数坐标下的模拟图如图 2和图 3 ,可见,我们理论
预测的超度分布与模拟结果符合得较好.
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图 2 非均齐超网络演化模型模拟图 新节点数在 1—3
中随机选取
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图 3 非均齐超网络演化模型模拟图 新节点数在 1—7
中随机选取

5 结 论

本文提出的拉直指数分布超网络模型是连续

时间增加的非均齐超网络演化模型, 体现出了超网
络中拉直指数分布的涌现. 不等式 (13)表明这个超
网络节点的超度表现出 “富者愈富”现象, 方程 (15)
表明网络的稳态平均超度分布是渐近时间无关的

(且与系统规模N = λt +m0无关), 尽管网络持续
不断增长, 但是网络节点平均超度分布达到一个稳
定状态, 表现出拉直指数分布, 这个分布表现出将
指数分布拉直和将幂律分布弯曲的中间形状, 这也
是我们将 (15)式称为拉直指数分布的因素. 本文结
果表明 “富者愈富”并不一定能诱导出幂律分布.但
是，当模型线性择优连接时，这个非均齐超网络涌

现出无标度特征.
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Emergence of scaling in non-uniform hypernetworks
—–does “the rich get richer” lead to a power-law

distribution?∗
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Abstract
In this paper, we propose a non-uniform hypernetwork model with a nonlinear preferential attachment, and study

the evolving mechanism and topological properties of the hypernetwork. We analyze the model by using a Poisson
process theory and a continuous technique, and give a characteristic equation of hyperdegrees. We obtain the stationary
average hyperdegree distribution of the hypernetwork by the characteristic equation. The analytical result shows that
the hypernetwork has a phenomenon of “the rich get richer”, and it accords well with the simulation. It is shown in
this paper that the hyperdegree distribution of the dynamic model exhibits a stretched exponential distribution with
the increase of the hypernetwork size. It proves that “the rich get richer” does not necessarily induce a power-law
distribution.

Keywords: complex network, non-uniform hypernetwork, hypergraph, scale-free network
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