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前后向子分段相位差频率估计法∗
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为提高直接频率估计法的精度并推导出估计误差方差的闭合表达式, 本文提出基于前后向子分段相位差
的直接频率估计法. 该方法对样本的前向和后向两个子段做快速傅里叶变换, 再提取这两个子段变换后的峰
值谱相位差而获得频率估计. 本文证明了该估计器具有无偏性, 并推导出其频率估计方差的闭合理论表达式.
仿真实验验证了该闭合表达式的正确性, 故本文方法具有更高的测频精度和广泛的应用前景.
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1 引 言

噪声中的复指数信号频率估计 [1−8]是信号处

理的基本问题, 工程应用中许多物理量的测量, 如
大气动力学研究中的雷达风速测量 [9]、阵列信号

处理中的波达方向估计 [10]、振动分析中的转速测

量 [11]等最终都可转化为频率估计问题. 文献 [12]
指出, 该问题的最大似然解落在信号的离散时间傅
里叶变换 (discrete time Fourier transform, DTFT)
的谱峰处, 然而DTFT需做无穷小间隔的频率扫描
才可找到真实谱峰, 故难以工程实现.

目前频率估计方法主要分为两大类: 迭代法
(iterative approaches)和直接法 (direct approach-
es) [13]. 迭代法 (如Rife提出的牛顿迭代方法 [14]),
需要先大致给定某一与真实频率接近的初始频率

值, 再按照一定的迭代策略 (如文献 [15]提出的准
牛顿迭代策略)对频率估计值做反复更新, 才可获
得精确频率估计; 直接法则需借助校正 [1,16−21]、

内插 [2,22−24]等措施一次性地得到频率估计结果.
然而, 文献 [15]指出: 当初始值落在以真实频率
为中心的 5倍克拉美罗下限 (Cramer-Rao Lower
Bound, CRLB)均方根范围之内时, 迭代法才可获

得高精度性能, 文献 [25]强调: 若初始值选择不当,
甚至会导致迭代发散的情况. 相对而言, 直接法因
无需进行反复参数更新而具有计算量小、方便快捷

的优点, 因而更适于快速工程实现场合.
需指出: 现有迭代法 (如文献 [26])的初始值,

都是借助某直接估计法 (如文献 [25]提出的频移与
补偿的初始值修正措施)而得到的. 因此设计新的
高精度直接频率估计法, 既可为迭代法提供准确的
初始值, 也可直接用来作频率估计器, 具有较高的
理论意义和工程价值.

文献 [2]指出: 现有的直接频率估计器大多都
是有偏的, 如Quinn内插估计器 [22,27], Macleod内
插估计器 [24], Provencher 内插估计器 [28], Candan
内插估计器 [2,3]以及比值校正法 [21]、能量重心校正

法 [29]等, 这些方法在原理上都做了数学近似 (只有
当快速傅里叶变换 (Fast Fourier Transform, FFT)
点数N足够大时, 近似误差才可忽略), 因此即使在
无噪情况下都存在估计偏差. 另外, 文献 [21, 22,
24, 27—29] 提出的频率估计器因受算法本身的非
线性因素限制, 均没有推导出频率估计方差的理
论表达式. 而文献 [2,3]提出的Candan内插估计器,
因考虑了复指数信号FFT的泰勒展开式的高阶无
穷小项, 具有很小的频率估计方差, 而且还推导出
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了该方差的理论表达式, 故尤其值得关注.
需注意的是, 相位差校正法 [1,17,30,31], 在无

噪情况下, 其估计误差为 0, 近年来尤其备受关
注 [20,32]. 笔者在文献 [1]中提出全相位FFT(all-
phase FFT, apFFT)/FFT相位差频率估计法, 但
该方法用FFT测相时, 仅使用了一半样本, 故数据
利用率不高而留下了较大的精度提升空间. 因此,
如何提高现有相位差估计法的测频精度, 推导出其
频率估计误差方差的闭合表达式, 并与现有的有偏
频率估计法 (如最新的Candan内插估计器 [2,3])的
精度和文献 [14]提出的克拉美罗限作比较, 是急需
完成的工作. 本文在前人研究的基础上, 通过提取
前、后向两个子分段FFT的相位差信息, 提出一种
高精度相位差频率估计法, 并推导出了频率估计误
差方差的闭合理论表达式.

2 前后向子段FFT相位差频率估
计法

给 定 单 频 复 指 数 信 号 序 列 {x(n) =

a exp[j(ω0n + θ0)],−N + 1 6 n 6 N − 1}, 其中
频率ω0可表示为如下形式:

ω0 = (k∗ + δ)∆ω, � k∗ ∈ z+, � |δ| 6 0.5, (1)

式中∆ω = 2π/N , k∗为FFT的峰值谱位置.
为估计频率ω0, 本文意图导出两个与中心样

点x(0)相关的相位估计式, 再利用该相关性进行频
率估计. 于是将长度为 2N − 1的输入序列截取分

为仅包含惟一共同样点x(0)的前、后两个子段, 即
{x(n), 0 6 n 6 N−1}与 {x(n),−N+1 6 n 6 0},
从这两个子段的FFT中提取相位信息 (文献 [1]仅
利用了前向子段的FFT相位信息, 忽略了后向
FFT相位信息, 故没有充分利用数据而影响了测频
精度).

令RN (n)为n ∈[0,N−1]的矩形窗, 为方便测
相, 我们将前段序列保持不变, 将后段序列进行翻
转, 即

xf(n) = x(n)RN (n),

xb(n) = x(−n)RN (n). (2)

对于截取前的原序列x(n), 其DTFT变换为

X(jω) = a · 2πδ(ω − ω0) ejθ0 . (3)

不难推出, 矩形窗的DTFT变换RN (jω)为

RN (jω) = sin(Nω/2)

sin(ω/2) e−j (N−1)
2 ω

. (4)

则根据时域加窗与频域卷积的对应关系, 前向
序列的DTFT变换Xf(jω) 为

Xf(jω) =
1

2π
X(jω) ∗RN (jω)

= a · sin[(ω − ω0)N/2]

sin[(ω − ω0)/2]

× ej[− (N−1)
2 (ω−ω0)+θ0]. (5)

由于FFT为DTFT在ω = k∆ω, k ∈ [0, N−1]

上的采样, 故前向FFT谱Xf(k)为

Xf(k) = a · sin[(k∆ω − ω0)N/2]

sin[(k∆ω − ω0)/2]

× ej[θ0− (N−1)(k∆ω−ω0)
2 ]

. (6)

代入 k = k∗, 得峰值振幅谱位置的FFT值
Xf(k

∗)为

Xf(k
∗) = a · sin[δ∆ω ·N/2]

sin[δ ·∆ω/2]
ej[θ0− (N−1)(k∗∆ω−ω0)

2 ]

= a · sin(δ · π)
sin(δ ·∆ω/2)

ej[θ0+δ
(N−1)

N π]
. (7)

则其峰值谱位置的相位谱值为

φf(k
∗) = θ0 + δπ(N − 1)/N. (8)

类似地, x(−n)的傅里叶变换为

X(−jω) = a · 2πδ(−ω − ω0) ejθ0

= a · 2πδ(ω + ω0) ejθ0 . (9)

由傅里叶变换性质, 得后向序列的傅里叶变换
Xb(jω)为

Xb(jω) =
1

2π
X(−jω) ∗RN (jω)

= a · sin[(ω + ω0)N/2]

sin[(ω + ω0)/2]

× ej[θ0− (N−1)
2 (ω+ω0)]. (10)

对后向序列的傅里叶变换Xb(jω)在ω =

k∆ω, k ∈ [0, N − 1]做均匀采样, 则后向FFT谱
Xb(k)为

Xb(k) = a · sin[(k∆ω + ω0)N/2]

sin[(k∆ω + ω0)/2]

× ej[θ0− (N−1)(k∆ω+ω0)
2 ]

. (11)

由傅里叶变换性质可推知前、后向FFT谱峰
幅度相等, 并且谱峰位置关于k = N/2对称, 即

|Xf(k
∗)| = |Xb(N − k∗)|
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=

∣∣∣∣a · sin(δπ)
sin(δ∆ω/2)

∣∣∣∣. (12)

将k = N − k∗代入 (11)式, 化简进而可得其
对应的相位谱值

φb(N − k∗) = θ0 − δπ(N − 1)/N. (13)

观察 (8)式与 (13)式:

φf(k
∗) = θ0 + δπ(N − 1)/N,

φb(N − k∗) = θ0 − δπ(N − 1)/N. (14)

将 (14)式的两个相位项相减, 可得频偏估计式

δ̂ =
[φf(k

∗)− φb(N − k∗)]

(N − 1)
· 1

2π/N . (15)

结合 (1)式, 则可推出最终的频率估计式为

ω̂0 = (k∗ + δ̂)∆ω

= k∗∆ω +
φf(k

∗)− φb(N − k∗)

N − 1
. (16)

相应地, 其双向子段相位差频率估计流程如
图 1所示.

FFT

FFT

xf

xb

⇁

֓

Xf(k∗)

Xb(N-k∗)

ϕf(k∗)

ϕb(N-k∗)

/(N-1)

k∗Dω

ω0

x↼֓N⇁↽ ~ x↼N−↽
^

图 1 前后向子段相位差频率估计法流程

3 频率估计性能定量分析

3.1 无噪情况

从 (5)式—(16)式可看出, 本文方法的每一步
推导都经过了严格证明, 没有做数学上的理论近
似, 故本文方法是无偏频率估计 (文献 [21, 22, 24,
27—29]提出的各种频率估计器, 均做了数学近似,
不是无偏估计器), 无噪情况时其误差为 0. 众所周
知, 估计器的均方误差 (mean square error, MSE)
等于方差与无噪偏差平方的叠加, 因此本文方法的
MSE即为方差.

3.2 含噪情况

1)均值分析
由于本文方法是无偏估计, 故在加性高斯白噪

声的背景中, 其均值等于真实频率值即

E(ω̂0) = ω0. (17)

2)方差分析
频率估计 (16)式中, k∗, ∆ω均为常量, 只有

φf(k
∗), φb(N − k∗)为变量. 而从上述条件可看出,

两个长度为N的双向子分段xf与xb只有x(0)是重
叠的, 故可把φf(k

∗), φb(N − k∗)近似看作是相互
独立随机变量; 另外, φf(k

∗), φb(N − k∗)由于具有
对称性而具备相同的统计特性, 故对 (16)式两边取
方差, 有

var(ω̂0) =
var[φf(k

∗)] + var[φb(N − k∗)]

(N − 1)2

=
2var[φf(k

∗)]

(N − 1)2
. (18)

因而求取φf(k
∗)的方差是关键.

假设w(n)为零均值、方差为σ2的复高斯白噪

声,则信号模型为x(n) = a exp[j(ω0n+θ0)]+w(n),
相应地, 信噪比 (signal to noise ratio, SNR)值ρ表

示为

ρ = a2/σ2. (19)

不妨将峰值 k = k∗处噪声w(n)的FFT表
示为

W (k∗) =
N−1∑
n=0

w(n) e−j 2π
N nk∗

= r ejφ = r cosφ+ jr sinφ, (20)

式中, r, φ分别为表示幅值和相角的随机变量. 对
(20)式两边取方差有

var[W (k∗)] = var
[N−1∑

n=0

w(n) e−j 2πN nk∗
]

=

N−1∑
n=0

∣∣∣ e−j 2π
N nk∗

∣∣∣2 · var[w(n)]

= Nσ2. (21)

联立 (20), (21)式, 则有

var(r · cosφ) = var(r · sinφ)

= var[W (k∗)]/2 = Nσ2/2. (22)
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由 (7)和 (20)式, 可推出前向子段FFT峰值谱

Xf(k
∗) = a · sin(δ · π)

sin(δ ·∆ω/2)
ej[θ0+δ

(N−1)
N π]

+ r ejφ
. (23)

将 (23)式进一步推导为

Xf(k
∗)

= a · sin(δ · π)
sin(δ ·∆ω/2)

ej[θ0+δ
(N−1)

N π]

×
[
1 +

r ej(φ−θ0−δ(N−1)π/N)

a · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))

]
= a · sin(δ · π)

sin(δ ·∆ω/2)
ej[θ0+δ

(N−1)
N π]

×
[
1 +

r cos(φ− θ0 − δπ(N − 1)/N)

a · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))

+ jr sin(φ− θ0 − δπ(N − 1)/N)

a · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))

]
. (24)

由 (24)式可推出噪声背景下前向子段峰值谱
相位φf(k

∗)为

φf(k
∗) = θ0 + δ

(N − 1)

N
π

+ arctan

r sin[φ− θ0 − δπ(N − 1)/N ]

a · (sin(δ · π)/ sin(δ ·∆ω/2))

1 +
r cos[φ− θ0 − δπ(N − 1)/N ]

a · (sin(δ · π)/ sin(δ ·∆ω/2))

.

(25)

当ρ不特别低时, (25)式 arctan(·)项的分子比
分母小得多, 根据 arctan(x) ∝ x的等价无穷小关

系, 有

φf(k
∗) ≈θ0 + δ

(N − 1)

N
π

+
r sin[φ− θ0 − δπ(N − 1)/N ]

a · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))
. (26)

(26)式中, 只有 r, φ为随机变量, 则对 (26)式
两边取方差, 有

var[φf(k
∗)]

≈ var(r sinφ)

a2 · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))2
. (27)

联立 (22), (23), (27)式有

var[φf(k
∗)] ≈ 1/2 · var[W (k∗)]

a2 · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))2

=
N

2ρ · (sin(δ · π)/sin(δ ·∆ω/2))2
.

(28)

当N足够大, 则 sin(δ∆ω/2) = sin(δπ/N) ∝
δπ/N , 故 (28)式可进一步简化为

var[φf(k
∗)] ≈N sin2(δ ·∆ω/2)

2ρ · sin2(δ · π)
≈ Nδ2π2/N2

2ρ · sin2(δ · π)

=
1

2ρ ·N sin c2(δ)
. (29)

联立 (18), (29)式, 有

var(ω̂0) ≈
2var[φf(k

∗)]

(N − 1)2

=
1

ρN(N − 1)2 sin c2(δ)
. (30)

文献 [14]给出N个样本情况下的频率估计方

差的克拉美罗限为

CRLB = 6/[ρN(N2 − 1)]. (31)

由于本文方法使用了 2N−1个样本, 故应将
2N−1替代 (31)式中的N , 可推出对应的克拉美罗
限为

CRLB = 3/[2ρN(N − 1)(2N − 1)]. (32)

4 仿真实验

令N = 16, 对 {x(n) = 2 exp[j(4+ δ)2π/Nn+

π/3)] + w(n), −N + 1 6 n 6 N − 1}, 分别用前后
向子段相位差法、apFFT/FFT相位差法、Candan
频率估计法 (样本数为 2N − 1)进行频率估计, 设
定其频偏值 δ在0—0.5间变化, 对于每种频偏情况,
做1000次Monte-Carlo测频模拟, 并统计均方误差
MSE.

表 1给出了频偏 δ = 0.15时不同方法的频率估

计均方误差.

表 1 频偏 δ = 0.15时的频率估计均方误差 (MSE)

SNR/dB
方法 SNR = −10 SNR = 0 SNR = 20 SNR = 40 SNR = 60

前后向子段 3.702984 0.013957 2.93× 10−6 2.89× 10−8 3.03× 10−10

ApFFT/FFT 3.689817 0.012631 4.54× 10−6 4.19× 10−8 4.45× 10−10

Candan 3.186868 0.000367 3.43× 10−6 3.45× 10−8 3.47× 10−10

CRLB 0.002016 0.000202 2.02× 10−6 2.02× 10−8 2.02× 10−10
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图 2 (网刊彩色) 三种测频均方误差曲线及克拉美罗下限曲线对照 (a) δ = 0.05; (b) δ = 0.15; (c) δ = 0.25; (d)
δ = 0.35; (e) δ = 0.45; (f) δ = 0.45(高信噪比)

为直观比较各种方法的测频性能,图 2 (a)—(f)
给出了测频MSE曲线, 并给出本文推导的 (30)式
的理论测频方差和克拉美罗限CRLB曲线做对照.

从图 2 (a)—(f), 可总结如下规律:
1)对于任意频偏情况, 在信噪比不太低的区

域, 总体说来, 本文提出的前后向子段相位差法的
频率估计均方误差曲线 (‘◦’标记)距离CRLB最近,
Candan内插法 (‘▽’标记)次之, apFFT/FFT 相位
差法距离CLRB 最远. 因此, 本文方法具有最高的
频率估计精度.

2)三种算法的估计精度都与频偏值 δ有关: δ

越小, 均方误差越小, 精度越高. 从图 2 (a)到 (f),

随着 δ从 0.05增加到 0.45, 前后向子段法、Candan
内插法与 apFFT/FFT相位差法的MSE曲线都是
偏离CRLB越来越远.

3)从图 2 (a)—(f)可看出, 在信噪比不太低的
区域, 前后向子段相位差法的实测MSE曲线与
(30)式计算出的理论方差曲线 (‘–’标记)符合得非
常好, 这证明了 (30)式的理论方差推导正确.

4)对于Candan内插法 (‘▽’标记), 在SNR较
高的区域, 如图 2 (f) δ = 0.45的情况, 当SNR > 50

dB时, MSE曲线变得相对平坦, 偏离CRLB也越
来越远. 这证明了Candan估计有偏的, 因为MSE
等于方差与无噪偏差平方的叠加, 当SNR很高时,
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方差值对MSE的贡献变得微小, MSE 主要来自
于无噪偏差平方, 故Candan内插估计器的MSE
曲线出现明显偏离. 而前后向子段相位差法和
apFFT/FFT相位差法却不会出现这种情况, 因为
这两者都是无偏估计, MSE曲线即为频率估计方
差曲线.

5)需指出: 在SNR较低的区域, 三种频率估
计方法都存在信噪比阈值SNRth, 即当SNR <

SNRth时, 频率估计性能急剧降低, 表现为MSE
急剧增大. 从图 2 (a)—(f)可看出, Candan内插法
的SNRth值最低, apFFT/FFT相位差法次之, 前
后向子段法的SNRth值最高. 也就是说, 本文方法
抵抗大噪声干扰能力比其他两种算法要差些, 这可
看作是其高精度性能所付出的代价.

5 结 论

本文提出了前后向子段相位差频率估计法,
该方法与 apFFT/FFT相位差法一样, 都是无偏估
计器, 在信噪比较高的场合, 本文方法精度很高,
相比于 apFFT/FFT相位差法和Candan内插估计
法, 其MSE曲线更靠近克拉美罗限.

需指出, 本文的频率估计是针对单频复指数
信号而言的, 对于多频测量场合, 其测量精度分析
变得复杂, 因为除受随机噪声干扰外, 还存在各频
率成分之间的相互干扰; 具体说来, 这种谱间干扰
的严重程度又取决于各待测成分的频率间距、初相

值、幅值以及各自的频偏大小等多方面因素. 其中,
各待测成分的频率间距是影响测频精度的最大因

素: 间距大时, 近似可看成多个单频估计; 间距较
小时, 各成分的谱间干扰加剧, 表现在初相、幅值、
频偏的微小变化都会大大影响测频精度. 而文献
[1]提出的 apFFT/FFT相位差法利用了 apFFT良
好的抑制谱泄漏性能而降低了谱间干扰, 故更适
合做多频测量. 因而工程应用时, 应具体问题具体
分析, 在测频精度 (前后向子段法最好)、测频个数
(apFFT/FFT相位差法最好)和抵御大噪声干扰能
力 (Candan内插估计法最好)几个方面做权衡.
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A novel phase difference frequency estimator based on
forward and backward sub-segmenting∗
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Abstract
In engineering applications, many measurements of physical quantities can be converted into the problems of

frequency estimation. The current frequency estimators are mainly divided into two categories: iterative approaches
and direct approaches. However, iterative approaches are not suitable for rapid physical measurement occasions due to
its complicated process. But most of the direct approaches are the biased estimators, which are incapable of providing
quantitative estimates of variance expression. To enhance the accuracy of the direct frequency estimator and derive the
closed-form theoretic expression of the estimated error variance, this paper proposes a novel phase difference frequency
estimator based on the forward and backward sub-segmenting. This estimator implements forward and backward fast
Fourier transform (FFT) on the given samples separately, and then extracts the phase difference from the peak FFT
bins of these two sub-segments to estimate the frequency. And it is emphasized that the proposed method is an unbiased
frequency estimator, whose closed-form theoretic expression of the frequency estimated error variance is also derived.
Moreover, simulation not only verifies the correctness of this closed-form expression but also proves that the proposed
frequency estimator’s mean square error is closer to the Cramer-Rao lower bound than that of apFFT/FFT phase
difference estimator and Candan estimator. In conclusion, the proposed estimator has higher accuracy in measuring
frequencies and has a wide application prospect.

Keywords: frequency estimation, forward and backward sub-segment, phase difference, CRLB
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