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从北极高压、南极低压到南北极间的三维异宿轨道∗
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(北京大学物理学院大气与海洋科学系, 气候与海 -气实验室, 北京 100871)

( 2014年 4月 25日收到; 2014年 5月 19日收到修改稿 )

本文利用球坐标系 (λ, φ, r)中的球面地转风关系, 说明当等压线形成最简单的纬向分布时, 此时南极是
低压, 北极是高压. 但是, 当在地转风关系中加入摩擦力后, 则南北极由闭合涡旋变成螺旋涡旋, 且两极之间
形成一条球面上的三维异宿轨道.
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1 引 言

在二维非线性动力系统中, 我们讨论过很多
由一个平衡态到另一个平衡态或极限环的异宿轨

道 [1,2]. 在球面上大气有许多无风点, 这些无风点
就是速度场的平衡态. 它们之间的轨道就是异宿轨
道. 由于绘制天气图时是画等压线, 所以球面上的
气旋和反气旋被绘出未闭合轨道, 它们的中心就是
无风点 (平衡态), 这样平衡态之间的异宿轨道就画
不出了. 在天气图上实际的流线并非等压线, 而是
风速的切线. 在地面天气图上由于摩擦力的存在,
风速要穿过等压线, 并由高压吹向低压. 这是由于
地表的大气受到摩擦力影响的缘故.

本文利用球面上的地转关系, 假设气压场
p = A sinφ, 那么导得的风场仅是纬向分布, 此
时北极是高压, 南极是低压. 但是, 若加上摩擦力
以后, 北极的轨道则是螺旋向外, 南极的轨道则是
螺旋向内. 南北极之间则是三维螺旋异宿轨道.

2 纬向气流的动力系统

在球坐标系 (λ, φ, r)中, 气压梯度力和Coriolis
力相平衡的地转关系为 [3]

− 1

aρ cosφ
∂p

∂λ
+ fvφ = 0, (1)

− 1

aρ

∂p

∂φ
− fvλ = 0, (2)

其中φ, λ分别是纬度和经度, a是地球半径,
f = 2Ω sinφ(Ω是地球旋转角速度)是Coriolis参
数, 今后我们假设它为常数. vλ是纬向速度 (向东
为正), vφ是经向速度 (向北为正).

为了求得速度场, 在 (1), (2)式中我们假设气
压为纬向分布

p = A sinφ, (3)

其中A是常数, 量纲为kg/m·s2.
由 (1), (2)式求得球面上的速度场为

vλ ≡ a cos φ̇λ̇ = − 1

fρa

∂p

∂φ
= − A

fρa
cosφ,

vφ ≡ aφ̇ = 0, (4)

其中 “·”表示对时间的导数.
令 (4)式右端为零, 导得

φ = π/2 (北极) 和 φ = −π/2 (南极) (5)

为奇点.
由 (4)式看出, vλ < 0即全球刮东风, 风速在赤

道最大, 向两极逐步减小, 到两极时为零, 见图 1 .
由 (4)式看出

λ̇ = −A/(fρa2) = −ω. (6)
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(6)式说明, 二维球面速度场反映出纬向风速
的旋转角速度. 为了更清楚说明, 我们将球坐标系
的 (4)式化成直角坐标系 [4].

(b)(a)

.

.-p/2

p/2

图 1 (a)纬向风速随纬度分布; (b) 球面纬向风速, 南北
极为无风点

因为

x = a cosφ cosλ,

y = a cosφ sinλ, (7)

那么在直角坐标系中的速度场为

ẋ = − a sinφ cosλφ̇− a cosφ sinλλ̇

= ωy,

ẏ = − a sinφ sinλφ̇+ a cosφ cosλλ̇

= − ωx. (8)

动力系统 (8)式说明: (x, y) = (0, 0)是奇点 [5].
由 (7)式看出, 它对应于φ = ±π/2, 这正是南极和
北极, 且 (8)式右端雅可比矩阵为 0 ω

−ω 0

 . (9)

矩阵 (9)的特征值为纯虚根

λ = ±ωi, (10)

它正说明围绕北极和南极的轨迹是闭合轨道. 因为
速度场是定常的, 所以它也是流线 [6], 即流线也是
闭合的涡旋.

我们再来判别是高压还是低压? 由 (3)式求得
球面上气压的拉普拉斯为

∇2
sp =

1

a2 cos2 φ
∂2

∂λ2
+

1

a2 cosφ
∂

∂φ

(
cosφ ∂p

∂φ

)
= − 2A

a2
sinφ. (11)

对北极φ = π/2, ∇2
sp < 0, 说明北极点周围

的气压比北极点气压低, 因而北极是高压. 对南极
φ = −π/2, ∇2

sp > 0, 说明南极点周围的气压比南
极点气压高, 因而南极点是低压.

3 从北极到南极的异宿轨道

在气压梯度力和Coriolis力平衡的方程组 (1)
和 (2)中, 由于没有摩擦力, 因而等压线就是流线,
风向是不会穿过等压线的. 高压的空气不会流出,
低压的空气不会流入, 因而就不会形成从高压到低
压的异宿轨道. 为此在 (1)和 (2)式中加进摩擦力,
变成三力平衡的方程组

− 1

ρa cosφ
∂p

∂λ
+ fvφ − kvλ = 0, (12)

− 1

ρa

∂p

∂φ
− fvλ − kvφ = 0, (13)

其中摩擦力设为和速度成正比, 而方向相反, k > 0

是摩擦系数.
由 (12)与 (13)式求得

vλ =
1

f2 + k2

(
− k

ρa cosφ
∂p

∂λ
− f

ρa

∂p

∂φ

)
,

vφ =
1

f2 + k2

(
f

ρa cosφ
∂p

∂λ
− k

ρa

∂p

∂φ

)
. (14)

仍用 (3)式中的p代入导得

λ̇ = −f2ω/(f2 + k2),

φ̇ = −fkω cosφ/(f2 + k2), (15)

或

vλ = a cosφλ̇ = −af2ω cosφ/(f2 + k2),

vφ = aφ̇ = −afkω cosφ/(f2 + k2). (16)

在 (15)与 (16)式中, 若取 k = 0就化简为

(4)式.
将 (15)式代入 (8)式得到

ẋ = ωf/(f2 + k2)

× (±k
√
a2 − (x2 + y2)/a× x+ fy),

ẏ = ωf/(f2 + k2)

× (±k
√
a2 − (x2 + y2)/a× y − fx), (17)

其中

sinφ = ±
√
a− (x2 + y2)/a

(北半球取+, 南半球取−). (18)

在 (17)式中若取k = 0, 就化为 (8)式. (17)式
右端为零的奇点仍是 (x, y) = (0, 0), 它相当于南
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极和北极. 对于奇点 (0, 0), (17)式右端的雅可比
矩阵为±ωfk/(f2 + k2) ωf2/(f2 + k2)

−ωf2/(f2 + k2) ±ωfk/(f2 + k2)

 . (19)

矩阵 (19)的特征值为

λ = ±(ωfk/(f2 + k2)± iωf2/(f2 + k2)). (20)

对北极括号前取 “+”号, 对南极括号前取 “−”号
(20)式说明, 北极点λ的实部为正, 因而是不

稳定焦点, 南极点λ的实部为负, 因而是稳定焦点.
也就是说, 摩擦力被加入以后, 北极高压的轨道 (或
流线)穿过等压线向外, 南极低压的轨道 (或流线)
穿过等压线向内.

图 2 北极到南极的异宿轨道

现在求由北极到南极的异宿轨道 [7,8], 将 (15)
的两式相除得

dλ
dφ =

f

k

1

cosφ. (21)

令φ = π/2− θ, 得到

dφ = −dθ. (22)

则 (21)式变成

dλ = −f

k

1

sin θ
dθ. (23)

将 (23)式积分一次得

λ = −f

k
ln

√
1− cos θ
1 + cos θ = −f

k
ln

(
tanh θ

2

)
, (24)

或

tanh θ

2
= e−

k
f λ

. (25)

由 (15)第一式积分得到

λ = ωtf2/(f2 + k2). (26)

将 (26)代入 (25)式得到

tanh θ

2
= e

kf

f2+k2 ωt
. (27)

因此从 (27)式得到:当 t→+∞时, tanh−1(+∞)

→ π/2, 即 θ → π. 从 (22)式有φ → −π/2, 这是南
极点. 当 t → −∞时, tanh−1(0) → 0, 即 θ → 0, 从
(22)式知φ → π/2, 这是北极点.

因此, 由北极点 (t → −∞)出发, 直到南极点
(t → +∞)终止的轨道是一条异宿轨道, 它也是球
面上的球螺旋. 见图 2 .

4 结论与讨论

在北半球, 极地对流层一般是由一个极地气旋
性涡旋控制, 有时候北极也会出现反气旋, 但是不
能持久. 但是, 在极端大型环流异常条件下, 北极
圈内对流层各高度建立强盛稳定极地高气压, 持续
时间超过一个月 [9]. 这种异常的环流会带来北半球
大范围的异常天气, 如持续的寒潮, 各地会出现创
历史纪录的低温. 其中稳定的环流结构对于异常天
气的影响是非常关键的.

而本文利用球坐标系 (λ, φ, r)中的球面地转风

关系, 说明当等压线形成最简单的纬向分布时, 此
时南极是低压, 北极是高压. 但是, 当在地转风关
系中加入摩擦力后, 则南北极由闭合涡旋变成螺
旋涡旋, 且两极之间形成一条球面上的三维异宿轨
道. 这对于从动力学机理上深入认识大气环流结构
的形成将提供有益的帮助, 特别是加深对于气旋等
结构的形成与影响的认识有重要的价值 [10,11].
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From Arctic high, Antarctic low to three-dimensional
heteroclinic orbit connecting south pole and north pole∗
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Abstract
Under the steady condition, the spherical geostrophic wind relationship in spherical coordinates (λ, φ, r) is applied

to illustrate that when isobars take the simplest zonal distribution, the Antarctic is at a low ambient pressure, while
the Arctic is at high. However, when friction is incorporated into the geostrophic wind relationship, the closed vortex
over Antarctic and Arctic will turn to a spiral vortex, and there will exist a three-dimensional heteroclinic orbit between
Antarctic and Arctic on the spherical surface.

Keywords: Arctic high, Antarctic low, friction, heteroclinic orbit
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