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利用非稳定子态容错实现密集旋转操作∗
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Non-Clifford操作不能在量子纠错码上自然横向实现, 但可通过辅助量子态和在量子纠错码上能横向实
现的Clifford操作来容错实现, 从而取得容错量子计算的通用性. 非平庸的单量子比特操作是Non-Clifford操
作, 可以分解为绕 z轴和绕x轴非平庸旋转操作的组合. 本文首先介绍了利用非稳定子态容错实现绕 z轴和

绕x轴旋转的操作, 进而设计线路利用魔幻态容错制备非稳定子态集, 最后讨论了运用制备的非稳定子态集
模拟任意非平庸单量子比特操作的问题. 与之前工作相比, 制备非稳定子态的线路得到简化, 成功概率提高,
且在高精度模拟任意单量子比特操作时所消耗的非稳定子态数目减少了 50%.
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1 引 言

量子信息是一门新兴的交叉学科, 建造可靠
的大规模量子计算机是其终极目标, 可扩展性与
如何容错是实现量子计算机的两个关键技术 [1−5].
针对容错、抗退相干、保护目标数据的准确存储及

正确的编码、运行等问题, 研究者们提出了各种
解决方案, 主要有无消相干子空间 (DFS)[6,7]、拓
扑量子计算 [8]以及基于量子纠错码的容错量子计

算 [9−19]等.
容错量子计算在量子纠错码的基础上通过级

联的方式实现量子逻辑门, 以至于当物理操作的出
错率低于容错阈值时, 量子逻辑门的错误率急剧降
低, 从而实现可靠的量子计算. 量子纠错码与级联
结合实现容错量子计算要求横向实现量子逻辑门,
使得错误的位数和传播控制在量子纠错码的纠错

范围内. 量子纠错码上可以横向实现的量子逻辑门
基本来自于Clifford群. Clifford 群指把Pauli群共

轭映射到Pauli群的操作形成的群,包括Hadamard

门H =
1√
2

1 1

1 −1

, 相位门K =

1 0

0 i

, 和受

控非门CX1
2 = |0⟩1⟨0| ⊗ I2 + |1⟩1⟨1| ⊗ X2等. 在

量子纠错码上实现通用量子计算需要增加Non-
Clifford量子逻辑操作 [12], 而Non-Clifford操作不
能在量子纠错码上自然横向实现, 不过可通过
辅助量子态和量子纠错码上能横向实现的Clif-
ford操作容错实现 [13−18]. 辅助量子态的制备由
于涉及不可容错的Non-Clifford操作而产生噪音,
如果一个辅助量子态的制备噪音能够被Clifford
操作消除, 那么这个辅助量子态被称作魔幻态
(magic state)[17−29]. 目前发现的魔幻态有H型和
T型, 考虑在Bloch球上以三个Pauli 算子的 6个
本征态为顶点的正八面体, H和T型魔幻态分别
指从八面体的棱中点和面心穿出的态矢量, 本
文选取 |T0⟩ = cosβ|0⟩ + e i π

4 sinβ|1⟩
(
其中β满

足 cos(2β) =
1√
3

)
和 |H0⟩ = cos π

8
|0⟩ + sin π

8
|1⟩
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(Hadamard门H的本征态)为代表进行研究. 以
|H0⟩和 |T0⟩为辅助态可以横向实现绕 z轴旋转−π

4
和−π

6
的非平庸旋转操作 [17], 此旋转操作处于

Clifford群外, 可用于辅助Clifford群操作实现通用
量子计算.

本文基于文献 [17]的思想, 研究了借助魔幻
态和Clifford操作在量子纠错码上容错实现Non-
Clifford 操作的问题, 与当前较好的研究方案 [25]

相比, 给出了更稠密的Non-Clifford门的实现手段.
本文在第2节介绍了需要以非稳定子态为辅助态的
容错实现绕 z轴和绕x轴非平庸旋转操作的量子线

路; 进而在第 3节由魔幻态 |H0⟩出发制备非稳定子
态集, 并实现了非稳定子态角度的调控; 在第 4节
计算了利用非稳定子态集模拟任意幺正操作所需

消耗的非稳定子态数目; 第5节简述本文结论.

2 Non-Clifford旋转操作的量子线路
设计

非平庸单量子比特幺正操作是Non-Clifford操
作, 其可以分解为绕 z轴和绕x轴非平庸旋转操作

的组合 [19], 如

U = e iαRz(β)Rx(γ)Rz(δ), (1)

其中Rx(θ), Rz(θ)分别为绕x轴和绕 z轴的旋转算

子, 具有如下形式:

Rx(θ) = e−iθX/2 =

 cos θ
2

−i sin θ
2

−i sin θ
2

cos θ
2

 ,

Rz(θ) = e−iθZ/2 =

 e−iθ/2 0

0 e iθ/2

 , (2)

当 θ ̸= nπ时, Rx(θ), Rz(θ)为Non-Clifford操作,不
具备横向性. 找到Rx(θ)和Rz(θ)的横向实施方法,
就可以模拟任意幺正操作.

2.1 容错实现旋转操作Rz(θ)

如图 1所示, 输入携带辅助态 |ψi⟩ = cos θi|0⟩
+ sin θi|1⟩的量子比特 1和携带数据态 |ϕ⟩ = a|0⟩
+b|1⟩ 的量子比特 2, 经过相应操作后量子态的演
化过程为

|ψi⟩|ϕ⟩ = a cos θi|00⟩+ a sin θi|01⟩+ b cos θi|10⟩+ b sin θi|11⟩
K⊗I,H⊗I,CX2

1−−−−−−−−−−→ cos θi√
2

(a|00⟩+ b|01⟩+ a|10⟩+ b|11⟩) + i sin θi√
2

(a|00⟩ − b|01⟩ − a|10⟩+ b|11⟩)

Z基测量−−−−−−→


Mz=0−−−−→ a|0⟩+ b e−i2θi |1⟩ = Rz(−2θi)|ϕ⟩
Mz=1−−−−→ a|0⟩+ b e i2θi |1⟩ = Rz(2θi)|ϕ⟩

. (3)

该线路的结果是对任意数据态 |ϕ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩实现了绕 z轴旋转±2θi的操作. 其中 I, X, Z分别为单位算
符、Pauli X, Z算符; Mz = 0, 1 分别表示在Pauli Z算符的本征基 |0⟩和 |1⟩下的测量; 此外线路中涉及的相
位门K, Hadamard门H,受控非门CX2

1都属于Clifford群操作, 对大多数量子纠错码可以横向实现. 因此
该线路完成的操作可以容错实现, 前提是需要 |ψi⟩ = cos θi|0⟩+ sin θi|1⟩作为辅助态.

2.2 容错实现旋转操作Rx(θ)

如图 2所示, 与图 1输入相同, 携带辅助态 |ψi⟩ = cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩的量子比特 1和携带数据态
|ϕ⟩ = a|0⟩+ b|1⟩的量子比特2通过图 2所示操作, 量子态的演化为

|ψi⟩|ϕ⟩ = a cos θi|00⟩+ a sin θi|01⟩+ b cos θi|10⟩+ b sin θi|11⟩
K⊗I,Z⊗I,CX2

1−−−−−−−−−−→ a cos θi|00⟩+ b cos θi|11⟩ − ia sin θi|10⟩ − ib sin θi|11⟩)

X基测量−−−−−−−→


‘‘+”−−→ (a cos θi − ib sin θi)|0⟩+ (−ia sin θi + b cos θi)|1⟩ = Rx(2θi)|ϕ⟩
‘‘−”,Z−−−−→ (a cos θi − ib sin θi)|0⟩ − (−ia sin θi + b cos θi)|1⟩ = Rx(−2θi)|ϕ⟩

. (4)
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即在量子态 |ψi⟩ = cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩的辅助下
该线路可实现绕x轴旋转±2θi的操作. 其中 “+”,
“−”分别表示在Pauli X算符的本征基 |0⟩+ |1⟩√

2
,

|0⟩ − |1⟩√
2
下的测量, 此外线路中涉及的K, Z以及

CX2
1均为Clifford群中的操作, 对大多数量子纠错

码可以横向实现, 因此该线路完成的操作可以容错
实现, 前提需要 |ψi⟩ = cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩ 作为辅
助态.

HK MZ

/φ>





Rz↼-θi↽ Rz(-θi↽φ>

ψi>

φ>

图 1 对任意态 |ϕ⟩容错实现绕 z轴旋转∓2θi的线路

K, H, Mz 分别为相位门, Hadamard门及Z基下的测量

/φ> Rx↼+θi↽ Rx(+θi↽φ>

ψi>

φ>





K Z

MX

图 2 对任意态 |ϕ⟩容错实现绕 x轴旋转±2θi的线路

K, Z, Mx分别为相位门, Pauli Z门及X基下的测量

3 制备非稳定子态的量子线路

上面我们设计了容错实现非平庸旋转算子

Rz(2θi)和Rx(2θi)的有效线路, 其中均用到非稳定
子态 |ψi⟩ = cos θi|0⟩+ sin θi|1⟩, 下面构建制备该非
稳定子态的量子线路.

3.1 基于魔幻态 |H0⟩制备非稳定子态

如图 3所示, 三个量子线路均以魔幻态 |H0⟩
为输入, 通过相应Clifford群中的操作和Z基测

量, 选取特定的测量结果, 可输出不同的非稳定
子态. 其中图 3 (a)在Z基下测量第 1, 2量子比特,
以 p1 = 0.375的概率得到测量结果 00, 第 3量子
比特相应输出态为 |ψd⟩ = cos d|0⟩ + sin d|1⟩, 其
中 d ≈ 0.446

2
(以 |ψd⟩为辅助态可对任意态实现

2d0弧度的旋转); 图 3 (b)在Z基下测量第 2, 3量
子比特, 以 p2 = 0.463的概率得到 00, 第 1量子
比特输出量子态 |ψf ⟩ = cos f |0⟩ + sin f |1⟩, 其中
f ≈ 0.570

2
; 图 3 (c)在Z基下测量 1, 2, 3量子比特,

以p3 ≈ 0.344的概率得到测量结果000,第4量子比
特输出 |ψh⟩ = cosh|0⟩ + sinh|1⟩, 其中h ≈ 0.690

2
.

于是, 我们制备了一组具有相同形式的非稳定子

态 cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩ (θi可取d, f , h). 与之前工
作 [25]相比, 图 3 (a), (b) 的成功概率由原来的
0.320, 0.232 分别提高到 0.375和 0.463; 三个量子
线路消耗的Clifford门的深度 (depth)由原来的 7,
7, 5减小为3, 2, 3. 此外, 图 3量子线路中涉及的操

作均为Clifford群中的操作及Pauli基下的测量, 可
以在量子纠错码上容错实现.

H





H

MZ

MZ

MZ

MZ






H

H

H









(a)

(b)

(c)

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

H0>

MZ

MZ

MZ

图 3 制备非稳定子态 |ψd⟩, |ψf ⟩, |ψh⟩的量子线路
(a) |ψd⟩ = cos d|0⟩ + sin d|1⟩; (b) |ψf ⟩ = cos f |0⟩ +
sin f |1⟩; (c) |ψh⟩ = cosh|0⟩+ sinh|1⟩

3.2 非稳定子态的角度调控

如图 4所示的量子线路, 量子比特 1和 2携带
非稳定子态 |ψi⟩ = cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩ 和 |ψj⟩ =

cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩, 通过反向受控非及Z基测量量

子比特 1, 对于测量结果MZ = 0和 1, 量子比特 2
可分别得到量子态:

cos θi cos θj |0⟩+ sin θi sin θj |1⟩√
(cos θi cos θj)2 + (sin θi sin θj)2

(MZ = 0), (5a)
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sin θi cos θj |0⟩+ cos θi sin θj |1⟩√
(sin θi cos θj)2 + (cos θi sin θj)2

(MZ = 1). (5b)

引入 θ′和 θ′′, 使得 tan θ′ = tan θi tan θj , tan θ′′ =

cot θi tan θj , 则 (5a)和 (5b)式可分别化简为

cos θ′|0⟩+ sin θ′|1⟩(MZ = 0),

cos θ′′|0⟩+ sin θ′′|1⟩(MZ = 1), (6)

该量子线路分别以p0 = (cos θi cos θj)2 + (sin θi sin
θj)

2和 p1 = 1 − p0的概率制备出非稳定子态

cos θ′|0⟩+ sin θ′|1⟩ 和 cos θ′′|0⟩+ sin θ′′|1⟩.

参照 |H0⟩和 |T0⟩的定义, 设

|Hj⟩ = cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩, tan θj = tanj+1 π

8
;

|Tj⟩ = cos θj |0⟩+ e i π
4 (j+1) sin θj |1⟩,

tan θj = tanj+1 θ0, tan2 θ0 =

√
3 + 1√
3− 1

.

表 1列举了量子比特 1和 2携带初始信息根据不同
的测量结果分别得到的非稳定子态, 以及利用该输
出可以横向实现的具体旋转角度. ×号表示输出不
是非稳定子态, 可抛掉. 在表 1中, 当量子比特 1和
2均携带T型魔幻态输入时, 得到一系列输出 |Tj⟩,
针对 |Tj⟩, 需要再施加具体操作将其转化为非稳定
子态 cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩:

j = 4n+ 1时

(n为奇)|Tj⟩ = cos θj |0⟩ − i sin θj |1⟩
K→ cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩

(n为偶)|Tj⟩ = cos θj |0⟩+ i sin θj |1⟩
K,Z→ cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩

, (7a)

j = 4n+ 3时

(n为奇)|Tj⟩ = cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩

(n为偶)|Tj⟩ = cos θj |0⟩ − sin θj |1⟩
Z→ cos θj |0⟩+ sin θj |1⟩

, (7b)

当 j = 4n或 4n + 2时, 不能得到非稳定子态, 可重
新作为输入态再次操作.

一系列计算结果使能够离线容错制备的非

稳定子态达到大约 3000个不同的角度 (i, j分别
取 1—10时), 基于制备的非稳定子态使能够容错
实现的Non-Clifford操作数目增多, 相比之前工
作 [24,25], 形成的辅助态集有较大的扩充.

上面我们设计了不同的量子线路获得非稳定

子态,并基于非稳定子态实现具体不同角度的调控,
得到密集的非稳定子态集, 以这些非稳定子态作辅
助态, 可在量子纠错码上容错实现的Non-Clifford
操作更稠密.

4 利用非稳定子态模拟任意幺正操作

在通用容错量子计算中获取理想的非稳定

子态需要消耗 90% 的量子比特资源 [30,31], 由此
模拟一个任意幺正操作的复杂度, 主要考虑Non-
Clifford 操作或者是非稳定子态的消耗.

如 (1)式所示, 任意幺正操作可分解为三个旋
转算符的组合, 因此对任意幺正操作的模拟可简化

为任意单比特旋转的模拟. 下文具体介绍如何用前
文制备的非稳定子态集容错实现任意单比特旋转

的操作.

MZ

2

1
|ψi>

|Ψj>

图 4 实现非稳定子态角度调控的线路 对输入 |ψi⟩和
|ψj⟩执行受控非操作, 然后进行Z基测量, 可得到不同角
度的非稳定子态

设目标操作为: 对数据态 |ψ⟩ = a|0⟩ + b|1⟩实
现达到精度 ε的任意角度ϕ的旋转.

实际操作过程如下:
1) 在所制备的非稳定子态中搜素 [32,33] |θn⟩ =

cos θn|0⟩+ sin θn|1⟩, 使2θn接近ϕ;
2) 运用图 1或图 2的线路对数据态 |ψ⟩实现旋

转2θn, 记为消耗了一次非稳定子态;
3) 搜素 |θm⟩, 使 2θm接近ϕ − 2θn, 旋转 2θm,

记为第二次消耗, 重复此操作, 最后实现旋转角度
之和与ϕ之差小于 ε, 记录总共消耗的非稳定子态
数目Cnon.
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表 1 量子比特 1和 2携带不同非稳定子态的输入得到不同角度非稳定子态的输出
以及可用于容错实现的旋转角度

量子比特 1和 2的初态 Z基测量输出 输出态的具体形式 实现Rz(θ)或Rx(θ)的具体

cos θn|0⟩+ sin θn|1⟩ 旋转角度 2θn

|H0⟩, |H0⟩
m = 0, |H1⟩ cos θ1|0⟩+ sin θ1|1⟩ 2arctan

(
tan2

(π
8

))
m = 1, × × ×

|Hi⟩, |Hj⟩
m = 0, |Hj+i+1⟩ cos θj+i+1|0⟩+ sin θj+i+1|1⟩ 2arctan

(
tani+j+2

(π
8

))
m = 1, |Hj−i−1⟩ cos θj−i−1|0⟩+ sin θj−i−1|1⟩ 2arctan

(
tanj−i

(π
8

))

|T0⟩, |T0⟩
m = 0, |T1⟩ cos θ1|0⟩+ i sin θ1|1⟩ 2arctan

(√3 + 1
√
3− 1

)
m = 1, × × ×

|Ti⟩, |Tj⟩
m = 0, |Tj+i+1⟩ cos θj+i+1|0⟩+ e i π

4
(j+i+2) sin θj+i+1|1⟩

分析见 (7)式

m = 1, |Tj−i−1⟩ cos θj−i−1|0⟩+ e i π
4
(j−i) sin θj−i−1|1⟩

|d0⟩, |d0⟩
m = 0, |d1⟩ cos θ1|0⟩+ sin θ1|1⟩ 2arctan

(
tan2

(0.446
2

))
m = 1,× × ×

|di⟩, |dj⟩
m = 0, |dj+i+1⟩ cos θj+i+1|0⟩+ sin θj+i+1|1⟩ 2arctan

(
tanj+i+2

(0.446
2

))
m = 1, |dj−i−1⟩ cos θj−i−1|0⟩+ sin θj−i−1|1⟩ 2arctan

(
tanj−i

(0.446
2

))

|Hi⟩, |dj⟩
m = 0, |tj+i⟩ cos θj+i|0⟩+ sin θj−i|1⟩ 2arctan

(
tani+1

(π
8

)
gtanj+1

(0.446
2

))

m = 1, |tj−i⟩ cos θj−i|0⟩+ sin θj−i|1⟩ 2arctan
( tanj+1

(0.446
2

)
tani+1

(π
8

) )

· · · · · · · · · · · ·

使用该方案实现绕 z轴或 x轴旋转π/16,
π/128, π/1024角度, 达到确定精度 ε时所需消耗

非稳定子态的数目Cnon如表 2所示, 与之前相关研
究 [18,34]中的Con和Csk相比, 发现在高精度阶段,
本文所述方案优势明显, 特别是在 ε = 10−12时, 比
文献 [18, 34]中较好的文献 [18]方案的消耗降低了
约50%.

图 5对比了用本文方案、文献 [18, 34]的方案模
拟旋转π/16角度到 ε精度所需消耗的非稳定子态

的数目. 横轴表示目标精度在 10−12 6 ε 6 10−4之

间, 纵轴表示消耗的非稳定子态数目. 可以发现文
献 [18]和本文的方案与文献 [34]方案相比, 优势明
显, 消耗非稳定子态的数目有 4个量级的减少. 而
本文方案与文献 [18]相比, 也有明显的降低 (如小

图所示), 在精度 10−10 6 ε 6 10−4范围内, 其消耗
控制在10的范围内.

表 2 模拟实现具体旋转到确定精度所消耗非稳定子态数目;
其中Cnon 为本文所述方案的消耗, Con和Csk分别

为用文献 [18]和 [34]中方案模拟所需消耗

θ 消耗 ε = 10−4 ε = 10−8 ε = 10−12

π/16

Cnon 4 6 10

Con 5.88 12.48 19.38

Csk 43.83 2646 29120

π/128

Cnon 4 8 8

Con 3.32 9.27 16.91

Csk 53.84 2870 29530

π/1024

Cnon 4 6 10

Con 3 8.37 15.23

Csk 128.1 2594 15075
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图 5 (网刊彩色)目标精度和消耗的非稳定子态数目 其

中△、•及�分别表示用本文、文献 [18]及 [34]中方案模
拟 π/16旋转到确定精度所需消耗的非稳定子态数目, 实
线为数值拟合

5 结 论

本文对量子纠错码上的Non-Clifford操作的
容错实现进行了研究, 具体方案为: 为实现任
意幺正操作的模拟, 首先构建了容错实现Rz(θ)

和Rx(θ)的量子线路, 该线路要求非稳定子态
cos θ|0⟩ + sin θ|1⟩为辅助态, 进而利用魔幻态制
备了该非稳定子态集, 并实现非稳定子态角度的
调控, 最后分析了模拟任意旋转操作所需消耗的
非稳定子态数目. 与之前的工作相比, 本方案具有
如下优点: 1) 制备非稳定子态的量子线路得到简
化, 步数减小, 且成功概率提高; 2) 使可以容错实
现的Non-Clifford操作更稠密 (达到大约 3000的扩
充); 3) 模拟任意旋转所需消耗的非稳定子态数目
减少到10的量级.
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Abstract
Based on the quantum error-correction codes and concatenation, quantum logical gates can be implemented

transversally, which is called the fault-tolerant quantum computation. Clifford gates can be directly and fault-tolerantly
performed, but they cannot reach universal quantum computation. How to implement the non-Clifford gate fault-
tolerantly is a vital technique in fault-tolerant universal quantum computation. Here the magic state is selected to help
the implementing of the non-Clifford gate transversally. Based on the non-stabilizer state cos θi|0⟩ + sin θi|1⟩, circuits
which can execute 2θi rotation around X-axis and Z-axis fault-tolerantly are proposed. Then new non-stabilizer states
in this form are developed and produced from the distilled magic state. By using these states, a number of non-Clifford
gates can be performed transversally, which makes profound implication in fault-tolerant quantum computation. We
calculate the number of the non-stabilizer states needed for simulating the desired rotation operations, which is less than
that in previous protocols.

Keywords: fault-tolerant quantum computation, non-stabilizer states, magic state, Clifford gate
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