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周期受击陀螺系统波函数的分形
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研究了周期受击陀螺系统波函数的分形. 发现在打击强度系数较弱时 (即6 1 时), 相空间是规则的, 分
形维接近于 1; 随着打击强度系数的增大, 相空间开始变得混沌, 分形维也随之增大; 当打击强度系数达到 6
时, 相空间完全混沌, 分形维将达到最大值, 此时若继续增大打击强度系数, 分形维保持基本不变.
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1 引 言

量子混沌研究的是经典混沌系统量子化后其

波函数及相关力学量的特征, 即经典混沌的量子表
现. 目前主要从以下几个方面研究了量子混沌的
表现特征: 1)能谱统计特征 [1−6]; 2)非定态波函数
的动力学演化特征 [7−10]; 3)定态波函数的形态特
征 [11−14]. 分形 [15,16]作为近年来快速发展的一种

研究非线性的新方法, 正在被广泛运用到各个研究
领域之中. 例如Harper模型的Hofstadter的蝴蝶
谱一直是临界谱统计的范例, 代表准确处在金属 -
绝缘体相变点系统的多分形谱 [17,18]. 基于Ander-
son紧束缚模型 [19], 业已发现对一个处于金属 -绝
缘体相变点或Anderson相变点的系统 [20], 它的本
征态显示出清晰的分形特征. 最近发现一类驱动
SU(2) 系统的Floquet 谱显示多分形特性的蝴蝶图
案 [21,22], 其Floquet本征态也显示分形行为 [23]. 在
其他系统如一种量子Baker映射 [24]中也发现了多

分形行为的本征态; 在外电场中里德堡Li原子的
电离动力学的研究中发现了分型结构 [25]; 在粗糙
电介质表面上电磁散射中表现出分型特征 [26]; 在
Riken介观器件粒子输运特性分析中发现了分形自
相似行为 [27]等. 量子混沌系统的波函数在相空间
的分布非常复杂,一直以来对它的性质了解得很少,
对波函数的分形结构还没有得到足够的重视和研

究. 作为量子混沌系统的第四种表现, 波函数的分
型结构、对它的描绘以及对其分形维的分析和计算

将为我们研究量子混沌系统状态及发展提供新的

思路和方法. 近年来已有人对周期受击自旋系统
的分形进行了一些研究 [28], 然而周期受击陀螺系
统 [9]作为规则运动和混沌运动共存的混合系统一

直受到人们的关注和重视. 本文将以此系统为例研
究量子混沌系统波函数的分形特征.

最近, 我们在对周期受击陀螺系统的研究中发
现, 打击强度系数λ较小时系统可积, 经典运动为
规则运动,相空间充满了环, 与此相对应的量子混
沌系统的波函数是规则的, 分形维近似为1; 随着打
击强度系数λ的增大, 经典相空间出现了分岔, 混
沌区域开始逐渐出现并扩大, 此时量子混沌系统波
函数的结构变得越来越复杂, 分形维也随之逐渐增
大; 而当打击强度系数λ到达 6.0并继续增大时, 混
沌运动充满整个相空间, 量子混沌系统的波函数的
分形维也将达到其最大值, 并在λ继续增大时基本

保持不变.

2 系统经典动力学

周期受击陀螺的哈密顿量可表示为

H = αjx + λ
j2z
2j

∞∑
n=−∞

δ(τ − n), (1)
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这里α, λ为常数; jx, jz分别为角动量的x及 z分量,
j为总角动量. 一步时间演化算符为

F = e−iλj2z/2j e−iαjx , j2 = j(j + 1)

j = 1/2, 1, 3/2, 2, · · · . (2)

设 τ = n时刻的角动量为 jn, 那么 τ = n + 1时刻

的角动量为

jn+1 = F+jnF

= e iαjx e iλj2z/2jjn e−iλj2z/2j e−iαjx . (3)

在 j → ∞的极限下,得到系统的经典运动方
程为 [29]

Xn+1 = X̃ cosλZ̃ − Ỹ sinλZ̃, (4)
Yn+1 = X̃ sinλZ̃ + Ỹ cosλZ̃, (5)
Zn+1 = Z̃, (6)

其中

X̃ = Xn, (7)
Ỹ = Yn cosα− Zn sinα, (8)
Z̃ = Yn sinα+ Zn cosα, (9)

X, Y, Z分别为r = j/j的三个分量, 取半径为 1
的球面坐标 (θ, ϕ), 则有

X = sin θ cosϕ,
Y = sin θ sinϕ,

Z = cos θ.

图 1显示出单位球面上几种不同打击强度系

数λ下经典相空间的运动, α = 2.0. 当 0 6 λ 6 1

时, 经典运动主要为围绕固定点 (θ, ϕ) = (π/2, 0)

和 (θ, ϕ) = (π/2,π)的规则运动, 相空间充满了
环, 如图 1 (a), (b) 所示; 当 1 < λ 6 2 时, 固定
点 (θ, ϕ) = (π/2,π) 经历了干草叉分岔 (pitch fork
bifurcation), 固定点由稳定变为不稳定, 同时两个
新的稳定固定点出现, 伴随着混沌, 如图 1 (c)所示;
当 2 < λ 6 3时, 围绕固定点 (θ, ϕ) = (π/2, 0)的稳

定区域及新产生的规则区域在逐渐减小, 伴随着混
沌及规则岛链, 如图 1 (d)所示; 当3 < λ 6 4时, 固
定点 (θ, ϕ) = (π/2, 0)经历了干草叉分岔, 变为不
稳定, 同时产生了两个稳定固定点及稳定区域, 当
λ = 4时, 稳定区域已变得很小; 当λ > 6 时, 混
沌充满相空间, 如图 1 (f)所示. 综上, 周期受击陀
螺系统随打击强度系数λ的变化经历了从可积的

λ 6 1到完全混沌的λ > 6的非线性动力学过程,
1 < λ < 6为过渡区域,相空间中规则与混沌运动
共存.

3 系统的量子动力学

在 j2, jz的共同本征态 |jm⟩下, 算符F的矩

阵元

⟨jm|F |jm′⟩

=

j∑
mx=−j

e−i(λm2/2j+αmx)⟨jm|jmx⟩

× ⟨jmx|jm′⟩, (10)

其中 |jmx⟩为 j2, jx的共同本征态, 即 jx|jmx⟩ =

mx|jmx⟩. 在 j2, jz共同本征态表象下求 jx的矩阵

元得

⟨jm|jx|jm′⟩ = 1

2
⟨jm|j+ + j−|jm′⟩

=
1

2

(√
(j −m′)(j +m′ + 1)δm,m′+1

+
√
(j +m′)(j −m′ + 1)δm,m′−1

)
. (11)

通过矩阵对角化可求得本征值mx和本征态 |jmx⟩,
代入F的矩阵元公式中, 通过矩阵对角化可以求得
F的本征值和本征向量. 设置参数α = 2.0, 并选取
相干态 |θ, ϕ⟩, θ, ϕ的取值可以决定相干态在相空间
的位置. 下面计算 pµ(θ, ϕ) = |⟨µ|θ, ϕ⟩|2, 即F的本

征态 |µ⟩在相干态上投影的概率密度函数

pµ(θ, ϕ) = Cµ · C∗
µ, (12)

这里

Cµ = ⟨µ|θ, ϕ⟩ =
j∑

m=−j

⟨µ|jm⟩⟨jm|θ, ϕ, ⟩, (13)

⟨jm|θ, ϕ⟩ = (1 + γγ∗)−jγj−m

√√√√√
 2j

j −m

, (14)

γ = e iϕ tan(θ/2), (15)

其中 ⟨µ|jm⟩是F 的本征态在以角动量本征态为

基矢的展开系数. 图 2 (a)—(d)分别给出了当
j = 35, α = 2.0, µ = 25, λ = 0.2, 1.0, 3.0, 6.0
时, pµ(θ, ϕ)的相空间的分布情况. 图 2 (a)和 (d)分
别对应经典的Kolmogorov-Arnold-Moser (KAM)
环, 和全局混沌时相空间的概率密度分布情况, 而
图 2 (b)和 2(c)则对应KAM环和混沌运动共存时
相空间的概率密度分布情况.

220507-2

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 22 (2014) 220507

0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0 0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0

0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0 0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0

0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0 0

0

-2

-1

1

2

3

4

5

0.5 1.0 1.5 2.0

θ

φ

2.5 3.0

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

图 1 几种不同打击强度系数下经典相空间的结构 (α = 2.0) (a) λ = 0.2; (b) λ = 1.0; (c)λ = 2.0; (d) λ = 3.0;
(e) λ = 4.0; (f) λ = 6.0

图 3所示为图 2 (d)的等高线图. 图 3有六条等

高线,从图中可以看到它的卷须和涡状结构, 它与
分形的几何研究对象很相似. 因此我们猜测此系统
的波函数将表现出分形性质.

为了验证我们的想法, 我们进一步计算了
图 3的分形维. 为了量化图 3的分形性质, 首先
将其转化为二维二进制相位图, 图 4给出了 pµ的

二维二进制相位图. 做图的具体步骤如下: 首
先把相空间分成 ε × ε的网格, 其中最小网格的
边长 ε0 要求小网格的面积能容一个量子态, 即

ε20 = O(1/(2j + 1))或 ε0 = O(1/
√
2j + 1), 这里

2j + 1为角动量为 j的希尔伯特空间的维数, O 表
示同量级. 对 j = 30, · · · , 70的范围, 取 ε0 = π/32.
然后计算在每个网格上的平均概率密度∫

(θ,ϕ⊂A(ε))

pµ(θ, ϕ)dΩ/

∫
(θ,ϕ⊂A(ε))

dΩ

≡ (pµ)ε, (16)

其中 dΩ = sin θdθdϕ为面元A(ε)所张的立体角.
当 (pµ)ε > 0.02时, 规定此网格A(ε) = +1, 在图中
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图 2 系统参数 j = 35, α = 2.0及不同打击强度系数系统的本征态 µ = 25的概率密度分布 (a) λ = 0.02;
(b) λ = 1.0; (c) λ = 3.0; (d) λ = 6.0
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图 3 图 2 (d)的 6条等高线图

用黑色正方形表示; 而当 (pµ)ε < 0.02时, 规定
A(ε) = −1, 在图中用白色表示. 通过图 4可得

到没有两两相重合的边长数L1, 进一步改变 ε的

大小, 使之变为 2ε0, 4ε0, 8ε0则可同样得到不同尺

度下的边长数L2, L3, L4. ε与L的关系如图 5

所示.
接下来将统计在不同尺度下的的边长数L, 即

没有两两相重合的边长个数, 并给出他们的对数关
系,如图 5 所示. 图中分别给出了图 2 (a)和图 2 (d)
的边长数和尺度的对数关系.
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图 4 依赖于标度的二进制图案 (pµ)ε (a) ε = π/32; (b) ε = π/16; (c) ε = π/8
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最后通过分形维Df的计算公式:

Df = −d lnL/d ln ε (17)

算出此系统的分形维. 用这样的方法分别算出λ不

同取值时Df的取值情况,如图 6所示. 在图 6 (a)中
选取 j = 35, 并给出了m从−35—35的所有本征态
的分形维; 在图 6 (b)中对上述本征态的分形维的
值求平均, 得到了不同打击强度系数下系统的平均
分形维.

4
1 2 3 4

5

6

7

8

9

10

lo
g
2
L

log2(ε/ε0)

图 5 对数标度下没有两两相重合的边长个数L的 ε依

赖 三角形属于图 2 (a), 实心圆属于图 2 (d)
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图 6 不同打击强度系数 λ 系统的分形维及平均分形维

(a)系统各本征态的分形维分布; (b)系统的平均分形维

从图 6中可以看到λ 6 1系统为可积系统, 波
函数在相空间规则分布, 分形维基本不变, 近似为

1; 在打击强度系数λ增大的过程中, 由于相空间混
沌区域逐渐扩大, 分形维也随之增大, 当λ > 6时,
相空间已充满混沌, 分形维将达到它的最大值 1.5,
并在加大打击强度时基本保持不变.

4 饱和分形维与总角动量的关系

当打击强度系数λ > 6时, 给定角动量的分形
维达到一个最大值 (如Df = 1.5, j = 35), 并在继
续增大λ时保持不变, 称为给定角动量的饱和分形
维. 对角动量 j = 35, 40, 45, 50, 55, 60等, 我们计
算了它们的饱和分形维, 其结果示于图 7 . 可以看
出, 随角动量或空间维度的增加, 饱和分形维也在
增加, 但以递减的速率变化. 我们期待在经典极限
(j → ∞) 下, 饱和分形维将达到一稳定值, 不随 j

的值变化.

j

D
f

1.0
35 40 45 50 55 60

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

图 7 饱和分形维与总角动量的关系

5 结 论

本文研究了周期受击陀螺系统波函数的分形

结构, 揭示了混沌系统波函数的空间分布与分形的
深刻联系, 通过波函数的二维二进制相位图, 得到
它的边长数的分形维Df, 从Df 的分布规律中我们

了解到随着打击强度系数λ变化, 分形维Df 经历

了在弱打击强度系数λ 6 1 下的Df ≈ 1.0到强打

击强度系数λ > 6下的Df ≈ 1.5的过渡, 这与系统
从KAM环到全局混沌过渡的非线性动力学过程完
全相同, 这是经典与量子对应的又一种方式.
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Abstract
In this paper we study the fractal dimensions of wave function for the periodically kicked free top. We find that

when kicking strength coefficient is less than or equal to 1 (6 1), the motion in classical phase space is regular, the
fractal dimension is about 1, and as kicking strength increases, the motion in classical phase space becomes chaotic and
the fractal dimension also increases. And we also find that when kicking strength is greater than or equal to 6 (> 6), the
phase space becomes completely chaotic, the fractal dimension reaches its maximum value 1.5 and will keep this value.
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