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Voigt线形函数二阶导数研究∗
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在强展宽条件下, 光谱信号二阶导数相互的交叠影响较小, 是一种潜在的反演光谱信息的手段. 本文研
究了光谱Voigt线形函数的二阶导数, 得出了其二阶导数全域积分为 0的性质, 计算了二阶导数最小值与偶数
高阶导数最大值和最小值的解析结果, 并通过数值计算与曲线拟合得出了其极大值位置与零点位置的比例与
洛仑兹 -多普勒半宽比的关系, 为强展宽下由光谱二阶导数准确反演光谱信息提供了理论基础.
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1 引 言

由于受到自身热运动、粒子间相互碰撞等因素

的影响, 分子或原子的吸收发射光谱都有不同程度
的展宽, 也对应着不同的光谱线形. 通常考虑最多
的展宽机制是粒子间碰撞引起的压力展宽 (对应洛
仑兹线形 gL)与粒子自身热运动引起的多普勒展宽
(对应高斯线形 gD). 这两种机制的综合光谱线形可
以用洛仑兹线形函数与高斯线形函数的卷积形式

表达, 也就是著名的Voigt线形函数 [1]. 对于光谱
线形的研究,在吸收光谱领域特别是利用可调谐二
极管激光吸收光谱技术反演环境物性参数方面有

着重要的应用价值 [2−5]. 在强展宽条件下, 光谱相
互之间的交叠非常严重, 很难解析出单个谱线的准
确线形信息, 而光谱的二阶导数的相互交叠就相对
轻微. Voigt线形函数二阶导数性质的研究为强展
宽下准确反演光谱信息提供了理论基础.

自从Voigt线形函数提出以来, 有大量的关于
其函数特性 [6]以及数值计算方法的研究 [7−9]. 关
注的热点主要在如何快速、准确地用数值计算已知

展宽的Voigt线形. 但对于二阶导数光谱的研究较
少, 多应用于傅里叶变换光谱中吸收峰位置的精确
定位 [10]; 对Voigt线形函数导数性质的研究更为少
见 [11]. 本文讨论了Voigt线形函数二阶导数的积分
性质与最小值, 以及其偶数阶导数的最大值和最小
值, 并对其二阶导数极值点、零点位置关系进行分
析, 以期为强展宽条件下准确反演光谱线形信息提
供理论基础. 本文中Voigt 线形的数值结果均采用
文献 [8]中的方法计算获得.

2 光谱线形函数及其二阶导数的定义
与基本性质

2.1 光谱线形函数二阶导数

由压力展宽或自然展宽导致的线性函数为洛

仑兹线形函数 gL,

gL(ν − ν0) =
1

π

αL
(ν − ν0)2 + α2

L
, (1)
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其中 ν0, αL分别中心频率与洛仑兹半宽. 它的二阶
导数为

∂2gL
∂ν2

=
2αL
π

3(ν − ν0)
2 − α2

L
((ν − ν0)2 + α2

L)
3
. (2)

由多普勒展宽导致的线性函数为高斯线形函数 gD,

gD(ν − ν0) =

√
ln 2

π

1

αD
e
−
(

ln 2

α2
D
(ν−ν0)

2
)
, (3)

其中αD为多普勒半宽. 它的二阶导数为

∂2gD
∂ν2

=

√
ln 2

π

2 ln 2

α3
D

(
2 ln 2

α2
D

(ν − ν0)
2 − 1

)
× e

−
(

ln 2

α2
D
(ν−ν0)

2
)
. (4)

两者综合效果的表达形式Voigt线形函数 gV是两

种线形函数的卷积,

gV(ν − ν0)

= gL ⊗ gD =

∫ +∞

−∞
gL(ν − ν0 − ν′)gD(ν

′)dν′

=

√
ln 2

π

1

αD

(
µ

π

∫ +∞

−∞

e−t2

(ξ − t)2 + µ2
dt
)
, (5)

其中, 归一化波长 ξ =
√

ln 2
ν − ν0
αD

, 洛仑兹 -多普

勒半宽比µ =
√

ln 2
αL
αD

.
为了方便起见, 令K(ξ, µ)为

K(ξ, µ) =
µ

π

∫ +∞

−∞

e−t2

(ξ − t)2 + µ2
dt, (6)

则,

gV(ν − ν0) =

√
ln 2

π

1

αD
K(ξ, µ). (7)

K(ξ, µ)还有另一种表达形式:

K(ξ, µ)

=
1

π

∫ +∞

−∞

µ

(ξ − t)2 + µ2
e−t2 dt

=
1

π

∫ +∞

−∞

∫ ∞

0

e−µq cos(qξ − qt)dq e−t2 dt

=
1√
π

∫ ∞

0

cos(ξq) e−q2/4−µqdq. (8)

Voigt线形函数的二阶导数可表达为

∂2gV
∂ν2

=

√
ln 2

π

1

αD

∂2K

∂ν2

=

√
ln 2

π

1

αD

(
∂2K

∂ξ2

(
∂ξ

∂ν

)2

+
∂K

∂ξ

∂2ξ

∂ν2

)

=

√
ln 2

π

ln 2

α3
D

×
(
µ

π

∫ +∞

−∞

6(ξ − t)2 − 2µ2

((ξ − t)2 + µ2)3
e−t2 dt

)
=

√
ln 2

π

ln 2

α3
D

(
− 1√

π

∫ ∞

0

t2

× cos(ξt) e−t2/4−µtdt
)
. (9)

2.2 Voigt线形函数与其二阶导数的全宽

Voigt线形函数的二阶导数有更窄的全宽范围.
洛仑兹 -多普勒半宽比µ为 1时, 归一化波长 ξ

与以最大或最小值绝对值归一化的线形函数及其

二阶导数的关系如图 1所示. 线形函数与其二阶
导数的归一化波长十分之一全宽 (幅值大于最值绝
对值的10% 的范围)较为接近, 分别为 7.38与6.56.
而归一化波长百分之一全宽 (幅值大于最值绝对值
的 1% 的范围)两者相差就非常明显, 线形函数的
百分之一全宽 (23.04)约为其二阶导数百分之一全
宽 (11.64)的两倍.
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图 1 洛仑兹 -多普勒半宽比 µ为 1时, Voigt线形函数及
其二阶导数

图 2所示的是Voigt线形函数与其二阶导数洛
仑兹 -多普勒半宽比µ与归一化波长百分之一全宽

间的关系. 可以看出随着µ的增加, 线形函数与其
二阶导数百分之一全宽的差距愈加明显, 线形函数
的百分之一全宽约为其二阶导数的 2.5倍. 而压力
越大洛仑兹半宽越大, 对应的µ也越大. 所以在强
展宽条件下光谱二阶导数相互之间的交叠会远小

于直接光谱的相互交叠, 光谱二阶导数更易反演出
相应的光谱信息.
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图 2 Voigt线形函数及其二阶导数百分之一全宽与洛仑
兹 -多普勒半宽比 µ的关系

3 Voigt线形函数二阶导数的积分性
质与最小值

3.1 Voigt线形函数二阶导数的积分性质

众所周知Voigt线形函数的全域积分为 1(∫ +∞

−∞
gV dν = 1

)
. 与之类似, 其二阶导数也

具有全域积分的定值性质,∫ +∞

−∞

∂2gV
∂ν2

dν

=

∫ +∞

−∞

√
ln 2

π

ln 2

α3
D

µ

π

×
∫ +∞

−∞

6(ξ − t)2 − 2µ2

((ξ − t)2 + µ2)3
e−t2 dtdν

=
µ

π
√
π

ln 2

α2
D

×
∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

6(ξ − t)2 − 2µ2

((ξ − t)2 + µ2)3
dξ e−t2 dt

=
2µ

π
√
π

ln 2

α2
D

×
∫ +∞

−∞

∫ ∞

0

6(ξ − t)2 − 2µ2

((ξ − t)2 + µ2)3
dξ e−t2 dt

=
2µ

π
√
π

ln 2

α2
D

∫ +∞

−∞
0 · e−t2 dt = 0, (10)

它的全域积分为 0. 而由于它是偶函数, 其半域积
分同样为0,∫ +∞

0

∂2gV
∂ν2

dν =
1

2

∫ +∞

−∞

∂2gV
∂ν2

dν = 0. (11)

3.2 Voigt线形函数二阶导数的最小值

由 (6)式可以方便地计算出Voigt线形的最大
值 gV,max.

gV,max =

√
ln 2

π

1

αD
K(0, µ)

=

√
ln 2

π

1

αD

1√
π

∫ ∞

0

e−t2/4−µtdt

=

√
ln 2

π

1

αD
eµ

2

erfc(µ), (12)

其中 erfc(x) = 2√
π

∫ +∞

x

e−t2 dt 为补误差函数.

如图 1所示, 很明显Voigt线形最大值的位置
是其二阶导数最小值 g′′V,min 的位置, 同样可以通过
(7)式求出其二阶导数 g′′V,min的最小值.

g′′V,min =
∂2gV
∂ν2

(ν0)

=

√
ln 2

π

ln 2

α3
D
K ′′

ξ (0, µ)

=−
√

ln 2

π

ln 2

α3
D

1√
π

∫ ∞

0

t2 e−t2/4−µtdt

=
2 ln 2

√
ln 2

πα3
D

× (2µ−
√
π(2µ2 + 1) eµ

2

erfc(µ)). (13)

为了验证解析结果的正确性, 分别用解析方法
与数值计算的方法求取Voigt线形函数的最大值以
及其二阶导数的最小值, 其中数值计算的方法是先
计算出Voigt线形再通过二阶中心差分计算其二阶
导数 (Voigt函数二阶导数的最小值恒为负值, 为了
方便与Voigt函数最大值比较, 取绝对值结果).

如图 3所示, 随着洛仑兹半宽与多普勒半宽的
增加, 无论是Voigt函数最大值还是其二阶导数最
小值的绝对值, 都相应地减小, 而且可以看出Voigt
函数二阶导数最小值的变化比其函数最大值的变

化剧烈得多. 解析结果与数值计算的结果都符合得
非常好. 从函数最大值两者的符合可以验证数值计
算方法的准确性, 而从其二阶导数最小值的符合可
以验证解析结果的正确性.

3.3 Voigt线形函数偶数阶导数的最大和
最小值

依据Voigt函数的三角函数表达形式, 其对波
长 ν的n阶导数可表达为
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∂ngV
∂νn

=
(ln 2)(n+1)/2

παn+1
D

∫ ∞

0

∂n cos ξt
∂ξn

e−t2/4−µtdt

=


(−1)(n+1)/2 (ln 2)(n+1)/2

παn+1
D

∫ ∞

0

tn sin(ξt) e−t2/4−µtdt n为奇数

(−1)n/2
(ln 2)(n+1)/2

παn+1
D

∫ ∞

0

tn cos(ξt) e−t2/4−µtdt n为偶数

, (14)

可以看出, 其奇数阶导数为奇函数, 中心波长位
置为 0；其偶数阶导数为偶函数, 中心波长位置为
最值.
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图 3 不同多普勒半宽αD 条件下Voigt线形函数最大值
(a)及其二阶导数最小值的绝对值; (b)随洛仑兹半宽αL

的变化, 图中实线为解析计算结果, 实心矩形为数值计算
结果

依据梅林变化公式 [12]∫ ∞

0

tn cos(ξt) e−t2/4−µtdt

= 2(n+1)/2Γ(n+ 1) eµ
2/2D−(n+1)(

√
2µ), (15)

其中Γ(x), Dp(x)分别为伽马函数与抛物柱面函数.
所以Voigt函数的偶数阶 (2m 阶)导数最大值或最
小值 g

(2m)
V,max / min为

g
(2m)
V,max /min = (−2 ln 2)m

√
2 ln 2

πα2m+1
D

Γ(2m+ 1)

× eµ
2/2D−(2m+1)(

√
2µ)

= (−2 ln 2)m
√
2 ln 2(2m)!

πα2m+1
D

× eµ
2/2D−(2m+1)(

√
2µ). (16)

由上式通过对Dp(x)查表可方便地计算Voigt
函数各偶数阶导数的最大或最小值.

gV max = (−2 ln 2)0
√
2 ln 20!

παD

× eµ
2/2D−1(

√
2µ)

=

√
ln 2

π

1

αD
eµ

2

erfc(µ), (17)

g′′V,min = (−2 ln 2)

√
2 ln 22!

πα3
D

eµ
2/2D−3(

√
2µ)

= (2 ln 2)

√
ln 2

πα3
D
(2µ−

√
π eµ

2

× (2µ2 + 1)erfc(µ)), (18)

g
(4)
V,max = (−2 ln 2)2

√
2 ln 24!

πα5
D

eµ
2/2D−5(

√
2µ)

= 4(ln 2)2
√

ln 2

πα5
D
(−2µ(2µ2 + 5)

+
√
π eµ

2

(4µ4 + 12µ2 + 3)erfc(µ)).
(19)

4 Voigt线形函数二阶导数的极大值
点与零点位置

在实际光谱测量过程中, 即使是光谱信号的二
阶导数, 也往往包含一定的直流背景. 如果不能去
除这个直流背景, 光谱信号二阶导数的峰值也只是
相对结果. 在强展宽环境下 (高温、高压), 光谱的采
样范围与临近光谱的干扰限制了利用无限远位置

确定直流背景的方法. 而无论是洛仑兹、高斯线形
还是Voigt线形的二阶导数均存在两个对称的极大
值点以及两个对称的零点. 在实际测量中, 可以通
过去除零点位置的直流背景获得峰值的绝对结果.

可以方便地求得洛仑兹线形函数二阶导数的
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极大值点为 ν0 ± αL, 零点为 ν0 ±
√
3αL/3, 相对于

中心波长的极大值点位置是零点位置的
√
3 倍; 高

斯线形的极大值点为 ν0 ±
√
3αL/

√
2 ln 2, 零点为

ν0 ± αL/
√
2 ln 2, 极大值位置同样是零点位置的

√
3倍.
而Voigt线形函数没有初等函数的表达形式,

很难通过求解积分方程的方式获得解析的极大值

点与零点位置, 只能用数值计算的方法获得极大
值点与零点的位置. 图 4所示为数值计算得到的

极大值点与零点距中心波长距离的比值云图. 可
以看出, 比值与多普勒半宽αD、洛仑兹半宽αL的

具体值无关, 仅与两者的比例有关, 最小值出现在
αL/αD 为1.8左右, 在比值趋近于0 (高斯展宽占主
导)与趋近于∞ (洛仑兹展宽占主导)时均趋于最
大值

√
3.
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图 4 不同多普勒半宽αD 与洛仑兹半宽αL条件下模拟

得到的极大值点与零点距中心波长距离的比值云图

所以, 极大值点与零点距中心波长距离比是洛
仑兹 -多普勒半宽比µ的函数. 在µ值过大或过小

时, 数值计算Voigt函数远离中心波长位置的值会
有一定的误差, 再差分求二阶导数会使误差进一步
放大, 所以出现如图 5 (a)所示的波动. 由于通常在
高斯展宽与洛仑兹展宽效应可比拟的情况下使用

Voigt线形, 所以仅使用µ从0.1至10之间变化数值
计算得到的距离比R来拟合关系曲线, 以得到在该
范围内的精确拟合结果 (如图 5 (b)所示),

R =
1.739µ2 − 1.18µ+ 4.635

µ2 − 0.6202µ+ 2.679

(µ = 0.1− 10). (20)

最小值出现在µ = 1.4685位置 (即αL/αD =

1.7638位置), 等于1.6935.
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图 5 数值计算得到的极大值点 -零点与中心波长距离比
与洛仑兹 -多普勒半宽比的关系 (a)以及 µ在 0.1至 10范
围内相应的拟合结果 (b)

5 结 论

本文研究了Voigt线形函数二阶导数的一些特
殊的性质. 推导了其二阶导数全域积分为0的性质,
并在Voigt线形函数三角函数积分表达式的基础上
计算了其函数最大值与二阶导数最小值以及偶数

高阶导数最值的解析结果; 通过数值计算拟合了其
二阶导数极大值点与零点相对于中心波长的位置

的比例与洛仑兹 -多普勒半宽比的关系. 这些结论
为在强展宽条件下光谱信息反演提供了理论基础.

感谢华中科技大学程孟凡博士的热情帮助.
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Abstract
In high-temperature high-pressure environment, the measurement precisions of tunable diode laser absorption spec-

troscopy and other laser spectrum technologies are influenced by spectral overlap because of Doppler and Lorentz
broadenings. One of the potential methods to improve precision is to use the second derivative spectral signal, which has
less overlap. This paper deals with the second derivative of Voigt function. The integration of its second derivative from
negative to positive infinity is proved to be zero. And the analytical results of its second derivative minimum and the
maxima or minima of its even-order derivatives are obtained. It is also shown that there is the relationship between the
ratio of second derivative maximum point location to zero point location and the ratio of Lorentz half-width to Doppler
half-width. These results provide the basis for inversing precision information from second derivative spectral signal.
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