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气体放电系统中多臂螺旋波的数值分析∗
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采用Purwins的三变量模型, 在二维空间对气体放电系统中多臂螺旋波的形成和转化进行了数值研究.
通过分析方程参数对系统空间的影响, 确定了系统获得稳定螺旋波的参数空间; 得到了斑图由简单静态六边
形到螺旋波的演化过程, 分析了螺旋波的形成机制和时空特性; 进一步获得六种不同臂数的多臂螺旋波斑图
(例如: 双臂、三臂、四臂、五臂、六臂和七臂螺旋波). 结果表明: 螺旋波斑图出现在图灵 -霍普夫 (Turing-Hopf)
空间, 是Turing模和Hopf模相互竞争、相互作用的结果; 不同臂数的螺旋波波头均在持续地旋转运动, 其运
动速度随螺旋波臂数的增加而增大; 随着螺旋波臂数的增加, 其波头的运动形式愈加复杂; 由于受微扰及边界
条件的影响, 多臂螺旋波可以向臂数少一的螺旋波发生转变, 数值模拟结果与实验结果符合较好.

关键词: 螺旋波, 数值模拟, 气体放电
PACS: 82.40.Ck, 05.65.+b, 52.80.Tn DOI: 10.7498/aps.63.228201

1 引 言

时空斑图是一种在延展系统中自组织形成的

时空有序结构, 其中螺旋波斑图是自然界中最常见
和最基本的一种时空结构, 它广泛地存在于自然界
和各实验系统中. 从太空星云中的螺旋星系, 到液
晶中的伊辛 -布洛赫相变; 从反应扩散中的化学波,
到黏性霉菌的自组织; 从心脏中的电信号, 到卵细
胞中钙离子波, 都可以观察到螺旋波的踪迹 [1−6].
大量的理论和实验研究表明: 螺旋波的动力学行为
存在着跨系统的普适性规律, 深入研究和掌握这些
规律对揭示生命的奥秘和解释自然界诸多现象都

具有极其重要的意义.
螺旋波按臂数不同可分为单臂螺旋波和多臂

螺旋波. 目前, 人们对单臂螺旋波的性质及其动力
学行为已经有了较为详细的研究, 并且系统地研究
了螺旋波的破缺机制和控制方法 [7−13]. 然而, 多臂
螺旋波的动力学行为及形成机制与单臂螺旋波相

比具有很大的区别. 人们对多臂螺旋波的认识还非
常有限: 例如, Hagan[14] 于1982年指出, 在金兹堡
朗道方程中只有单臂螺旋波是稳定的, 多臂螺旋波
总是不稳定的; 直至 1996年稳定的多臂螺旋波才
由Plapp和Bodenschatz[15]在瑞利 -贝纳德系统中
首次获得. 近年来, 由于多臂螺旋波在二维的心肌
组织中被发现 [16], 并且研究表明多臂螺旋波的形
成与再入性心动过速密切相关, 其潜在的生物学价
值引起国内外学者的极大关注 [17−19]. 2009年, 文
献 [17]报道了多臂螺旋波在外加电场中的稳定性
问题; Hu等 [18]研究了规则神经元网格中的多臂螺

旋波的选择机制, 结果表明, 螺旋波的臂数依赖与
外加应力流的空间分布和神经元网格可激发性的

差异; He 等 [19]理论研究了多臂螺旋波之间的相互

作用, 得到了非常有意义的结果. 但是由于稳定的
多臂螺旋波很难在实验系统获得, 人们对于多臂螺
旋波的研究多集中于有外加场的条件下, 比如外加
电场、外加应力流场等. 据我们所知, 对无外场系统
多臂螺旋波的自由选择和演化研究较少.
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气体放电系统是研究时空斑图的理想实验系

统, 能在高级分叉点附近研究多种复杂时空斑图的
形成与演化 [20−25]. 德国的Purwins小组 [22]在直

流驱动气体放电中得到了单臂螺旋波; 通过创建
新型液体电极放电装置, 河北大学研究小组在交
流气体放电中观察到了多种新型的复杂螺旋波斑

图 [23−25], 并对其表现出的动力学行为进行了详细
的研究, 实验发现: 螺旋波斑图的基本构成单元为
放电丝, 而且同一电压下, 不同臂数的螺旋波斑图
之间可以相互转化. 为了深入理解多臂螺旋波的
性质, 本文采用三变量的Purwins模型, 对气体放
电系统中的多臂螺旋波的形成与转化过程进行了

数值研究, 数值模拟与实验结果符合较好. 该结果
对于深入理解及控制螺旋波斑图具有一定的参考

意义.

2 Purwins 的三变量模型

2.1 螺旋波斑图放电特性及Purwins 模型

目前, 气体放电实验中斑图的形成与演化的控
制主要是通过调节外加驱动电压来实现, 外加驱动
电压不同, 则气体击穿后的电流特性不同, 导致系
统出现的斑图种类和演化机制均不相同. 因此, 斑
图的电压和电流特性非常重要. 图 1给出了螺旋波

斑图的电压和电流的特征曲线. 观察发现: 对于
螺旋波斑图, 电压每半个周期只有一个脉冲, 其脉
冲宽度约为 200 ns, 几乎等同于氩气中单个放电丝
的放电寿命, 每个放电丝大约包含 1021个带电粒
子; 进一步的研究发现, 交流气体放电之所以能形
成包含多臂螺旋波在内的种类丰富的时空斑图, 壁
电荷与放电丝的相互作用是重要因素之一 [26]. 从
图 2电极结构和壁电荷示意图可得到极板间电压

和电流与壁电荷的关系式如下:

Vd(r, t) =

∫ d

0

Ed(r, t) · dl,

其中

Ed = E1 − E2,

id(r, t) = i1(r, t) + i2(r, t),

i1(r, t) = e(jP (r, t)− je(r, t)),

i2(r, t) =
∂q

∂t
= Sε

∂E2

∂t

(式中Vd为极板间隙电压, Ed为极板间电场, id为
极板间电流, i1为放电电流, i2为壁电荷位移电流).
从表达式可以看出, 壁电荷 q与间隙电压Vd、放电

电流 i1 及内建电场E2有着密切的关系. Purwins
等发现: 在双变量反应扩散系统, 只有单个脉冲是
稳定的, 第二个脉冲出现后, 首先出现的脉冲很快
衰退, 至少两个脉冲之间没有相互作用, 因此利用
双变量的反应扩散模型只得到了条纹和六边形两

种静态结构斑图 [27]; 在考虑极板上沉积的壁电荷
对放电丝的影响后, 他们于 1997年提出一个三变
量的反应扩散模型, 成功地解决了系统出现双脉冲
的稳定性问题, 并通过双脉冲的相互作用得到了一
种动态斑图 (时空斑图)—–运动六边形 [28].
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图 1 介质阻挡放电中螺旋波斑图的电压和电流特性
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图 2 电极结构与壁电荷的作用示意图

本文采用Purwins等 [28]提出的三变量的反应

扩散模型, 其无量纲的形式如下:

Ut = Du∇2U + λU − U3 − V

− κ3W + κ1, (1a)

τVt =Dv∇2V + U − V, (1b)

θWt = Dw∇2W + U −W, (1c)

其中, U为放电电流, 作为活化子; V 表示放电间隙
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的电压降, 作为一个禁阻子; W 表示壁电荷对放电

电流的阻碍作用, 作为第二个禁阻子, 来近似地模
拟气体放电中的螺旋波斑图; Du, Dv, Dw分别表

示三个变量的扩散系数; τ和 θ分别表示U与W的

时间尺度; λ为无量纲参数, 反映实验电路中极板
内外电阻关系; κ1为具有电流的量纲, 反映禁阻子
间隙电压降对放电电流的影响; κ3反映壁电荷对

放电电流的影响, 三者决定了系统的零线图和色散
关系.

2.2 线性稳定性分析

根据线性稳定性分析可以得到系统的分岔

类型, 并以此得到系统可能选择的斑图类型. 系
统如果经历Turing分岔, 则得到时间上静止、空
间上呈周期性分布的Turing斑图; 如果系统经
历Hopf分岔, 系统形成空间上均匀、时间上周期
性振荡的整体振荡模式; 而当系统经历短波分
岔时, 就会产生时间上和空间上都具有周期性
的驻波斑图. Purwins三变量系统的均匀定态解
(U, V,W ) = (U0, V0,W0), 满足 f(U0, V0,W0) = 0,
g(U0, V0,W0) = 0和h(U0, V0,W0) = 0, 对此定

态解做一个微扰, 令U = U0 + u, V = V0 + v,
W = W0 + ω, 代入上述方程可得线性微扰方程:

ut

vt

wt

 = J


u

v

w

+D


u

v

w

 ,

其中雅克比矩阵为

J =


−3U2

0 + λ −1 −κ3

1/τ −1/τ 0

1/θ 0 −1/θ

 ,

扩散系数矩阵为

D =


Du 0 0

0 Dv/τ 0

0 0 Dw/θ

 .

将此微扰在傅里叶空间展开, 令
u

v

w

 =
∑
k


c1k

c2k

c3k

 exp(λkt+ ikx),

代入微扰方程,得到特征方程:

λk


c1k

c2k

c3k

 =


−3U2

0 + λ− k2Du −1 −κ3

1/τ −1/τ − k2Dv/τ 0

1/θ 0 −1/θ − k2Dw/θ



c1k

c2k

c3k

 .

解此特征方程可以得到色散关系:

λ3
k − Tλ2

k + Fλk −H = 0,

这是一个一元三次方程, 采用数值代入的方法可得
到其色散关系. 选定参数:

Du = 0.001, Dv = 0.0048,

Dw = 0.064, a = 1.65, b = 2,

κ3 = 3, f = 48, g = 1,

得到均匀定态解 (0.4534, 0.4534, 0.4534), 系统相
应的零线图和色散关系曲线如图 3所示 (横坐标为
波数 k, 纵坐标为本征值的实部). 由零线图 3 (a)
可知: 通过改变κ3, 可以改变方程定态解的位置,
从而改变系统空间性质与分岔类型; 从色散关系
图 3 (b)中可以看出, 在本工作选定的参数下, 系统
同时经历了Hopf分岔和Turing 分岔, 因此得到的

斑图应该是时间上振荡、空间上呈周期性分布的

斑图.

3 数值模拟结果

3.1 单臂螺旋波的形成

数值模拟实验中, 将二维系统分成 100 × 100

个网格点, 空间步长∆x = ∆y = 0.03, 时间步长
∆t = 0.01, 设定初始条件为均匀定态解外加一个
随机微扰, 边界条件设为非开流边界条件, 为了与
前面分析一致, 系统参数保持不变. 从图 3 (b)中的
色散关系可以看出, 系统的Turing模的增长速度要
大于Hopf模的增长速度. 图 4给出了系统的时空

演化以及单臂螺旋波的形成过程. 在初始阶段, 由
于Turing模的增长速度比较快, 所以系统首先呈现
出时间上几乎不变, 而空间上呈周期性分布的静态
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斑图—–类六边形斑图. 随着时间的推移, Hopf模
逐渐变得显著起来, 表现为系统的静态结构看似移
动, 由原来的类六边形转变为运动的条纹斑图. 由
于Turing模和Hopf 模之间的竞争和相互作用, 造
成系统斑图失稳, 从而使运动的条纹斑图不断自
行变化, 最后自组织成为一个稳定的单臂螺旋波斑
图, 如图 4 (a1)—(d1)所示. 图 4 (a2)—(d2)为气体
放电实验中观察到的六边形到单臂螺旋波的演化

过程. 通过仔细比较两组图片, 可以看出: 数值模
拟的单臂螺旋波演化过程与实验结果具有较好的

相似性.
在图 5中进一步分析了单臂螺旋波的时空特

性. 任意选取A(70, 70)点, 得到了该点U, V, W

三个变量随时间的变化曲线 (图 5 (b)所示), 三者
均随时间做周期性振荡, 且活化子电流密度U具有

自催化作用, 率先达到峰值; 第一个禁阻子放电间
隙的电压降V 具有较大的时间尺度, 相对电流密度
U有一定的延迟, 其扩散速度较大, 很快达到峰值.
与V 相比, 第二个禁阻子壁电荷W具有非常快的

时间尺度和非常大的扩散速率, 迅速扩散在整个
区域, 包围在活化子电流密度周围, 与其同时达到
峰值, 电荷密度的脉冲宽度较大, 在放电丝放电期
间, 放电气体被击穿, 积累到介质层的壁电荷迅速
导走, 壁电荷迅速减少, 很快完成一次周期性振荡,
等下一次放电来临, 重复上述过程. U , V , W三个
变量在空间上也是周期性分布的, 峰值出现的位置
并不相同 (图 5 (c)所示), 其原因与时间特性密切相
关: 由于三者具有不同的时间尺度和扩散速度, 当

U传播到达某空间位置时, V , W还没有到达, 因而
三个变量不能在相同的空间位置出现峰值. 上述的
时空特性与前面的分析结果一致, 螺旋波斑图是一
种时间上振荡, 空间上呈周期性分布的时空斑图.

0.1 1 10 100

-1.0

-0.5

0

0.5

1.0

1.5

R
e
(λ

)

k

 Re(λ)

 Im(λ)

Hopf 模

Turing 模

-2
-2

-1

-1

0

0

V

U

1

1

2

2

3
 k=1

 k=2

 k=3

(a)

(b)

图 3 系统零线图和色散关系曲线 (a)系统零线图;
(b)色散关系; 模拟参数 a = 1.65, b = 2.0, k3 = 3.0, f =

48, g = 1.0, Du = 0.001, Dv = 0.0048, Dw = 0.064
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图 4 (网刊彩色) 螺旋波的形成过程 (a) 六边形; (b)变形点; (c)弯曲条纹; (d)螺旋波; ((a1)—(d1)为数值模拟
斑图, 对应时间顺序为: 348, 447, 505, 735, 模拟参数 k3 = 2.78,其他参数同图 3 ; (a2)—(d2)为实验斑图), 驱动
电压U = 4.2 kV, 引自文献 [23]
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图 5 (网刊彩色)螺旋波斑图的时空分布 (a) 螺旋波; (b) 标注A点的时间分布; (c)横线标注的空间分布; (c1),
(c2), (c3) 分别为U , V , W 分图

3.2 多臂螺旋波的形成与转化

通过仔细调节模型方程中反映壁电荷作用的

参数 k3, 确定了螺旋波斑图出现的参数空间: 当
k3小于临界值 2.56时, 系统选择定态弯曲条纹斑
图; k3大于临界值 3.98时, 螺旋波破碎为混沌态;
在 2.56 6 k3 6 3.98的范围内, 在数值模拟实验中
获得了多种不同臂数的螺旋波斑图, 例如单臂、双
臂、三臂乃至更多臂的螺旋波, 在气体放电实验中
最多发现了具有 8个臂的螺旋波结构, 并且螺旋
波中心可以为顺时针或逆时针旋转. 实验结果表
明, 螺旋波的臂数越多, 其中心动力学行为就越复
杂. 图 6 (a1)—(f1)为模拟获得的三臂到七臂的螺
旋波斑图, 图 6 (a2)—(f2)为气体放电实验中观测
到的三臂到七臂的螺旋波斑图. 通过对比两组图
可以看出: 螺旋波中心区域的半径均随臂数的增
加逐渐增大, 且受边界条件的影响, 这与Plapp和
Bodenschatz等 [15]在瑞利 -贝纳德系统中发现的结
果相一致.

在数值模拟中观察了螺旋波的中心 (波头)的
运动, 记录了不同时刻多臂螺旋波的闪图. 数值模
拟实验发现, 各种臂数的螺旋波均在持续地运动,
而且不同臂数波头运动规则不同 (图 7所示). 双臂
螺旋波的动力学行为相对比较简单 (图 7 (a)所示),
螺旋波中心绕着同一个圆环做周期性运动, 且该两
个中心总是处于此圆环的同一个直径上, 这就意

味着双臂螺旋波的两个中心的相对距离始终保持

不变; 三臂螺旋波的中心具有非常复杂的动力学
过程, 螺旋波失去了旋转不变对称性, 它的三个中
心端点不是共用一个轨迹, 而是两两相互碰撞, 此
过程与振荡沙盘系统中的三臂螺旋波有着相似的

动力学行为 (如图 7 (b)所示); 四臂螺旋波波头运
动更为复杂, 四个波头不同地碰撞、远离 (图 7 (c)所
示). 五臂到七臂的螺旋波波头运动 (图 7 (d)—7(f)
所示)与四臂螺旋波类似, 均比较复杂; 仔细观察螺
旋波波头的运动发现, 二臂和三臂螺旋波波头沿顺
时针方向运动, 四臂到七臂螺旋波波头沿逆时针方
向运动, 并且随着臂数的增加, 螺旋波波头的运动
速度增大, 只有三臂螺旋波行为存在反常现象, 与
气体放电实验的结果类似. 在同一模拟条件下经
历一段时间后, 由于某种微扰使得多臂螺旋波的中
心向边界偏离, 多臂螺旋波逐渐失去了空间旋转不
变对称性, 它的中心端点也在不断地相互作用, 在
边界的作用下会逐渐失去一个旋转臂, 从而形成了
一个新的少一臂数的螺旋波 (图 8所示). 从图中可
以看出: 随臂数的增加, 螺旋波中心波头的旋转及
相互碰撞运动更加复杂, 在波头旋转运动的同时整
个螺旋波会发生漫游, 其中的一个旋转臂会在运动
过程中逐渐远离中心, 在边界条件的限制下逐渐消
失. 其原因主要是由于微扰的作用或者其他条件的
影响, 使位错的拓扑荷符号与螺旋波的拓扑荷符号
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(a1) (b1) (c1)

(a2) (b2) (c2)

(d1) (e1) (f1)

(d2) (e2) (f2)

图 6 (网刊彩色)不同臂数螺旋波斑图 (a) 双臂螺旋波; (b) 三臂螺旋波; (c)四臂螺旋波; (d) 五臂螺旋波;
(e)六臂螺旋波; (f)七臂螺旋波; (a1)—(f1)是数值模拟的斑图, 其相应模拟参数分别为 k3 = 2.82, k3 = 2.91,
k3 = 2.97, k3 = 3.0, k3 = 3.15, k3 = 3.23; (a2)—(f2)为实验结果, 驱动电压U = 4.2 kV, 引自文献 [23,24]

相反造成的. 图中多臂螺旋波为顺时针走向, 其拓
扑荷符号应为负值, 但螺旋波波头的相位运动为逆
时针, 因此位错的拓扑荷符号为正值. 螺旋波转化
过程的时刻记录显示, 六臂→五臂, 五臂→ 四臂,
四臂→三臂, 其转化过程对应模拟时间间隔分别
为 64, 160和 250个时间单位, 随着臂数减少, 螺旋
波转化过程需要的时间越长. 模拟过程中多臂螺旋

波向低级臂数螺旋波的转变过程与气体放电实验

中观察到的双臂向到单臂的转变过程非常类似 [23].
气体放电系统中的多臂螺旋波存在一个有趣

的现象: 获得单臂到八臂螺旋波电压条件完全相
同, 对这一现象未能给出合理的解释. 在数值模拟
中发现: 七种螺旋波可以出现在k3微小变化、其他

参数相同的一组参数空间, 而且同一参数下, 不同
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(a1) (a2) (a3) (a4)

(b1) (b2) (b3) (b4)

(c1) (c2) (c3) (c4)

(d1) (d2) (d3) (d4)

(e1) (e2) (e3) (e4)

(f1) (f2) (f3) (f4)

图 7 (网刊彩色)不同臂数螺旋波波头的运动 (a)双臂螺旋波, 对应时间顺序为 1089, 1106, 1120, 1138;
(b)三臂螺旋波, 对应模拟时间顺序为 1215, 1223, 1247, 1258; (c) 四臂螺旋波, 对应时间顺序为 1348, 1380,
1394, 1533; (d)五臂螺旋波, 对应时间顺序为 1193, 1214, 1231, 1258; (e)六臂螺旋波, 对应时间顺序为 1215,
1223, 1247, 1258; (f)七臂螺旋波, 对应时间顺序为 740, 746, 753, 761

臂数螺旋波之间可以转化. 通过对比理论模拟与实
验结果, 分析其原因可能有二: 一方面, 组成螺旋
波斑图的基本单元放电丝 (大约包含1021个带电粒

子)是一个介观结构, 既具有宏观确定性特征, 同时
还具有微观的量子特征 (不连续性和随机特性), 在
该组参数下系统处在确定的Turing-Hopf空间, 具
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有时空振荡的螺旋波结构被选择, 由于受微观量子
特征影响, 该结构还可以精细地分为几个不同的量
子态, 每个量子态对应一个臂数的螺旋波, 系统最
终选择的量子态则具有随机性的特征; 另一方面,
在气体放电实验中, 外加驱动电压改变, 则极板间
的放电电流和壁电荷也随之改变, 即使在同一驱动

电压的实验条件下, 放电电流和壁电荷也随时间而
变化, 故放电电流和壁电荷不方便单独调节, 二者
却是影响气体放电时空斑图的重要因素. 在数值
模拟中则不受此限制, 各个方程参数均可比较方便
地单独调节, 可以详细研究各种参数对斑图选择的
影响.

(a1) (a2) (a3) (a4)

(b1) (b2) (b3) (b4)

(c1) (c2) (c3) (c4)

图 8 (网刊彩色)不同臂数螺旋波向低臂螺旋波的转化过程 (a)六臂→五臂, 对应模拟时间顺序为 808, 825,
848, 872; (b)五臂→四臂, 对应模拟时间顺序为 1180, 1214, 1268, 1348; (c)四臂→三臂, 对应模拟时间顺序为
1648, 1716, 1811, 1898

4 结 论

利用Purwins小组提出的三变量反应扩散模
型, 唯象地数值模拟了交流气体放电中螺旋波的形
成过程, 解决了气体放电实验中壁电荷不方便单独
调节的限制, 得到了多臂螺旋波的参数变化范围,
从而能够对时空斑图更深入地理解和控制. 结果
发现: 时空斑图形成的条件是系统同时经历Turing
分岔和Hopf分岔; 螺旋波斑图是从六边形转化而
成, 是Turing模和Hopf模之间的相互竞争、相互作
用和系统自组织的结果; 不同臂数的螺旋波处于相
同的参数空间, 都是复杂的时空斑图, 其波头均在
不停地旋转, 运动速度随螺旋波的臂数的增加而增
大; 在同一模拟条件下, 多臂螺旋波可以向少一臂

数的螺旋波发生转化的原因是螺旋波位错的拓扑

荷符号与螺旋波的拓扑荷符号相反, 模拟结果同实
验观测结果相符合. 文中关于气体放电系统中组
成螺旋波的基本单元是介观结构, 多种不同臂数螺
旋波可能是螺旋波不同量子态的分析为气体放电

系统中斑图的实验和数值模拟提供了一个新的研

究思路. 此外, 介质阻挡放电实验中观察到的八臂
螺旋波和双臂到三臂和三臂到四臂的螺旋波臂数

增加的转变过程未在模拟过程中得到, 说明方程还
有待于进一步改进, 这将是本课题组下一步的研究
工作.
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Abstract
The process of formation or transformation of multi-armed spiral patterns in gas discharge system is investigated

numerically by using H.-G. Purwins model with three components. The parameter space is obtained though analyzing
the influence of system parameters on system space, where a stable spiral appears. Besides, the formation mechanism
and spatiotemporal characteristics of spiral pattern are studied. In addition, the evolution process of pattern from simple
hexagon to spiral wave is numerically simulated, and various kinds of spirals are obtained (including two-armed, three-
armed, four-armed, five-armed, six-armed, and seven-armed spirals). It is found that the stable spiral only survives in
Turing-Hopf space, which is the result of interaction between Turing mode and Hopf mode. Furthermore, the spiral tips
constantly rotate for various spiral patterns, and the velocity increases with the number of spiral arm increasing. For
the influences of perturbation and boundary conditions, the multi-armed spiral pattern can lose one arm and become
a new spiral in the rotating process. In conclusion, the numerical simulation results are in good agreement with those
obtained in gas discharge experiment.
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