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局域浓度调控扩散系数的次氯酸-碘离子-丙二酸
系统图灵斑图形成中的反常扩散∗

胡文勇 邵元智†

(中山大学物理科学与工程技术学院, 广州 510275)

( 2014年 5月 16日收到; 2014年 7月 14日收到修改稿 )

通过数值模拟及振幅方程解析解方法, 从实空间和倒空间分析了受局域浓度扩散系数调控下次氯酸 -碘
离子 -丙二酸反应扩散系统图灵斑图形成的扩散机理. 在零扩散系数调节下, 斑图形成为典型的菲克扩散; 而
在负向正向扩散系数调节下, 斑图的形成依赖欠扩散和超扩散. 图灵系统的浓度稳态振幅对随机初始条件敏
感性随局域浓度扩散调控系数 k的增大而增加.

关键词: 反应扩散系统, 斑图, 扩散机理
PACS: 82.40.Ck, 47.54.–r, 64.60.an, 89.75.Da DOI: 10.7498/aps.63.238202

1 引 言

基于次氯酸 -碘离子 -丙二酸 (CIMA)系统等化
学反应扩散系统而形成的图灵斑图 [1,2]通常呈现

六角斑点状态、条纹状态, 或者两者共存的混合状
态 [3,4]. 通常可以通过施加外部因素, 如光场或电
场 [5−8]、噪声 [9,10]等, 或调节内部因素 [11−13]来实

现斑图形态的调控. 很多研究表明: 图灵斑图系统
间的相互作用机理以及对其内部耦合参数的调控,
不仅是调控图灵斑图的重要机理, 甚至可以构建新
的斑图类型 [14−16]. 扩散作为调节斑图形态的内在
因素之一, 有很丰富的研究内涵. 各向异性的扩散
机理 (依赖于方向的扩散)在揭示生物表皮斑图的
斑点及条纹形成方面取得了很大的成功 [17−19]. 依
赖浓度的扩散机理是另一个影响斑图形态的内在

调控因素 [20,21], 但针对浓度依赖的图灵斑图调控
的扩散机理研究的报道还非常少见.

基于完全随机行走的扩散理论, 可以得到随机
行走 (或扩散前端) 的均方距离

⟨√
R(t)2

⟩
与时间 t

的1/2幂指数关系, 即典型的菲克扩散:⟨√
R(t)2

⟩
∼ t1/2. (1)

其基本假设是任一粒子在任一时刻, 向各个方向扩
散的概率相等, 且扩散步长、速率分布相等. 满足上
述条件则要求扩散过程在空间和时间上具有完全

的对称性, 且任意两粒子间无相互作用. 上述扩散
过程也称为正常扩散. 在实际扩散过程中, 粒子之
间存在着各种层次的相互作用, 粒子的疏密在很大
程度上决定了相互作用的强弱, 相互作用的强弱直
接影响扩散系数, 即扩散系数D是扩散物浓度 c的

函数. 在经典的扩散方程中, 直接将传统的常扩散
系数用浓度的函数D(c)来代替是一种可行而有效

的方式. 菲克扩散方程可以改写为更广义的形式,
即

∂c

∂t
= ∇ · [D (c)∇c] . (2)

广义扩散对应着非正常扩散, 相应的粒子迁移
已不满足完全随机行走的理论. 根据广义扩散理论
的分类, 扩散前端R与时间 t之间严格满足幂函数
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关系 [19]: ⟨√
R(t)2

⟩
∼ tn/2. (3)

幂指数n/2的取值范围将直接决定扩散的类型.
当 0 < n/2 < 0.5时, 扩散过程为欠扩散 (subdiffu-
sion),扩散进行比正常扩散慢;当0.5 < n/2 < 1时,
扩散过程为超扩散 (superdiffusion), 扩散进行比正
常扩散快; 当n/2 > 1时, 扩散过程为弹道扩散, 扩
散快且可以实现长距离传递. 显然 (1)式中的幂指
数为 1/2仅是广义扩散 (1)式中n/2 = 0.5的情形,
即正常扩散介于欠扩散和超扩散之间. Kuntz和
Lavallee采用二维格点气自动原胞扩散模型, 探讨
了扩散系数受浓度控制的扩散过程与非正常扩散

之间的内在关系 [22], 并随后从实验角度验证了上
述论点 [23].

受Roussel和Wang [20,21]工作的启发, 我们在
CIMA系统中引入局域浓度控制的扩散系数, 探讨
了受局域浓度控制的扩散系数作为内在调节手段

调控图灵斑图形态 [24]. 扩散系数D(u)的具体形式

按Taylor级数展开至一阶项: D(u) = (1 + ku)D,
其中, k是调节扩散系数的浓度常数, 而D为恒定

的扩散系数. 在CIMA系统中考虑了扩散系数对
局部浓度的一阶依赖, 得到如下系统演化微分方程
组 [24]:
∂u

∂t
=

1
σ
∇ · [(1 + ku)∇u]

+
1
σ

(
a− u− 4uv

1 + u2

)
, (4)

∂v

∂t
= d∇ · [(1 + ku)∇v] + b

(
u− uv

1 + u2

)
, (5)

式中, u和 v分别为激活子 (碘离子 I−)和抑制子
(次氯酸根ClO−

2 )在空间的浓度分布, 即u(R, t)和

v(R, t); σ, a 和 b均为化学反应的动力学控制参数;
d为抑制子扩散系数对激活子的比率,

d = Dv/Du. (6)

我们在文献 [24]的研究中表明: 引入局域浓度调
控扩散效应的CIMA系统中, 斑图仍具有图灵斑图
特征. 通过改变k系数可以方便地实现六角斑点

和平行条纹两种图斑转化, 点条比率强烈依赖于k

系数; 斑图特征波长λ与k 之间呈现平方根的规律

λ ∼ (c1 + c2k)
1/2, 其中, c1, c2为常数; 在某些特定

条件下, 相同k参数下还会导致斑图的非等概率双

稳破缺态出现. 虽然我们的工作推进了图灵斑图的
内在调控机理的探讨, 但还存在如下明显缺陷: 1)

整个工作都未涉及斑图形态变化的扩散机理, 即未
回答那些丰富多彩的斑图形态是通过怎样的一个

受k参数调控的扩散机理来实现的; 2)整个工作未
考虑k < 0的情况, 而这正可能构成不同扩散模式
的差异. 本文则是针对上述两个问题而展开研究.

2 研究内容

为了与文献 [24]工作保持一致, 除引入k < 0

的情况外, 本文中所有参数与文献 [24]完全相同.
本文将系统探讨k < 0, k = 0, k > 0 三种状态: 1)
在实空间中斑图建立过程与时间的关系, 从初始条
件开始演化, 系统会从一种高对称性的混乱无序情
况下逐渐破缺到低对称性的有序结构, 建立起稳定
时空斑图; 2) 从倒空间的角度研究斑图, 定量评价
扩散过程中斑图中心波长以及斑点尺寸的变化, 中
心波长反映出整个空间的物质分布规律, 而斑点尺
寸的变化反映有序化的程度; 3) 结合上述 1), 2)中
陈述的问题, 分析给出在各种状态下调控斑图的扩
散机理.

3 研究方法

本文研究方法包括数值模拟及振幅方程解析

解分析.

3.1 振幅方程

一维系统图灵斑图振幅方程的表达式为 [2]

∂A

∂t
= µA− g |A|2 A, (7)

式中, A为复数; µ, g为常数, 其中, µ控制线性增长
快慢, 而 g则控制达到饱和的快慢. 为了能够进行
求解, 对 (7)式两边同时乘上A, 将方程化为

1
2
∂

∂t

(
A2

)
= µA2 − g

(
A2

)2
. (8)

将 |A|2进行变量替换, 求解 (8)式得到图灵斑图振
幅方程的解析解:

|A| =
√

µ/g

1 + eµC−2µt , (9)

其中C为与动力学无关的常数.

3.2 数值模拟

本文采用商业有限元计算平台Comsol Multi-
physics完成全部数值模拟计算. 在一矩形区域内
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利用正方格子网格划分和有限差分方法, 对方程
(4), (5)进行不同时长的演化模拟. 在整个区域内,
以平均值不为零的均匀分布随机数作为随机化初

始条件, 计算中记录下若干时刻的激活子浓度分布
(斑图)并进行后续分析, 以获得与演化相关的信息.
分析从实空间和倒空间两个方面展开.

1) 实空间
图灵系统的演化满足振幅方程 [2,3], 该方程描

述了斑图的振幅随时间的演化 (方程形式参见 (7)
式, 详细介绍参见文献 [2, 3]). 由随机初始条件开
始的演化过程其空间各处演化程度不同, 难以获得
一个较为准确的振幅, 在本文中采用区域内所有点
的浓度标准差代替振幅. 标准差反映了一系列浓度
数值的分布对平均值的偏离程度, 具有良好的统计
性并能在较大程度上代表振幅.

2) 倒空间
对于某一时刻以斑图的中心为原点计算关联

函数,

F (x, y) = (u (x, y)− ū) (u (x0, y0)− ū) , (10)

其中, (x0, y0)为区域中心点, ū为激活子浓度u在

全区域的平均值. 下面将对空间点 (x, y)的关联函
数改成对 r 的关联函数. 以 (x0, y0)为圆心, 做一系
列同心圆. 将每一个圆弧按与半径成正比的分数等
分, 对同一圆上所有节点插值求相应的F值并做平

均. 通过该项平均, 将各向同性二维问题简化为一
维问题. 将F (x, y)化为对 r的关联函数G(r),

G (r) =
⟨
F (x, y)

∣∣∣√
x2+y2=r

⟩
, (11)

将G(r)做快速Fourier变换 (FFT), 得到下式所示
的相应斑图的结构因子函数S(q),

S (q) =

∫ +∞

−∞
e−2πiqrG (r) dr. (12)

式中 q为波矢. S(q)函数的峰位和峰宽 (半高全宽)
分别对应斑点间距 (波长)和斑点自身尺寸大小. 找
出波数分布的中心位置和峰宽随时间的变化规律,
可以定量描述斑图形成过程中受扩散控制的机理.

4 结果与讨论

4.1 数值计算

模型 使用COMSOL Multiphysics软件, 首
先建立一个矩形区域, 为使后面的FFT运算中信

息能够得到充分利用, 通常选用 2的整数次方 (如
128× 128或256× 256)作为尺寸. 相应地, 网格尺
寸设置为0.25 或0.5.

参数 与文献 [24]基本一致, 仅在k和时间等

具体需要变化的参数上不同, 其他参数如d, a, b等
都完全相同. 本文只进行了α点的计算, 具体计算
参数见表 1 .

表 1 模拟计算中所采用的参数

变量 数值 变量 数值

δ 50 d 1.07

a 9.2 b 0.14

初始条件 选择平均值非零的白噪声作随机

初始条件, 满足如下关系:

⟨ζ (r)⟩ = a

10 , 0 < ζ (r) <
a

5 . (13)

边界条件 所有边界取无通量边界条件.
过程控制 系统演化时间一般为104无量纲时

间, 系统能在演化时间约为 6000后渐趋于稳定. 为
避免浪费计算时间以及误差累积效应, 计算采用自
适应步长, 用 10−4的相对精度进行控制. 在每一
个固定的k下, 取 5组独立的随机数作为随机初始
条件进行演化, 数据处理时, 将对 5个初始条件的
结果进行分析, 得到的参数进行平均作为此k下的

取值.

4.2 实空间处理结果

图 1是演化完成后的斑图, 属 5组独立计算中
的一组. 从图 1可以看出, 随着k的增加, 条对点的
比例大致上呈降低趋势, 且斑点的尺寸逐渐变大.

任意选定演化斑图的两个斑点, 做一条穿过两
个斑点中心的线, 观察不同演化时间后该线段上激
活子浓度u, 取得u的幅度及峰宽等参数, 结果如
图 2所示. 由图 2可见, 随演化时间的延长, 激活子
斑点的浓度以类似上坡扩散的方式增加, 浓度在空
间分布的差异增大, 斑点间距减小, 斑点尺寸长大.
该方法直观, 可以同时获得浓度振幅、波长和斑点
大小的信息, 但结果仅限于两个斑点之间, 个体差
异太大且缺乏统计精度. 此外, 演化中不时有新的
斑点生成, 同时有旧的斑点消亡, 有些斑点并不能
完成演化全程. 因此, 此法被以浓度标准差代替浓
度并求取倒空间的结构因子方法取代.
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图 1 不同 k值下系统演化稳定后 (t = 10000) 的斑图
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图 2 (网刊彩色) 不同演化时间的激活子浓度 u 沿任意选定

的两个斑点之间黑线的分布, 图例中把斑点的中间位置坐标
设定为 0

如前所述, 因系统以大幅度的随机初始条件开
始, 故在不太长的时间内, 各处的演化程度不尽相
等, 难以精确获得斑图浓度波的幅度值. 为保证兼

具统计性和可操作性, 以区域内所有点的浓度标准
差作为 (9)式中的 |A|, 并将此浓度标准差对时间的
变化进行拟合. 图 3给出了不同k值下激活子浓度

u 的标准差随时间变化的拟合结果. 由图 3可见,
所有的拟合都具有高的精度和相似的拟合参数. 最
为重要的是拟合关系式与振幅方程的解析解 (9)式
具有相同的数学表达形式. 比较二者可以得到如下
参数替代关系:

µ = h/2,

g = h/2f2,

µ/g = f2. (14)

根据图灵斑图振幅方程的解析解A((9)式), 当时间
趋近于无穷大时, 稳态振幅具有如下关系:

lim
t→∞

|A| =
√

µ

g
. (15)
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图 3 (网刊彩色) 不同局域浓度扩散调控系数 k值下, 激
活子浓度 u标准差随时间变化的拟合结果
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图 4 稳定斑图激活子浓度幅值 (µ/g)1/2随着局域浓度
扩散调控系数 k的变化, 误差棒为采用随机初始条件的 5
次计算结果统计平均得到

图 3所示的数值解结果也表明: 当系统演化时
间超过 4000以后, 无论对扩散系数进行正向还是
负向调节, 受局域扩散系数控制的图灵系统的浓度
振幅也基本达到稳态. 图 4进一步展示了对局域扩

散系数进行大范围调节 (−0.2 < k < 5)后图灵系
统的浓度稳态振幅对扩散调控系数k的依赖关系.
值得注意的是, 图灵系统的浓度稳态振幅随局域浓
度扩散调控系数k的增加呈现规律性起伏, 而非单
调变化. 稳态图灵斑图波长与k的关系在文献 [24]
已给出, 但未探讨稳态振幅A(t → ∞) 的建立及其
与k的关系. 整体上, A随k的增加而下降, 这是因
为k增加导致扩散加快, 使得斑图有序 (振幅A)的

建立被削弱. 出现起伏是因为随k的增加, 抑制子
与激活子的扩散都得到增强, 由于它们的非线性生
长项不同, 在某些k值时, 抑制子与激活子的扩散
速度之比又达到有利于斑图的形成, 造成斑图振幅
的升高. 抑制子扩散速度超过激活子的扩散速度是
斑图产生的必要条件 [3]. 此外, 由图 4可见, 误差棒
的大小随局域浓度扩散调控系数k的增加而增加,

表明随着k的增加, 图灵系统的浓度稳态振幅对随
机初始条件差异越发敏感.

4.3 倒空间处理结果

根据 (2) 式计算整个区域结构因子S(q), 可以
准确地量化描述激活子浓度振幅随演化时间的建

立过程, 它比实空间方法能更好地定量描绘系统从
无序向有序状态转化. 结构因子S(q)包含峰位及

峰宽两种信息, 其中, 峰位倒数和峰宽 (半高全宽)
倒数分别对应斑点间距 (波长)和斑点自身尺寸大
小. 结构因子S(q)强度反映不同波长成分在斑图

中的比重, 也是斑图有序程度的另一种体现, 波长
分布越集中, 则演化程度越高. 确定不同时刻的峰
宽并进行幂指数拟合, 根据幂指数的取值确定系统
演化过程中扩散的性质, 即属于正常扩散 (幂指数
= 0.5)、欠扩散 (幂指数 < 0.5)还是超扩散 (幂指数
> 0.5). 因为α点为斑点条纹混合共存态 [24], 通过
结构因子区分六角斑点及条纹斑的周期性. 图 5给

出了不同演化时间下的结构因子函数. 由图 5可见,
随演化时间的增加, 在波数 q = 18, 22, 25时分别
出现了 3个结构因子峰值, 其中 q = 22 的主峰对应

占主导的六角斑点, 而 q = 18, 25峰分别对应条纹
与径向大致平行和垂直的两种周期波数. 这是因为
条状斑图的取向会影响结构因子. 如果条纹斑沿着
径向分布, 则小波数大周期的基波成分被抬高, 反
之如垂直于切线方向则大波数短周期的基波受益.
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图 5 (网刊彩色) k = 0.5时不同演化时间下的结构因子

频谱

主结构因子峰 (q = 22)的半高全宽随演化时
间的变化可以揭示从高对称的无序状态中借助反

应扩散而破缺形成有序六角斑点的动力学过程.
图 6给出了局域负扩散调节、零扩散调节及正扩散
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调节下结构因子半高全宽随时间的变化. 数值计算
的结果表明, 六角斑点尺度随演化时间增加按幂律
增大. 其中, 在局域零扩散调节下幂指数为0.46, 非
常接近正常菲克扩散的 0.5; 局域负扩散调节下幂
指数为 0.11, 为典型的欠扩散; 正局域扩散调节下
幂指数为0.69, 为典型的超扩散.
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图 6 结构因子峰半高全宽 (斑点尺度倒数)随时间的演化

5 结 论

本文通过在CIMA反应扩散系统中引入扩散
系数的局域浓度的线性依赖, 研究了这种依赖行为
对系统演化的影响. 结果表明:

1)基于CIMA反应扩散系统的图灵斑图演化
受局域浓度控制的扩散机理的调控, 六角斑图和条
纹斑共存且二者比例受局域浓度扩散调控系数k

调节.
2)局域浓度扩散调控系数k分别为负扩散调

节、零扩散调节及正扩散调节下, 六角斑图形成的
扩散机理分别为欠扩散、正常扩散和超扩散.

3)随局域浓度扩散调控系数k的增加, 图灵系
统的浓度稳态振幅对随机初始条件差异越发敏感.
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Abstract
We have addressed numerically and analytically the diffusion mechanism of Turing pattern formation for the chlorine-

iodine-malonic-acid system with a local concentration depended diffusivity (LCDD) in a two-dimensional space as well
as its reciprocal counterpart. It is found that the Turing pattern develops in a normal way of Fickian diffusion when
LCDD is not involved, namely with a zero LCDD adjusting parameter. The formation of a Turing pattern evolves in an
abnormal way of either subdiffusion or superdiffusion when a non-zero LCDD adjusting parameter is taken into account,
and a negative or a positive value of LCDD parameter corresponds to a subdiffusion or a superdiffusion. The sensitivity
of the steady amplitude of the activator concentration of a Turing system to a random initial condition increases with
increasing LCDD parameter.

Keywords: reaction diffusion system, pattern, diffusion mechanism
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