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超椭圆柱面梯度线圈设计∗
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超椭圆柱设计表面能够减小线圈与目标的距离, 提高空间利用率, 扩大成像区域的有效范围. 提出利用
流函数法及柱面的可展性在超椭圆柱面上设计核磁共振成像系统中的梯度线圈. 根据Biot-Savart定律建立
磁场强度与流函数的表达式, 采用最小二乘法和Tikhonov正则化方法构造了双目标设计函数. 利用柱面的可
展性提高了基于分片离散流函数计算电磁场的数值精度, 通过L-曲线方法实现了正则参数的合理选取. 通过
引入适当的流函数边界约束条件, 把梯度线圈的优化问题转化为适定线性方程组的直接求解问题. 通过数值
算例验证了超椭圆柱面展开求解方法的正确性. 优化结果显示, 在满足线性度误差小于 5%的设计约束下, 该
方法在设计超椭圆柱面线圈驱动电流分布的同时有效控制了梯度线圈的能耗.

关键词: 梯度线圈, 流函数, 超椭圆柱面, 可展曲面
PACS: 83.85.Fg, 02.60.Cb, 02.30.Zz, 84.32.Hh DOI: 10.7498/aps.63.238301

1 引 言

磁共振成像 (magnetic resonance imaging,
MRI) 系统是一种很有发展前景和潜力的高科
技医学影像系统, 可做任何方向的体层检查, 可反
映人体分子水平的生理、生化等方面的功能特性.
MRI系统主要由主磁体、梯度磁场、射频系统、计算
机操作系统四部分组成. 主磁体产生均匀静磁场,
是主要组成部分. 梯度磁场提供质子的三维空间信
息, 便于重建图像. 射频系统实施激励与接收磁共
振 (magnetic resonance, MR)信号. 计算机操作系
统控制梯度磁场与射频脉冲, 实现图像显示. 梯度
线圈为系统提供线性度满足要求的、可快速开关的

梯度磁场, 以提供MR信号的空间位置信息, 实现
成像体素的空间定位 [1]. 本文就梯度线圈的设计进
行研究讨论.

梯度线圈的设计属于优化问题, 即在非交叉设
计表面上优化电流密度分布, 从而在设计表面内部
的感兴趣区域 (region of interest, ROI)内获得指定
的梯度磁场分布. 梯度磁场的强度决定了空间分
辨率, ROI决定了成像区域的有效范围 [2]. 理想梯
度磁场的线性度误差一般不超过 5% [1]. 线圈设计
主要以规则设计表面为主, 如圆柱面 [3−10]和双平

面 [10−19]已得到广泛应用. 由于圆柱设计表面具有
封闭性, 所以其空间分布率高. 双平面因其开放性,
空间分布率低, 但间距便于调整, 利于改善目标区
域的场强. 挤压圆柱表面, 减小线圈与检测对象间
的距离, 使其保持圆柱表面性质的同时兼具双平面
性质, 这具有重要意义. 本文提出在超椭圆柱表面
(横截面如图 1所示)上进行线圈设计, 减小线圈与
检测对象间距离的同时有利于提高空间利用率, 扩
大成像区域的有效范围 [3].

梯度线圈设计的主要方法有目标场法、流函数
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法. 目标场法通过Biot-Savart解析表达式对感兴
趣区域内的磁感应强度做级数展开, 最先由Turn-
er [3]提出. Moon等 [20]提出先在圆柱面上进行优

化设计, 再通过保角映射 (conformal mapping) [19]

将圆柱面上的优化结果映射至超椭圆柱面上. 根据
柱面的可展性以及便于灵活设计的流函数法 [5], 本
文提出在超椭圆柱面的展开平面上进行线圈设计.

a

b

图 1 超椭圆柱面横截面

2 理论方法

2.1 流函数法

根据右手螺旋定则, x, y, z轴方向的电流产生
相应的磁感应强度Bx, By, Bz. 梯度线圈的设计是
逆向求解, 已知所需产生的磁感应强度B, 求解电
流密度J以及线圈的构型. 由于直接求解电流密度
矢量J的分布较困难, 为此引入标量流函数ψ. 设
计表面上的电流密度J用流函数ψ 表示为 [11]

J = ∇× (ψ · ne) , (1)

其中, ne为线圈设计表面Γcoil的单位法向量, 表
面电流密度J满足连续性方程∇ · J = 0, 即散度
为零. 此外, 流函数ψ有如下性质 [8,21]: 1) 流函数
的等值线与表面电流密度平行; 2)等距的流函数
线形通过的电流相等; 3)与电流的大小关系满足
I = (maxψ − minψ)/N , 其中N为线圈匝数.

2.2 磁感应强度Bz

取超椭圆柱面母线平行于 z轴, 则其在直角坐
标系中的标准方程为(x

a

) 2
m

+
(y
b

) 2
n

= 1,

对应的参数方程为x = a |cos θ|m sign (cos θ),

y = b |sin θ|n sign (sin θ),

其中, a, b分别为超椭圆的长短半轴的半轴长, 决
定了纵横比; m, n ∈ (0, 1], 决定了超椭圆柱面的曲

率 [22,23]. 超椭圆柱面的参数形式可保证采样点的
空间均布率 [20,24].

本文根据柱面的可展性, 在超椭圆柱面展开面
上计算磁感应强度Bz, 相比圆柱面展开 [5], 计算难
度有所增加, 计算模型更加复杂. 根据Biot-Savart
定律, 积分区域为展开平面. 设计表面与其对应展
开面如图 2所示.

Zu

Z

p θ

ψ↼θ֒ z↽



Zl

(b)(a)

ψ↼x֒y֒z↽

ROI

图 2 (a) 电流设计表面 Γcoil 和感兴趣区域ROI; (b) 柱
面展开面

在直角坐标下, 线圈设计表面Γcoil的单位法向

量 [22]

ne = n/ |n| ,

其中,

n = (nx, ny, 0) ,

|n| =
√
n2
x + n2

y,

nx = bn |cos θ|2−m sign (cos θ) ,

ny = am |sin θ|2−n sign (sin θ) .

从而由 (1)式得到表面电流密度J的x, y分量

Jx(θ, z) = − ∂ψ

∂z

ny

|n|
,

Jy(θ, z) =
∂ψ

∂z

nx

|n|
.

ROI内某点 (ri, θi, zi)的磁场Bz用Biot-
Savart定律计算如下 [25]:

Bz (ri, θi, zi)

=
µ0

4π

∫ zu

zl

∫ 2π

0

Jy(θ, z)RC − Jx(θ, z)RS(
R2

C +R2
S + (z − zi)2

) 3
2

dldz,

其中,

RS = b |sin θ|n sign (sin θ)− ri sin θi,

RC = a |cos θ|m sign (cos θ)− ri cos θi,

dl =
{
(am sin θ)2 |cos θ|2m−2
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+ (bn cos θ)2 |sin θ|2n−2
}1/2

dθ,

zu, zl分别是超椭圆柱 z轴向的上下边界.
本文对展开面上的流函数ψ进行四边形网格

划分, 并用拉格朗日线性元插值 [26]:

ψ =

f∑
j=1

ψjNj ,

其中, ψj为各节点值, Nj为插值函数, f为设计表
面Γcoil上的节点总数.

3 线圈优化设计模型

3.1 目标函数

采用最小二乘目标函数法 [27]表示磁感应强度

Bz与目标磁感应强度Bz0之间的误差

F1 =

∫
ΩROI

(Bz −Bz0)
2dΩROI, (2)

由于最小二乘目标函数的优化解可能不惟一 [28],
引入线圈功耗作为辅助目标函数 [5,7,18]

F2 =
ρ

t

∫
Γcoil

|J |2dΓcoil, (3)

其中, ρ为线圈材料电阻率, ρ = 1.667× 10−8 Ω·m;
t为导电层厚度, t = 3 mm. 采用Tikhonov正则化
方法构建目标函数 [29,30]

F = F1 + βF2, (4)

其中, β为正则参数, 且满足β > 0.

3.2 敏度分析

对ROI取样, 目标函数F1离散为

F ∗
1 =

p∑
i=1

ωi (Bzi −Bz0i)
2
, (5)

其中, p表示采样点的个数; ωi是离散取样点 (ri, θi,
zi)的权重, 本文取为1. 目标函数F2离散为

F ∗
2 =

ρ

t

∫
Γcoil

∇×

 f∑
j=1

ψjNj · ne

2

dΓcoil,

(6)
则 (4)式的离散形式表示为

F ∗ = F ∗
1 + βF ∗

2 . (7)

为了使目标函数取最小值, 对 (7)式求一阶导数, 得
到目标函数关于设计变量ψ的敏度表达式:

∂F ∗

∂ψj
=

p∑
i=1

2 (Bzi −Bz0i)
∂Bzi

∂ψj

+2β

f∑
k=1

Pjkψk, (8)

其中,
∂Bzi

∂ψj
=
µ0

4π

∫ zu

zl

∫ 2π

0

dldz

×

∂Nj

∂z
(nexRC + neyRS)

(RC +RS + (z − zi))
3/2

, (9)

Pjk =
ρ

t

∫
Γcoil

∇× (Nj · ne) · ∇

× (Nk · ne) dΓcoil. (10)

3.3 约束条件

本文设计的线圈满足以下性质 [5].
1)封闭性: 设计表面边界上的流函数ψ取相同

值. 本文上下边界流函数ψ取值为零.
2)对称性: 本文选取整个柱面作为设计表面,

满足左右边界对称. 虽然与选取部分柱面作为设
计表面相比, 计算成本高, 但其具有一般性. 设计
表面Γcoil, ROI、网格划分不变, 则 (9),(10) 式不变,
计算一次并将其存储. 对于同一模型, 只需更改目
标函数和敏度的对称约束, 提高了运算效率.

3.4 方程组的建立

约束处理后, 矩阵P 为对称正定矩阵, 其
Cholesky 分解惟一 [31].

令敏度
∂F ∗

∂ψj
= 0 (j = 1, 2, · · · , f ), 代入 (8)

式得 (
p∑

i=1

(
∂Bzi

∂ψj

)2

+ β

f∑
k=1

Pjk

)
ψj

=

p∑
i=1

Bz0i
∂Bzi

∂ψj
. (11)

直接法求解线性方程组 (11), 得展开面上流函数值
ψj(j = 1, 2, · · · , f), 获得线圈的构型.

3.5 正则参数的确定

(7)式对应Tikhonov正则化的一般式 [32]

min
{
∥Bz −Bz0∥22 + β ∥Dψ∥22

}
,

其中, 矩阵D满足DTD = P , 由P 的Choleskey
分解所得. 正则参数β值通过L-曲线方法 [32,33]求

得, 不同的几何模型β 值不同. L-曲线是以自然对
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ln||Bz-Bz0||2

ln||Bz-Bz0||2

ln
||
D
Ψ
||
2

ln
||
D
Ψ
||
2

100

106

102

104

10-2

3.8372T10-11

6.9991T10-4

1.0870T10-9

3.0791T10-8

2.4708T10-5

1.3546T10-12

1.6881T10-15

4.7820T10-14

1010

108
5.9593T10-17

8.7223T10-7

103

106

104

105

10-8

102

4.8701T10-9

1.7192T10-10

1.3796T10-7
1.1070T10-4

6.0691T10-12

7.5634T10-15

2.1425T10-13

10-610-7 10-310-410-5 10-2

10-8 10-610-7 10-310-410-5 10-2

108

107
2.6700T10-16

3.9079T10-6
101

10-1

10-2

100

3.1359T10-3

(a)

(b)

图 3 椭圆柱面正则参数 β值的 L-曲线图解 (a)椭圆柱面
展开平面, 平衡点正则参数 β = 1.8168× 10−8; (b)三维椭圆
柱面, 平衡点正则参数 β = 8.1401× 10−8

数为底的双对数图, 通常形如 “L”, 其横向对应

ln ||Bz − Bz0||2 随β值变化的敏感程度, 其纵向对

应 ln ||Dψ||2随β值变化的敏感程度. 正则参数β

值的选取是对min||Bz − Bz0||2与min||Dψ||2二者

进行权衡. L-曲线的拐点为平衡点 [33], 图 3中虚线

的交点即为拐点.

4 算 例

设定ROI内目标场的梯度为 10 mT·m−1, 场
强沿 y轴变化, 即Y 梯度线圈设计.

4.1 椭圆柱面线圈优化设计

椭圆柱面及圆柱面是特殊的超椭圆柱面, 可
由改变超椭圆柱面的参数获得, 也可三维直接建
模. 特别的是, 圆柱面弧长与角度成线性关系 [5].
为了验证超椭圆柱面展开平面求解的正确性, 此
处将椭圆柱面展开平面求解与椭圆柱面三维直接

求解做比较. 选取椭圆柱面的参数a = 56 mm,
b = 42mm, 指数m = 1, n = 1, 高为270 mm. ROI
是半径为30 mm, 高为60 mm的圆柱体. ROI用规
则网格离散, 共有2301个节点.

4.1.1 椭圆柱面展开平面

设计表面Γcoil的展开平面用矩形网格离散, 共
有1519个节点. 正则参数β = 1.8168× 10−8, 对应
的L-曲线图解如图 3 (a)所示. 线圈匝数N = 26的

Y 梯度线圈构型如图 4所示. 图 4 (a)是展开平面上
的线圈构型, 将图 4 (a)投射到三维椭圆柱面上得
到图 4 (b).

/m

z
/
m

0 0.100.05 0.250.200.15

0.135
ψ/

-0.090

0.090

0.045

-0.135

-0.045

0

40

20

10

0

-10

-20

-30

30

-40
0.30

y/m

0

-0.135

0

0

0.045

-0.042

0.042

x
/m

z
/
m

0.090

0.135

-0.090

-0.045

-0.056

0.056

(a) (b)

图 4 (网刊彩色) Y 梯度线圈构型 (a) 椭圆柱面展开平面; (b)投影椭圆柱面, 对应电流为 3.1716 A, 线性度误差
为 1.9298%, 能耗为 0.1398 W

4.1.2 三维椭圆柱面

用边界四边形网格 [8]划分三维椭圆柱面, 网
格数与展开面相同, 共有 1488个节点. 正则参数

β = 8.1401×10−8,对应的L-曲线图解如图 3 (b)所

示. 约束条件仅满足封闭性, 即上下边界流函数ψ

取零值. 线圈匝数N = 26的Y 梯度线圈网格划分
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及对应线圈构型如图 5所示. 由椭圆柱面展开平面
求解及三维直接求解的仿真结果可知, 同样的线圈
匝数, 两者的计算结果相符, 验证了超椭圆柱面展
开平面计算的正确性.
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图 5 (网刊彩色)椭圆柱面 (a) 网格划分; (b) Y 梯度

线圈构型, 对应电流为 3.3698 A, 线性度误差为 0.9722%,
能耗为 0.1658 W

4.2 超椭圆柱面线圈优化设计

这里直接采用超椭圆柱面展开平面进行线圈

优化设计. 取超椭圆柱面的参数为 a = 45mm,
b = 36 mm, m = 1/2, n = 1/2. 正则参数

β = 9.1061× 10−8, 对应的L-曲线图解如图 6所示.
网格划分与椭圆柱面展开平面相同. 线圈匝数

N = 26的Y 梯度线圈构型如图 7所示. 图 7 (a)是
超椭圆柱面展开平面上的线圈构型, 将图 7 (a)投

射到三维超椭圆柱面上得到图 7 (b).

10-4

1.7156T10-13

102

10-2

100

10-6

1.1047T10-7

3.1292T10-6

8.8641T10-5

2.5110T10-3

7.1129T10-2

2.0149

3.8996T10-9

4.8597T10-121.3766T10-10

108

104

10-8 10-610-7 10-310-410-5 10-2

ln||Bz-Bz0||2

ln
||
D
Ψ
||
2

图 6 超椭圆柱面展开平面正则参数 β 值的L-曲线图解
(平衡点正则参数 β = 9.1061× 10−8)

5 结 论

本文通过理论分析提出超椭圆柱面展开平面

上的线圈构型设计, 为MRI系统中超椭圆柱面上
线圈构型设计提供了一种有效的方法. 通过对比椭
圆柱面的展开平面求解与三维直接求解, 验证了应
用流函数法和柱面的可展性, 在超椭圆柱面展开平
面上进行线圈设计的正确性. 通过采用L-曲线方法
简化了正则参数的选取. 优化结果显示, 在满足线
性度小于 5% 的条件下, 可获得驱动电流和能耗较
优的超椭圆柱面线圈. 此外, 本文提出的方法同样
适用于性能要求相同、截面形状为圆形、椭圆以及

超椭圆柱面等线圈构型设计, 并同时兼顾电流值与
能耗的性能表现.
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图 7 (网刊彩色) Y 梯度线圈构型 (a) 超椭圆柱面展开平面; (b) 投影超椭圆柱面, 对应电流为 2.9769 A, 线性度
误差为 3.2087%, 能耗为 0.1076 W
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Abstract
A super-elliptical cylinder surface can shorten the distance between coils and target, enhance the space utilization,

and enlarge the homogeneous imaging volumes. This paper proposes a method to design magnetic resonance imaging
(MRI) gradient coils using the stream function and the developable property of the super-elliptical cylindrical surface.
Based on the Biot-Savart law, the relationship between the magnetic flux density and stream function is established
firstly, and the objective is chosen in the least-square form with the additional Tikhonov regularization term. Numerical
accuracy of the magnetic flux density in the region of interest is maintained through transforming the cylindrical surface to
the corresponding flat surface, and the value of regularization coefficient of the dissipated powers is chosen automatically
by using the L-curve method. Via imposing specified boundary conditions to the stream function on the developed
surface, the optimization of gradient coils is gained by directly solving well-posed linear algebraic equations. Numerical
examples illustrate the feasibility of the proposed design method. The designed coils on the super-elliptical cylindrical
surface show that the electric current and the dissipated powers are adequately optimized under the condition that the
linear gradient deviation is less than 5%.

Keywords: gradient coils, stream function, super-elliptical cylindrical surface, developable surface
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