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研究了一类飞秒脉冲激光对纳米金属薄膜传导模型. 首先求出一个特殊模型的精确解析解, 然后利用泛
函同伦映射理论和方法, 得到了相应模型的任意次近似解析解. 最后论述了解的意义.
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1 引 言

飞秒 (10−15 s量级)脉冲激光是激光科学发展
起来的最强有力的工具之一. 飞秒脉冲脉宽超短,
功率可以做到超强. 飞秒激光脉冲技术目前已比较
成熟, 它在激光控核聚变、精加工器件、存储高密度
信息、医学外科手术等领域都有较广泛的应用, 关
于超短激光脉冲与物质相互作用的理论与实验研

究已是激光科学领域的重要课题之一. 关于超短
激光与金属作用的模型可追朔到 1974年前苏联学
者Anisimov等 [1]提出的电子 -声子双温模型. 1983
年, Eesley[2]用皮秒激光器从实验方面研究了金属

铜中的非平衡导热. 1993 年, Qiu和Tien[3] 在双温

模型的基础上提出了更严格的抛物两步模型. 近年
来, 国内学者也做出了许多很好的工作. 例如, 马
松华等 [4]研究了系统孤波脉冲、飞秒孤波和时间孤

子的激励, 并讨论了孤波间的弹性相互作用. 为了
克服不同模型只适于描述超短脉冲激光加热金属

薄膜不同阶段的局限, 马维刚等 [5]基于双温度模型

和傅里叶导热定律建立了一个普适模型, 用于完整

描述超短脉冲激光加热薄膜的整个热传导过程, 并
在 300 K采用背面抽运 -表面探测飞秒激光瞬态热
反射方法实验研究了金/玻璃和金/碳化硅样品的
热量传递过程.

在对各种相关改进模型进行理论分析与实验

对比研究的同时, 因模型中偏微分方程的复杂性,
对模型满足相应初始 -边界条件解的近似研究也显
得尤为必要. 而微分方程初值、边值问题解的渐近
理论研究本身也是应用数学领域研究的热点之

一 [6−14]. 本文将利用近来发展的泛函同伦映

射 [15,16]方法来研究一类飞秒脉冲激光电子和声

子控制金属薄膜的导热模型 [5], 并求它的近似解析
解, 得到电子和声子温度关于各物理参数的显式近
似依赖关系.

2 广义飞秒脉冲激光传导模型

讨论如下一类广义非线性飞秒脉冲激光电子

和声子控制金属薄膜导热扰动模型 [5]:

γu
∂u

∂t
= a

∂

∂x

u

v

∂u

∂x
− b(u− v)
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+

√
4 ln 2

π

(1−R)J

cδ
exp

(
− x

δ

− 4 ln 2

(
t

c

)2)
+ F (u, v), (1)

C
∂v

∂t
= b(u− v) +G(u, v), (2)

其中u, v分别为电子与声子的温度, a为初始温度
下电子的导热系数, γ,C分别为电子与声子热容, b
为电子 -声子间的耦合系数, c为激光脉冲宽度; R
为金属表面反射率, J为激光功率密度, δ为激光渗
透厚度. F (u, v), G(u, v)为激光及导热过程中转化

的非线性扰动热源项, 它们在其变量的有限区域变
化的范围内是充分光滑的函数. 在本文中初始条
件为

u|t=0 = v|t=0 = T0, (3)

其中T0为常数, 而方程的边界 (x = 0, x = l)可视

为绝热的:
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

=
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0. (4)

首先考虑一个特殊的飞秒脉冲激光电子和声子控

制金属薄膜导热扰动方程:

γu
∂u

∂t
− a

∂

∂x

u

v

∂u

∂x

=

√
4 ln 2

π

(1−R)J

cδ

× exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
t

c

)2)
, (5)

C
∂v

∂t
= 0. (6)

在初始 -边值条件 (3), (4)下, 不难得出模型
(3)—(6)的解 (U, V )为

U(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

tp

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ cos kπx

l

)] 1
2

, (7)

V (x, t) = T0. (8)

不妨选取参数为: R = 0.57, a = 2,
J = 1 mW, c = 0.96 J·m−2, l = 2 nm, γ =

0.95 × 106 J·m−3·K−2, δ = 0.1 nm, T0 = 1◦ C,

C = 1 × 106 J·m−3·K−1. 由 (7), (8)式可得飞秒
脉冲激光特殊系统模型 (3)—(6)式的电子温度
U(x, t)的扩散分布函数的曲面图形, 如图 1所示.
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图 1 典型飞秒脉冲激光系统电子温度U(x, t)的扩散分

布图

3 飞秒脉冲激光传导模型的同伦映射

利用泛函同伦映射方法来求广义非线性飞

秒脉冲激光电子和声子控制金属薄膜导热扰动

模型 (1)—(4)式的近似解析解. 现引入一组泛函
Hi[ū, v̄, p](i = 1, 2)的同伦映射 [15,16]:

H1[ū, v̄, p] = L1[ū, v̄]− L1[w, w̄]

+ p

[
L1[w, w̄] + b

(√
ū− 1

v̄

)
−
√

4 ln 2

π

(1−R)J

cδ

× exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
t

c

)2)
− F

(√
ū,

1

v̄

)]
, (9)

H2[ū, v̄, p] = L2[ū, v̄]− b(w − w̄)

+ p

[
b(
√
u− 1

v̄

)
−G

(√
ū,

1

v̄

)]
, (10)

其中p为人工参数 [15,16],
(√

w,
1

w̄

)
为方程 (1)的一

组初始近似, 算子Li[ū, v̄] (i = 1, 2)为:

L1[ū, v̄] =
1

2

[
γ
∂ū

∂t
− a

∂

∂x
v̄
∂ū

∂x2

]
,

L2[ū, v̄] = C
∂

∂t

(
1

v̄

)
.

显然由同伦映射 (9), (10)式知, 当u =
√
ū,
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v =
1

v̄
时, H2

(√
ū,

1

v̄
, 1
)

= 0, H2(
√
ū, v̄, 1) = 0

是非线性飞秒脉冲激光电子和声子控制金属薄

膜导热扰动方程 (1), (2). 因此问题 (1)—(4)式的
解就是对应的初始 –边值条件下H1

(
ū,

1

v̄
, 1
)
= 0,

H2(
√
ū, v̄, 1) = 0的解当p → 1的情形.
设 √

ū(x, t) =

∞∑
i=0

ui(x, t)p
i,

v̄(x, t) =
∞∑
i=0

1

vi(x, t)
pi. (11)

将 (12)式代入同伦映射 (9), (10)式, 展开为 p

的幂级数, 合并 pi的同次幂项, 并令各次幂的系数
为零. 由p0的系数为零, 得

L1

[
u2
0,

1

v0

]
= L1[w, w̄],

L2

[
u2
0,

1

v0

]
= L2[w, w̄]. (12)

选 取 一 组 初 始 函 数
(√

w,
1

w̄

)
为 方 程 组

(3)—(6)式的一组解 (7), (8): (U, V ). 即√
w(x, t)

=

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ · cos kπx

l

)] 1
2

,

1

w̄
= T0. (13)

于是由 (12), (13)得

u0(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ · cos kπx

l

)] 1
2

, (14)

v0(x, t) =T0. (15)

将 (11), (14), (15)式代入同伦映射 (9), (10),
展开为pi的同次幂项. 由p1的系数为零, 得

L1

[
u2
1,

1

v1

]
= [−b(u0 − T0) + F (u0, T0)], (16)

L2

[
u2
1,

1

v1

]
= b(u0 − T0) +G(u0, T0). (17)

不难得到方程组 (16), (17)在零初始 -边值下的解
为

u1(x, t)

= T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ)− T0)

+ F (u0(ξ, τ), T0)] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
cos(kπx)

)]
× dτ

} 1
2

, (18)

v1(x, t)

=
1

C

∫ t

0

∫ x

0

[b(u0(ξ, τ)− T0) +G(u0(ξ, τ), T0)]

× dξ · exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (19)

于是, 得到了广义非线性飞秒脉冲激光电子和声子
控制金属薄膜导热扰动模型 (1)—(4)式的第一次
近似解析解U1(x, t), V1(x, t)为

U1(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ
×

∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ cos kπx

l

)] 1
2

+ T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ)− T0) + F (u0(ξ, τ), T0)] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
cos(kπx)

)]
dτ
} 1

2

. (20)

V1(x, t) = T0 +
1

C

∫ t

0

∫ x

0

[b(u0(ξ, τ)− T0) +G(u0(ξ, τ), T0)]dξ exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (21)
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将 (11), (14), (15), (20), (21)式代入同伦映射
(9), (10), 展开为 p的幂级数, 合并 pi的同次幂项.
由p1的系数为零, 得

L1

[
u2
2,

1

v2

]
= [−b(u1 − v1) + F (u1, v1)], (22)

L2

[
u2
1,

1

v2

]
= [b(u1 − v1) +G(u1, v1)]. (23)

不难得到方程 (22), (23)在零初始 -边值下的解为

u2(x, t) = T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

∫ 1

0

[−b(u1(ξ, τ)

− v1(ξ, t)) + F (u1(ξ, τ), v1(ξ, τ))]

× cos(kξ)dξ × exp
(

a

γv1
k2π2

× (t− τ) cos(kπx)
))]

dτ
} 1

2

. (24)

v2(x, t) =
1

C

∫ t

0

∫ x

0

[b(u1(ξ, τ)− v1(ξ, τ))

−G(u1(ξ, τ), v1(ξ, τ))]dξ

× exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (25)

于是, 我们得到了广义非线性飞秒脉冲激光电子和
声子控制金属薄膜导热扰动模型 (1)—(4)式的第
二次近似解析解U2(x, t), V2(x, t):

U2(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ · cos kπx

l

)] 1
2

+ T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

×
∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ)

+ u1(ξ, τ)− T0 − v1(ξ, τ))

+ F (u0(ξ, τ), T0)

+ F (u1(ξ, τ), v1(ξ, τ))] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
× cos(kπx)

)]
dτ
} 1

2

. (26)

V2(x, t) = T0 +
1

C

∫ t

0

∫ x

0

[b(u0(ξ, τ)

+ u1(ξ, τ)− T0 − v1(ξ, τ))

−G(u0(ξ, τ), T0)

−G(u1(ξ, τ), v1(ξ, τ))]dξ

× exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (27)

继续将 (11)式代入同伦映射 (9), (10)式, 用
同样的方法, 可以依次得到Un(x, t), Vn(x, t),
(n = 3, 4, · · · ).

我们能够利用泛函同伦映射理论和不动点定

理证明 [6,7,15,16]函数序列 {Un(x, t), Vn(x, t)} 是一
致收敛的. 其极限函数就是广义非线性飞秒脉冲激
光电子和声子控制金属薄膜导热扰动模型 (1)—(4)
式的精确解, 而 (Un(x, t), Vn(x, t))就是模型的一组

第n次近似解析解.

4 举 例

为简单起见, 现设广义激光及导热过程转化的
非线性扰动热源项F = u2, G = 0. 这时扰动模型
(1)—(4)式为

γu
∂u

∂t
= a

∂

∂x

(
u

v

)
∂u

∂x
− b(u− v)

+

√
4 ln 2

π

(1−R)J

cδ

× exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
t

c

)2)
+ u2, (28)

C
∂v

∂t
= b(u− v), (29)

u|t=0 = v|t=0 = T0, (30)
∂u

∂x
|x=0 =

∂v

∂x

∣∣∣∣
x=0

=
∂u

∂x

∣∣∣∣
x=l

=
∂v

∂x

∣∣∣∣
x=l

= 0. (31)

利用泛函同伦映射方法, 不难得到飞秒脉冲激
光电子和声子控制导热模型 (28)—(31)式的第一
近似解析解 (U1, V1)为

U1(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ · cos kπx

l

)] 1
2

+ T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

240201-4

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 24 (2014) 240201

×
∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ)− T0)

+ u2
0(ξ, τ)] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
× cos(kπx)

)]
dτ
} 1

2

. (32)

V1(x, t) = T0 +
1

C

∫ t

0

∫ x

0

b(u0(ξ, τ)− T0)dξ

× exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (33)

选取相应的参数: R = 0.57, a = 2, b = 1,
J = 1 mW, c = 0.96 J·m−2, l = 2 nm, γ =

0.95 × 106 J·m−3·K−2, δ = 0.1 nm, T0 = 1 ◦C,
C = 1 × 106 J·m−3·K−1, 由 (32), (33)式得飞秒脉
冲激光系统电子和声子控制导热模型 (1)—(4)式
的电子温度的第一次近似解析解U1的扩散分布函

数的曲面图形由图 2所示 (同样也可得到声子温度
的V1近似解析解的扩散分布函数的曲面图形).

U
1
↼x
֒t
↽


⊲

⊲
⊲

⊲






















xt

图 2 飞秒脉冲激光系统电子温度一次渐近解U1(x, t)的

扩散分布图

继续用泛函同伦映射方法, 可以得到广义飞秒
脉冲激光电子和声子控制导热模型 (28)—(31)式
的第二近似解析解 (U2, V2)为

U2(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ
− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
dτ · cos kπx

l

)] 1
2

+ T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

×
∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ) + u1(ξ, τ)

− T0 − v1(ξ, τ)) + u2
0(ξ, τ)

+ u2
1(ξ, τ)] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
× cos(kπx)

)]
dτ
} 1

2

. (34)

V2(x, t) = T0 +
1

C

∫ t

0

∫ x

0

b(u0(ξ, τ)

+ u1(ξ, τ)− T0 − v1(ξ, τ))dξ

× exp
(
− b

C
(τ − t)

)
dτ. (35)

同样, 选取相应的参数, 由 (34), (35)式可得
广义飞秒脉冲激光系统电子和声子控制导热模

型 (1)—(4)式的电子和声子温度的第二次渐近解
(U2, V2) 的扩散分布函数图. 其曲面图形在此从略.

5 近似解析解的意义

用近似解析解和得到的模拟图可以看出脉冲

激光电子和声子温度的通量、峰值和其他有关的物

理量的趋势等性态, 并且可以通过调整飞秒速度及
脉冲激光强度和其他有关参数, 使得导热模型达到
最佳状态.用解析的方法来获得模型解的解析表达
式, 便于对模型的各物理量性态可作更深入的数学
分析.

由上述提供的方法还可继续得到更高次的近

似解析解, 以便得到更精确的结果, 使得与模型的
实际情况更接近.

6 泛函同伦映射方法讨论

用泛函同伦映射方法来求非线性方程的物理

问题的近似解析解是本世纪初发展起来的一种方

法 [15,16], 其方法和理论还在不断地改进中. 本文通
过适当改进的方法来讨论广义飞秒脉冲激光系统

电子和声子控制导热模型, 并取得了良好的结果.
首先, 本方法用数学解析式来表述对应问题的

近似解, 因此对所得的各次近似式还可进行微分、
积分等解析运算, 进而得到待求物理量关于模型中
相应物理参数的变化趋势. 这是比较于通常数值方
法的优点之一. 特别地, 泛函同伦映射方法可以较
简便地得到具有某种 “突变”型的物理量模型解的
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近似表达式. 传统的数值方法尽管也可处理此类问
题, 但因其需较细的网格剖分而使得计算过程十分
复杂, 而且在转移层、转向点等附近, 解的某些突变
特性也易被忽略.

对非线性问题, 近来已经有一些研究利用解析
式来表达问题的解, 例如Jacobi椭圆函数法、双曲
函数法、G′/G展开法、修正的CK方法、非经典李群
方法、齐次平衡法等, 这些方法在一定的场合下, 能
得到很好的结果. 但是这些方法的求解往往只适
用于具体的特殊非线性方程. 求解会受到一定的
限制. 然而, 本文所涉及的泛函同伦映射方法求近
似解的面比较广, 方程中非线性项的表示式不必很
具体.

此外, 泛函同伦映射方法还有一个与其他求近
似解析解的方法不同的特点, 就是泛函同伦映射方
法是在泛函分析的函数空间下进行的, 因此讨论的
对象无论是模型的结构还是近似解及其性态都是

在泛函分析的广义函数空间意义下进行的.在弹性
力学、热力学、量子力学、激波理论等物理学科中,
许多问题都涉及广义函数的概念, 譬如 “点源 δ(x)

函数”就是在许多现代物理学科中出现的一个广义
函数.

本文得到的广义飞秒脉冲激光对纳米金属传

导模型的近似解析解, 是采用泛函同伦方法与其他
方法相结合的情况下得出的近似解. 首先, 用其他
相应的方法求出非线性的退化问题精确解, 以此解
析精确解为泛函同伦映射关系式的初始近似, 再利
用同伦迭代式依次地得到各次近似解析式.

用泛函同伦方法求解纳米金属传导模型的近

似解析解, 一般具有快速逼近原问题解的特点. 因
为我们选用了相应的退化问题作为迭代表达式的

初始近似, 因此在某种情况下较大地减少了相关的
迭代步骤.

同时, 用泛函同伦方法求解广义飞秒脉冲激
光对纳米金属传导模型的近似解析解, 在一定意
义下还可以较快地得到近似解析解所要求的精度.
例如, 在本文第 4节中, 若非线性扰动项为微扰的:
F = εu2, 0 < ε ≪ 1, 这时可得到的电子温度的一
次近似解析解U1(x, t)为

U1(x, t) =

[
T0 +

8(1−R)J

cδπ

√
T0 ln 2

γaπ

×
∞∑
k=1

(
1

k

∫ t

t0

exp
(
− x

δ

− 4 ln 2

(
τ

c

)2

+
−ak2π2

γT0l2
τ

)
× dτ cos kπx

l

)] 1
2

+ T0

{∫ t

0

[
1 +

∞∑
k=1

(
2

kπ

×
∫ 1

0

[−b(u0(ξ, τ)− T0)

+ εu2
0(ξ, τ)] cos(kξ)dξ

× exp
(

a

γT0
k2π2(t− τ)

)
× cos(kπx)

)]
dτ
} 1

2

. (36)

可以利用泛函分析的不动点定理证明由 (36)式决
定的电子温度的一次近似解析解U1(x, t)与对应

的原广义飞秒脉冲激光对纳米金属传导模型的解

uexact(x, t)之间有以下的关系式:

U1(x, t) = uexact(x, t) +O(ε) (0 < ε ≪ 1).

由上式知, 用泛函同伦方法求解纳米金属传导模型
的一次近似解析解已具有良好的精度.

用泛函同伦方法求解物理问题, 也有其欠缺之
处. 首先, 得到解的迭代序列必须是收敛的, 否则
得到的各次 “近似”解就无意义. 其次, 在用同伦迭
代式依次得到的近似序列函数解时, 初始近似必须
选择得当, 这样才能使各次近似较快地达到所要求
的精度. 因此, 退化问题解的性态应与原问题解的
性态基本相符. 否则还要用其他途径选择初始近
似. 泛函同伦方法如何克服这些不足, 需要我们在
今后进行更深入的探讨.

7 结 论

本文用有关数学理论和方法来得到广义飞秒

脉冲激光对钠米金属薄膜导热模型的一次和二次

近似解析解. 所得结果显式地给出了电子温度和声
子温度对导热系数、电子与声子热容等物理参数的

依赖关系, 便于与实验结果比较, 以此作为改进加
工技术的根据. 结果表明, 泛函同伦方法是研究此
类问题简便而有效的方法.
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Abstract
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