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导电导磁管道外任意放置线圈激励下

脉冲涡流场时域解析解∗

陈兴乐† 雷银照

(北京航空航天大学自动化科学与电气工程学院, 北京 100191)

( 2014年 7月 8日收到; 2014年 8月 8日收到修改稿 )

利用二阶矢量位和洛伦兹互易定理, 解析求解了导电、导磁金属管道外任意放置线圈激励下非轴对称涡
流场的频域解. 利用求频域式极点处留数的方法求解拉普拉斯反变换, 得到了脉冲电流激励下检测线圈两端
感应电压以及管壁内脉冲涡流分布的时域解析式. 分析比较了不同线圈放置方式下管壁内脉冲涡流的分布和
扩散过程, 以及感应电压对管壁的灵敏度. 研究结果表明: 当线圈轴线沿管道径向法线方向放置时, 得到的感
应电压时域信号最强, 对壁厚的检测灵敏度最高.

关键词: 脉冲涡流电磁场, 二阶矢量位, 铁磁管道, 时域解析解
PACS: 03.50.De, 41.20.–q, 81.70.Ex DOI: 10.7498/aps.63.240301

1 引 言

工业领域大量使用导电导磁的铁磁金属管道

来输送和存储具有高温、高压、腐蚀性强的液体或

气体介质, 管道的腐蚀十分普遍. 脉冲涡流法是一
种可以在包覆层外在役检测铁磁管道腐蚀的电磁

无损检测方法 [1,2]. 以脉冲电流激励代替正弦激励,
使导体内感应出脉冲涡流, 在导体外产生脉冲磁
场, 通过检测此脉冲涡流电磁场的衰减过程来评估
管道壁厚的腐蚀程度. 求解管道外任意放置线圈激
励下非轴对称脉冲涡流场的时域解, 是准确实施管
道脉冲涡流检测的理论基础.

轴对称管道涡流场问题的解析求解方法已有

较多的研究结果. 利用分离变量法,文献 [3, 4]解析
求解了同轴穿过式线圈激励下多层圆柱导体涡流

场的磁矢位. 对于非轴对称管道三维涡流场模型,
引入二阶矢量位求解是一种有效的求解方法, 文献
[5—7]对穿过式偏心线圈, 计及管道端部效应, 管
道内、外壁不同轴等非轴对称情况下的管道涡流问

题进行了解析求解. 文献 [8—10]基于电磁场叠加
原理, 指出利用二阶矢量位求解非轴对称涡流场的

关键之一是求解线圈探头在空气中入射场的线圈

系数. 其中文献 [8]在求解无限大导体中螺栓孔内
放置式线圈的涡流场阻抗时, 给出了直接法和间接
法两种线圈系数的求解思路; 文献 [9]利用间接法
给出了实心圆柱导体外垂直放置圆柱线圈的线圈

系数; 文献 [10]则给出了圆柱导体外任意放置圆柱
线圈的线圈系数从直角坐标系向圆柱坐标系转换

的计算公式. 文献 [11—13]同样引入二阶矢量位,
将求解模型扩展到空心圆柱管道, 解析求解了管道
外多种放置式线圈的涡流场模型.

文献 [14, 15]证明了瞬态涡流电磁场定解问题
解的惟一性和稳定性. 在时谐涡流场解析式的基础
上, 利用拉普拉斯反变换, 可求出模型脉冲涡流场
的时域表达式 [16−20]. 文献 [16]在求解管状导体空
腔对脉冲磁场的屏蔽模型时, 利用留数定理, 通过
求磁场复频域表达式极点处的留数, 得到了脉冲磁
场的时域解. 文献 [17, 18, 20]也通过求极点处留数
的方法, 利用赫维赛展开式得到了平板导体脉冲涡
流检测模型线圈感应电压级数形式的时域表达式.

本文利用二阶矢量位解析求解导电、导磁金属

管道外任意放置线圈激励下非轴对称涡流场, 并给
出三种典型放置方式下圆柱线圈的线圈系数表达
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式; 然后通过求极点处留数的方法求拉氏反变换,
得到脉冲电流激励下检测线圈两端感应电压以及

管壁内涡流密度分布的时域解析式; 最后分析比较
线圈探头在三种典型放置方式下管壁内脉冲涡流

分布和扩散过程, 以及感应电压时域信号对壁厚的
灵敏度, 以找出对铁磁管道实施脉冲涡流检测时线
圈探头的最佳放置方式.

2 管道涡流场频域解析式

2.1 不同线圈放置方式下管道涡流场模型

设长直导电、导磁金属管道的内半径为 r1, 外
半径为 r2, 管道壁厚 d = r2 − r1, 电导率σ, 磁导
率µ = µ0µr (µ0为真空磁导率, µr 为相对磁导率).
高度为h的空心圆柱激励线圈 (下标为d)和检测

线圈 (下标为p)以三种典型方式放置在管道外, 如
图 1— 3所示, 分别使线圈轴线沿管道径向法线方
向 (方式 I), 与管道轴线平行 (方式 II), 沿管道圆周
方向 (方式 III). 线圈探头边缘与管道外壁之间最
短距离定义为探头提离 lo, 本文中所用线圈探头
几何尺寸见表 1 . 建立圆柱坐标系Oρφz, 并让 z

轴与管道轴线重合. 为便于求解, 如图 1— 3所示,
将场域划分成 3个场区: 场区 1, ρ < r1; 场区 2,
r1 < ρ < r2; 场区 3, r2 < ρ < r2 + lo. 管道外任意
放置的圆柱线圈, 都可分解成此三种典型方式的矢
量叠加, 因此本文中以此三种典型放置方式为研究
对象, 具有普适性.

对管道实施脉冲涡流检测时, 通过在激励线圈
中通入脉冲激励电流, 使管壁内感应出脉冲涡流
场, 然后采集激励电流关断后检测线圈两端感应电
压时域信号, 来评估管道壁厚的腐蚀程度.
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图 1 (网刊彩色)圆柱线圈轴线沿管道径向法线方向 (方式 I)放置时管道涡流场模型
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图 2 (网刊彩色)圆柱线圈轴线与管道轴线平行 (方式 II)放置时管道涡流场模型
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图 3 (网刊彩色)圆柱线圈轴线沿管道圆周方向 (方式 III)放置时管道涡流场模型

表 1 激励线圈和检测线圈的几何尺寸

线圈参数 激励线圈 检测线圈

匝数 N 174 1025

高度 h/mm 25.0 25.0

内半径 ri/mm 20.9 20.0

外半径 ro/mm 22.2 20.8

2.2 二阶矢量位通解表达式

在图 1— 3所示的管道涡流检测模型中, 设激
励线圈中通入激励电流的拉氏变换为 I(s), 忽略模
型中位移电流, 磁矢位A满足频域形式矢量亥姆霍

兹方程 [4]

∇2A+ k2A = 0, (1)

在空气场区 1和 3中, k2 = 0; 在导体场区 2中,
k2 = −µσs. 对于图 1— 3所示的非轴对称涡流

场问题, 直接求解磁矢位, 已变得困难. 此时, 依
据磁矢位的洛伦兹规范引入二阶矢量位可简化求

解 [21]. 引入二阶矢量位W 来表示磁矢位A, 有

A = ∇×W = ∇× (Waez + ez ×∇Wb), (2)

式中ez为 z方向单位向量, Wa和Wb为相互独立

的标量函数, 且同时满足齐次亥姆霍兹方程:

∇2Wa + k2Wa = 0, (3)

∇2Wb + k2Wb = 0, (4)

此时磁通密度B可推导为

B = ∇×A

= ∇
(
∂Wa
∂z

)
+ k2(Waez + ez ×∇Wb). (5)

可见, 在无电流的自由空间, 三维磁场可用一个标
量函数Wa来描述, 在导体区域, 可用 2 个标量函
数Wa和Wb来描述. 利用圆柱坐标系下分离变量
法求解方程 (3) 和 (4), 并考虑ρ → 0处场量的有界

性, 可得到各场区二阶矢量位标量函数的通解表达
式 [11,12]:

Wa1 =

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Ca1Im(|λ|ρ)

× ejmφ ejλzdλ, (6)

Wa2 =

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

[Ca2Im(λ2ρ)

+Da2Km(λ2ρ)] ejmφ ejλzdλ, (7)

Wb2 =

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

[Cb2Im(λ2ρ)

+Db2Km(λ2ρ)] ejmφ ejλzdλ, (8)

Was3 =

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

CdIm(|λ|ρ)

× ejmφ ejλzdλ, (9)

Waec3 =

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

DecKm(|λ|ρ)

× ejmφ ejλzdλ, (10)

式中λ2 =
√
λ2 + µσs; Im(x)和Km(x)分别为第 1

类和第 2 类m阶修正贝塞尔函数; Ca1, Ca2, Da2,
Cb2, Db2, Cd以及Dec均是待定系数. 根据叠加原
理, 场区 3中二阶矢量位Wa3 是入射场和涡流散射

场两部分的叠加, 即Wa3 = Was3 +Waec3, 其中用
Was3描述激励线圈单独作用时, 在空气中激发的
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入射场; 用Waec3描述管壁内涡流单独作用时, 在
场区3中激发的散射场.

在图 1— 3划分的 3个待求场区中, 包含 2个
内边界面: 柱面ρ = r1和柱面ρ = r2. 这 2个内边
界面上没有外源分布, 所以内边界面上磁场满足边
界条件eρ ·(Bj−Bi) = 0和eρ×(Hj−Hi) = 0,式
中 i < j, Bi, Bj和Hi, Hj分别为场区 i和场区 j

中靠近边界面的磁通密度和磁场强度. 将二阶矢量
位的通解表达式 (6)—(10)式代入 (5)式中, 求出各
场区的磁通密度后, 由这 2个内边界面上 3个方向
的磁场边界条件, 列出 6个线性无关的方程. 再利
用之前研究工作 [11]中提到的分块矩阵法求解此
管道模型边值问题的线性方程组, 可得到 (6)—(10)
式中各待定系数的表达式:DecIm(|λ|r2)

Ca1Im(|λ|r1)

 =
−Cd

λKm(|λ|r2)

×

(βPQ−1 + αQP−1 −R)−1

1
0

 , (11)

Ca2

Da2

 =
αCd

λ2Km(|λ|r2)

×

(βPQ−1P + αQ−RP )−1

1
0

 , (12)

Cb2

Db2

 =
mαCd

λλ2
2Km(|λ|r2)

×

(αQP−1Q−RQ+ βP )−1

1
0

 , (13)

式中

α = −λµr
λ2

,

β =
m2µr
λ2
2

(
λ

λ2
− λ2

λ

)
,

P =

Km(λ2r2) Im(λ2r2)

Km(λ2r1) Im(λ2r1)

 ,

Q =

K′
m(λ2r2)r2 I′m(λ2r2)r2

K′
m(λ2r1)r1 I′m(λ2r1)r1

 ,

R =

r11 0

0 r22

 ,

r11 =
|λ|Km+1(|λ|r2)
λKm(|λ|r2)

r2 −
m

λ
,

r22 = −|λ|Im+1(|λ|r1)
λIm(|λ|r1)

r1 −
m

λ
.

其中 I′m(x)和K′
m(x)分别表示第 1类和第 2类m阶

修正贝塞尔函数对x的导数. 与文献 [12, 13]的研
究结果相比, 本文中利用分块矩阵法解得的待定
系数 (11)—(13)式, 形式更简单, 便于在下文中通
过求频域解析式极点处留数的方法来求解拉式反

变换.
由 (11)—(13)式可知, 只要解出场区 3中入

射场二阶矢量位函数Was3 中的激励线圈系数

Cd(λ,m), 就能确定通解 (6)—(10)中其他的待定
系数. 可见, 求解不同放置方式下线圈探头在空气
中入射场的线圈系数, 是求解图 1— 3所示非轴对

称管道涡流场的关键.

2.3 线圈探头不同放置方式下的线圈系数

文献 [8]给出了直接法和间接法两种线圈系数
的求解思路, 直接法利用毕奥 -萨伐尔定律求解出
激励线圈在空气中的磁场, 然后通过距离倒数的
贝塞尔函数展开, 将磁场表达式化成与二阶矢量位
Was3通解表达式 (9)式相同的形式, 最后通过比较
两表达式得到线圈系数Cd(λ,m); 间接法则是通过
解析法或数值计算法求出空气中激励线圈在边界

面ρ = r2 + lo上入射场磁通密度的一个分量后, 利
用傅里叶级数展开, 得到线圈系数. 本文将从洛伦
兹互易定理和法拉第电磁感应定律出发, 通过推导
检测线圈系数Cp(λ,m), 来求解管道外任意形状、
任意放置线圈探头的线圈系数通用表达式. 由洛伦
兹互易定理, 检测线圈两端由管壁内涡流引起的涡
流场感应电压可写为 [8,9]

Uec(s) =
4π2s

µ0I(s)

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

λ2Cp(−λ,−m)

×Dec(λ,m)dλ, (14)

式中检测线圈系数Cp(λ,m)与 (9)式中激励线圈系
数Cd(λ,m) 有相同的形式, 只需将表达式中检测
线圈的几何参数换成激励线圈的几何参数. 因此,
我们也可以通过求解检测线圈系数Cp(λ,m), 来确
定 (11)—(13)式中待求的激励线圈系数Cd(λ,m).
由 (5)式可知, 管壁内涡流在场区 3中激发的涡流
散射场磁通密度Bec3为

Bec3 = ∇
(
∂Waec3
∂z

)
. (15)

由法拉第电磁感应定律, 此涡流散射场会在检测线
圈两端感应出电压

Uec(s) = −s

∫∫
SQ

Bec3 · ndS
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= −s

∫∫
SQ

∇
(
∂Waec3
∂z

)
· ndS, (16)

式中, SQ表示检测线圈内所有闭合回路张成的曲

面, 单位向量n为曲面的正方向. 将 (10)式所示
Waec3代入 (16)式中, 再与 (14)式对比, 可得检测
线圈系数为

Cp(λ,m) = jµ0I(s)

4π2λ

∫∫
SQ

∇[Km(|λ|ρ)

× e−jmφ e−jλz] · ndS, (17)

此通用表达式可求解管道外任意形状、任意放置线

圈的线圈系数, 只与线圈的几何形状和放置方位有
关, 与被检管道参数无关. (17)式与文献 [8]中直接
法求解得到的表达式一致, 推导过程简单, 思路容
易理解.

对图 1所示线圈轴线沿管道径向法线方向

放置的情况, 有n = ex, ρ =
√

x2 + y2, φ =

arctan(y/x), 代入 (17)式中, 可解得图 1所示管道

涡流场的检测线圈系数

CI
p(λ,m)

=
jµ0I(s)np

π2λ2

×
∫ r2+lo+hp

r2+lo

dx
∫ rpo

rpi

dr0
∫ r0

0

(CI
sa + CI

sb)

× sin
(
λ
√
r20 − y2

)
dy, (18)

式中

CI
sa =

|λ|x√
x2 + y2

K′
m(|λ|

√
x2 + y2)

× cos
(
m arctan y

x

)
,

CI
sb =

my

x2 + y2
Km(|λ|

√
x2 + y2)

× sin
(
m arctan y

x

)
,

np =
Np

(rpo − rpi)hp
.

将上式中检测线圈的几何参数换成激励线圈的参

数, 即激励线圈系数Cd(λ,m), 将其代入 (11)式中,
求出待定系数Dec后, 再代入 (14)式中, 即可求得
检测线圈两端由管道内涡流引起的感应电压频域

表达式.
对于图 2所示圆柱线圈轴线与管道轴线平行

的情况, 有n = ez, 同样利用 (17)式求出线圈系数
后, 再利用修正贝塞尔函数加法定理, 将圆柱坐标
系的 z轴从管道轴线移至线圈轴线, 可对线圈系数

的表达式进行化简得 [13]

CII
p (λ,m) =

µ0I(s)np
πλ|λ|

sin(λhp/2)

×Km(|λ|x0)

∫ rpo

rpi

I1(|λ|r)rdr, (19)

式中, x0 = r2 + lo + rdo.
对于图 3所示圆柱线圈轴线沿管道圆周方法

放置的情况, 有n = ey, 由 (17)式同理可求得

CIII
p (λ,m)

=
µ0I(s)np
π2λ2

∫ hp/2

0

dy

×
∫ rpo

rpi

dr0
∫ x0+r0

x0−r0

(CIII
sa + CIII

sb )

× sin
(
λ
√
r20 − (x− x0)2

)
dx, (20)

式中

CIII
sa =

|λ|y√
x2 + y2

K′
m

(
|λ|

√
x2 + y2

)
× sin

(
m arctan y

x

)
,

CIII
sb =

mx

x2 + y2
Km

(
|λ|

√
x2 + y2

)
× cos

(
m arctan y

x

)
.

为了后文中计算方便, 将线圈系数对激励电流归一
化, 记Cpu(λ,m) = Cp(λ,m)/I(s).

3 导电导磁管道脉冲涡流场时域解
析式

3.1 变量代换

得到场量在复频域中的表达式后, 可通过计算
频域式极点处留数的方法来实现拉氏反变换. 然
而, 与文献 [17—19]中平板导体模型相比, 图 1—
3所示管道模型涡流场的复频域表达式更复杂, 找
出其极点的难度更大. 为了便于计算场量在复频域
中的极点, 将 (11)式解得的系数Dec 代入感应电压

频域 (14)式中, 然后进行变量代换

ξ = jλ2 = j
√
λ2 + µσs, (21)

则涡流场感应电压复频域表达式可化为

Uec(s) =
4π2I(s)s

µ0

×
∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)Cpu(−λ,−m)λ

K2
m(|λ|r2)
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× FN1(ξ)

FD(ξ)
dλ, (22)

式中

FN1(ξ) = βξAmDm − αξBmCm

−AmBmr22, (23)

FD(ξ) = (βξAm + αξBm)2 − αξβξ(Cm +Dm)2

− βξAm(Cmr22 +Dmr11)

+ αξBm(Dmr22 + Cmr11)

+AmBmr11r22, (24)

式中

αξ = −λµr

ξ
,

βξ = −m2µr
ξ2

(
λ

ξ
+

ξ

λ

)
,

Am, Bm, Cm和Dm分别为贝塞尔函数的多项式:

Am(r1, r2, ξ)

= Jm(r1ξ)Ym(r2ξ)− Jm(r2ξ)Ym(r1ξ),

Bm(r1, r2, ξ)

= [J′m(r1ξ)Y′
m(r2ξ)− J′m(r2ξ)Y′

m(r1ξ)]r1r2,

Cm(r1, r2, ξ)

= [J′m(r1ξ)Ym(r2ξ)− Jm(r2ξ)Y′
m(r1ξ)]r1,

Dm(r1, r2, ξ)

= [Jm(r1ξ)Y′
m(r2ξ)− J′m(r2ξ)Ym(r1ξ)]r2,

其中Jm(x)和Ym(x)分别为第1类和第2类m阶贝

塞尔函数, J′m(x)和Y′
m(x)分别表示其对x的导数.

下文中, Am(r1, r2, ξ), Bm(r1, r2, ξ), Cm(r1, r2, ξ)
和Dm(r1, r2, ξ)默认简写为Am(ξ), Bm(ξ), Cm(ξ)
和Dm(ξ). 将 2.3节中求得的三种线圈放置方式下
线圈系数表达式 (18)—(20)式代入 (12)和 (13)式
中, 解得待定系数Ca2, Da2, Cb2和Db2后, 代入二
阶矢量位 (7)和 (8)式中, 并进行 (21)式所示变量代
换, 得到导体场区 2中二阶矢量位标量函数的复频
域解:

Wa2(s) = µrI(s)

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)λ

ξ2Km(|λ|r2)
Am(r1, ρ, ξ)FN1(ξ) +Am(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)

Am(ξ)FD(ξ)
ejmφ ejλzdλ, (25)

Wb2(s) = µrI(s)

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)m

ξ3Km(|λ|r2)
Cm(r1, ρ, ξ)FN1(ξ) +Dm(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)

Bm(ξ)FD(ξ)
ejmφ ejλzdλ, (26)

式中FN2(ξ) =
2

πξ
(βξAm(ξ) + αξBm(ξ)).

3.2 脉冲涡流场时域解析式

求出复频域中像函数F (s)后, 可通过留数法
来求解F (s)的拉氏反变换 [22]:

f(t) =
n∑

k=1

Res[F (s) est, sk] (27)

式中 sk是像函数F (s)的第k个极点, Res[F (s) est,
sk]表示F (s) est在极点 sk处的留数. 据此, 我们可

通过计算
FN1(ξ)

FD(ξ)
est在分母FD(ξ)零点处的留数来

求解 (22)式所示感应电压的单位阶跃响应. 并用激
励电流对时间的导数 i′(t)与模型单位阶跃响应作

卷积, 来得到激励线圈通入脉冲电流 i(t)时, 检测
线圈两端涡流场感应电压的时域解

uec(t) = i′(t) ∗ 8π2

µ0µσ

×
∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)Cpu(−λ,−m)λ

K2
m(|λ|r2)

×
+∞∑
k=1

FN1(ξDk)

F ′
D(ξDk)

ξDk e−
ξ2Dk+λ2

µσ tdλ, (28)

式中 “*”表示对时间的卷积运算

f1(t) ∗ f2(t) =
∫ t

0

f1(τ)f2(t− τ)dτ,

ξDk是 (24)式所示分母表达式FD(ξ) = 0的第k个

正实根, F ′
D(ξ)表示对变量 ξ的导数. 极点 ξDk可通

过数值计算方法获得.

4 不同线圈放置方式下管道脉冲涡流
场的分布

在图 1— 3所示金属管道涡流检测模型中, 管
壁内涡流密度与磁矢位A2的关系为

J(ρ, φ, z) = −σsA2(ρ, φ, z), (29)

由二阶矢量位的定义 (2)式, 可将圆柱坐标系下管
壁内磁矢位A2用 (25)和 (26)式求出的二阶矢量位
Wa2(s)和Wb2(s)表出, 再代入 (29)式, 即可求得管
壁内涡流密度在复频域中的解析式. 然后利用 3.2
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节中同样的拉普拉斯反变换, 得到激励线圈中通入
脉冲电流 i(t) 时, 管壁内涡流密度各分量的时域表
达式:

Jρ = i′(t) ∗ 2j
µ0ρ

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)mλ

Km(|λ|r2)

×
+∞∑
k=1

Γρ(ρ, ξk)

ξkΛ′(ξk)

× e−
ξ2k+λ2

µσ t ejmφ ejλzdλ, (30)

Jφ = i′(t) ∗ 2

µ0ρ

∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)λ

Km(|λ|r2)

×
+∞∑
k=1

Γφ(ρ, ξk)

Λ′(ξk)

× e−
ξ2k+λ2

µσ t ejmφ ejλzdλ, (31)

Jz = i′(t) ∗ 2

µ0

×
∫ +∞

−∞

+∞∑
m=−∞

Cdu(λ,m)m

Km(|λ|r2)

×
+∞∑
k=1

Γz(ρ, ξk)

Λ′(ξk)

× e−
ξ2k+λ2

µσ t ejmφ ejλzdλ, (32)

式中

Γρ(ρ, ξ) = [Am(r1, ρ, ξ)FN1(ξ)

+Am(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)]Bm(ξ)

− [Bm(r1, ρ, ξ)FN1(ξ)

+Bm(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)]Am(ξ),

Γφ(ρ, ξ) = [Dm(r1, ρ, ξ)FN1(ξ)

+ Cm(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)]Bm(ξ)

−m2/ξ2[Cm(r1, ρ, ξ)FN1(ξ)

+Dm(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)]Am(ξ),

Γz(ρ, ξ) = [Cm(r1, ρ, ξ)FN1(ξ)

+Dm(ρ, r2, ξ)FN2(ξ)]Am(ξ),

式中Λ(ξ) = Am(ξ)Bm(ξ)FD(ξ), ξk是Λ(ξ) = 0的

第k个正实根, Λ′(ξ)表示Λ(ξ)对变量 ξ的导数, 极
点 ξk可通过数值计算方法求得.

设图 1— 3所示管道模型中被检管道为

180 mm外直径、7 mm壁厚的钢管, 其电导率σ 为

4 MS·m−1, 相对磁导率µr设为典型值 250. 线圈
探头的尺寸如表 1 所示, 线圈距管道外壁的提离
为 5 mm, 设激励电流为单位阶跃的下降沿. 由
(30)—(32)式可计算出激励电流关断后, 管壁内涡
流密度的三维分布, 为了观察涡流随时间的扩散过
程, 求得场点 (ρ, φ, z)处的涡流密度模为

J =
√
J2
ρ + J2

φ + J2
z . (33)

将 2.3节中求得的三种线圈放置方式下线圈系数
(18)—(20)式代入 (30)—(32)式, 再代入 (33)式中,
计算出不同线圈放置方式下管道外表面 (ρ = r2)在
t = 10 ms 时刻, 涡流密度的分布如图 4所示. 计算
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图 4 (网刊彩色)不同线圈放置方式下管道外表面 (ρ = r2)在 t = 10 ms时刻涡流密度的分布 (线圈轴线沿管道径
向法线方向 (I)、与管道轴线平行 (II)、沿管道圆周方向 (III))
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图 5 (网刊彩色)不同线圈放置方式下管道横截面
(φ = 0, z > 0)内脉冲涡流的扩散过程 (线圈轴线沿
管道径向法线方向 (I)、与管道轴线平行 (II)、沿管道圆周
方向 (III))

出不同线圈放置方式下管道横截面 (φ = 0, z >0)
分别在 0.5, 2, 5和 15 ms时刻, 涡流密度的分布如
图 5所示. 由图 4可知, 不同线圈放置方式下, 在管
壁内激励出的涡流分布不同: 当线圈轴线沿管道
径向法线方向放置时, 在线圈正下方管壁内感应出

旋涡状涡流; 当线圈轴线与管道轴线平行放置时,
线圈下方管壁内涡流以周向分布为主; 当线圈轴线
沿管道圆周方向放置时, 管壁内涡流以轴向分布
为主. 由图 5所示管壁内脉冲涡流的扩散过程可看

出, 随着激励电流的关断, 在线圈下方管道外壁感
应出涡流, 并向内壁扩散, 扩散的同时, 强度逐渐衰
减; 不同的线圈放置方式, 管壁内涡流向内壁的扩
散速度基本一致, 说明管壁内脉冲涡流的扩散速度
与管道外线圈的放置方式关系不大.

5 不同线圈放置方式下感应电压对
壁厚的灵敏度

为了考察感应电压时域信号对壁厚d的检测

灵敏度, 可用离散的方法近似计算感应电压检测信
号u(t) 对壁厚d的偏导:

∂u

∂d
≈ u(t, d+∆d)− u(t, d)

∆d
, (34)

当∆d取得足够小时, 上式右边趋近于左边偏导数.
采用第 4节中相同的模型参数, 并利用 (28)式计算
时域感应电压的理论曲线, 由离散 (34)式计算出不
同线圈放置方式下, 感应电压时域信号对管道壁厚
的灵敏度曲线如图 6所示.
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图 6 不同线圈放置方式下感应电压时域信号对壁厚的

灵敏度曲线 (线圈轴线沿管道径向法线方向 (I)、与管道轴
线平行 (II)、沿管道圆周方向 (III) )

结合图 5中对管壁内脉冲涡流扩散过程的观

察和图 6中感应电压对壁厚的灵敏度曲线可看出,
在涡流扩散前期, 涡流扩散至管道内壁之前, 扩散
过程受管道壁厚的影响小, 所以感应电压信号在前
期段 (0—5 ms), 对壁厚d的变化不灵敏. 随着时间
t的增长, 壁厚变化引起的感应电压变化量会先增
大后减小, 不同线圈放置方式下, 灵敏度曲线到达
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峰值的时间基本一致, 进一步说明管壁内脉冲涡流
的扩散速度与管道外线圈的放置方式关系不大. 此
外, 对比图 6中 3条曲线可知, 模型参数一致时, 当
线圈轴线沿管道径向法线方向放置时 (方式 I), 感
应电压对壁厚变化最灵敏, 放置方式 I的灵敏度曲
线峰值约为放置方式 II的5.6倍, 是放置方式 III 的
7.2倍.

6 实验结果

实验对象是外直径为 180.0 mm, 壁厚为
7.0 mm的 20# 钢管. 实验钢管被切割成 1.5 m的
长度, 当线圈探头放置在管道中间位置时, 管道两
端的边缘效应可忽略不计, 可当成无限长管道模
型求解. 实验中采用直线等距排列, 探针间距为
1.0 mm的四探针探头FT-202来测量钢管的电导
率, 直流激励电流幅值为 2.5 A, 测得实验所用钢管
的电导率σ为4.22 MS·m−1.

自制的空心圆柱激励线圈和检测线圈尺寸如

表 1所示, 用WK6500 B阻抗分析仪测得激励线圈
在空气中的电感Ld = 1.21 mH, 电阻Rd = 5.81 Ω.
将线圈探头分别以图 1— 3所示三种典型方式放置

在管道外靠近中间的位置, 并使线圈探头外沿与
管道外壁之间的距离 lo为 6.0 mm. 在激励线圈中
通入幅值为 5.0 A的稳定电流, 并在 t = 0时刻迅

速关断, 此时会在激励线圈中得到下降沿时间为
0.62 ms的脉冲激励电流. 然后通过 16位分辨率的
数据采集卡采集激励电流关断后检测线圈两端的

感应电压时域信号, 不同线圈探头放置方式下, 得
到的感应电压实验曲线见图 7 .

采用文献 [13]中类似的方法, 将脉冲磁场激励
下钢管的磁化曲线做线性化近似处理, 将钢管的相
对磁导率设为一个未知常数, 其值大小受铁磁管道
材料微观结构、管道内剩磁、脉冲激励磁场强度等

因素影响. 实验中, 相对磁导率的取值采用试算的
方法确定, 即通过不断调整相对磁导率的取值, 使
感应电压理论计算曲线与实验测量曲线之间的均

方根误差最小. 线圈的放置方式不同, 透入管壁内
脉冲激励磁场的方向和强度不同, 钢管相对磁导
率的取值不同. 本文实验条件下, 通过试算法确定
的三种线圈放置方式下钢管相对磁导率µr依次为

298, 283和256. 不同线圈放置方式下, 检测线圈两
端感应电压的实验测量曲线与 (28)式计算得到的

理论曲线对比如图 7所示. 图中理论曲线与计算曲
线符合, 验证了本文中理论推导得到的解析式.

当线圈轴线沿管道径向法线方向放置时 (方式
I), 线圈与管道之间的耦合程度最好, 激励线圈激
化的入射磁场能更多地透入到管壁内, 同时管壁内
涡流激化的散射场, 能更多地穿过检测线圈. 因此,
如图 6和图 7所示, 线圈探头采用方式 I放置时, 得
到的感应电压时域信号最强, 对铁磁管道壁厚的检
测灵敏度最高.
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图 7 (网刊彩色)不同线圈放置方式下感应电压实验测
量曲线与理论计算曲线对比 (线圈轴线沿管道径向法线方
向 (I)、与管道轴线平行 (II)、沿管道圆周方向 (III))

7 结 论

引入二阶矢量位, 结合洛伦兹互易定理和法拉
第电磁感应定律, 可有效求解管道外任意形状、任
意放置线圈探头激励下非轴对称涡流场问题. 在涡
流场频域解的基础上, 通过留数法求解拉普拉斯反
变换, 可得到激励线圈中激励电流关断后检测线圈
两端感应电压以及管壁内涡流密度的时域解析式.
通过研究管壁内脉冲涡流扩散过程以及感应电压

信号对壁厚的灵敏度曲线得出: 不同线圈放置方式
下, 管壁内感应涡流的分布差别较大, 但脉冲涡流
向管道内壁的扩散速度与线圈的放置方式无关; 涡
流扩散至管道内壁之前, 扩散过程受管道壁厚的影
响小, 前期感应电压信号对壁厚不灵敏; 当线圈轴
线沿管道径向法线方向放置时, 得到的感应电压时
域信号最强, 对壁厚的检测灵敏度最高. 本文研究
结果丰富了非轴对称瞬态涡流场的解析求解方法,
可为铁磁管道的脉冲涡流检测提供理论支撑.

参考文献

[1] RTD-INCOTEST for the Detection of Corrosion un-
der Insulation, Cameron W http://www.applusrtd.com.

240301-9

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 24 (2014) 240301

au/files/brochure/40_INCOTEST Technical Paper. pdf
[2014-06-10]

[2] Cheng W 2012 J. Nondestr. Eval. 31 215
[3] Dodd C V, Deeds W E 1968 J. Appl. Phys. 39 2829
[4] Lei Y Z 2000 Analytical Methods for Tme-Harmonic

Electromagnetic Fields (Beijing: Science Press) p178 (in
Chinese) [雷银照 2000 时谐电磁场解析方法 (北京: 科学
出版社) 第 178页]

[5] Theodoulidis T P 2002 Res. Nondestruct. Eval. 14 111
[6] Theodoulidis T P 2004 Int. J. Appl. Electromagn. Mech.

19 207
[7] Skarlatos A, Theodoulidis T P 2010 IEEE Trans. Magn.

46 3885
[8] Burke S K, Theodoulidis T P 2004 J. Phys. D 37 485
[9] Theodoulidis T P, Burke S K 2004 Electromagn. Non-

destr. Eval. VIII 24 11
[10] Theodoulidis T, Skarlatos A 2012 IEEE Trans. Magn.

48 2392
[11] Chen X L, Lei Y Z 2012 Proc. CSEE 32 176 (in Chinese)

[陈兴乐, 雷银照 2012 中国电机工程学报 32 176]

[12] Mao X F, Lei Y Z 2013 NDT & E Int. 54 69
[13] Mao X F, Lei Y Z 2013 NDT & E Int. 60 121
[14] Xie L, Lei Y Z 2006 Acta Phys. Sin. 55 4397 (in Chinese)

[谢莉, 雷银照 2006 物理学报 55 4397]
[15] Xie L, Lei Y Z 2007 Chin. Phys. 16 2523
[16] Jaeger J C 1940 Philos. Mag. Ser. 29 18
[17] Theodoulidis T 2008 IEEE Trans. Magn. 44 1894
[18] Fan M B, Cao B H, Yang X F 2010 Acta Phys. Sin. 59

7570 (in Chinese) [范孟豹, 曹丙花, 杨雪峰 2010 物理学报
59 7570]

[19] Xiao C Y, Zhang J 2010 Chin. Phys. B 19 120302
[20] Chen X L, Lei Y Z 2013 Trans. China Electrotech. Soc.

28 1 (in Chinese) [陈兴乐, 雷银照 2013 电工技术学报 28
1]

[21] Smythe W R 1950 Static and Dynamic Electricity (2nd
Ed.) (New York: McGraw-Hill)

[22] Bronshtein I N, Semendyayev K A, Musiol G, Muehlig
H 2007 Handbook of Mathematics (5th Ed.) (Berlin:
Springer) p718

Analytical solutions to pulsed eddy current field excited
by a differently oriented probe coil outside a conducting

ferromagnetic pipe∗
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Abstract
Using the second-order vector potential and Lorentz reciprocity theorem, the non-axisymmetric eddy current field

induced by a probe coil outside a conducting ferromagnetic pipe is obtained analytically, where the probe coil is differently
oriented: its axis being along the pipe radial direction, parallel to the pipe axis, along the pipe circumferential direction.
Then, the time-domain expressions of induced voltage and eddy current density in the pipe are obtained through the
Laplace inverse transformation, by calculating the residues of poles. Furthermore, the diffusion process of pulsed eddy
current in the pipe, and the detection sensitivity of the time-domain induced voltage signal to the wall thickness are
studied. Finally, the analytical solutions are verified through the experimental results of a steel pipe. It is found that
when the probe coil is positioned such that its axis is perpendicular to the pipe axis, the strongest and the most sensitive
induction voltage signal for detecting the wall thickness of a ferromagnetic pipe is obtained.

Keywords: pulsed eddy current electromagnetic field, second-order vector potential, ferromagnetic pipe,
time-domain analytical solutions
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