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利用围路积分表达的计算系统热力学势的一个公式, 得到被一维谐振子势限制、有垂直磁场作用的三维
自由电子气的在任意温度下的热力学势的精确解析表达式. 然后利用其研究了不同温度和尺度区域内磁化强
度、磁化率和比热随磁场强度的变化情况. 研究表明,低温下磁化强度、磁化率和比热随磁场强度变化出现振
荡现象, 其中比热还会出现两种不同的振荡模式.

关键词: 热力学势, 磁化强度, 磁化率, 比热
PACS: 05.30.Fk, 75.20.–g, 75.70.Ak DOI: 10.7498/aps.63.240502

1 引 言

在半导体物理和介观物理中, 量子力学的尺度
效应一直以来都受到了广泛的关注 [1], 无相互作用
自由电子气热力学量的尺度效应更是如此, 例如三
维小尺度电子气的朗道抗磁性 [2]和二维电子气的

尺度效应亦受到广泛的关注 [3−22]. 朗道抗磁性问
题是研究无相互作用的电子气在磁场中的运动. 对
于这个问题, 之前经典物理已有一个非常著名的定
理: Bohr-van Leeuwan[15,16]定理. 该定理指出经
典世界是不存在抗磁性、顺磁性的. 其原因是虽然
磁场可以使电子做回旋转动产生磁性, 但由于有表
面作用, 电子在与表面碰撞时产生一个表面电流,
单个电子产生的电流相互抵消. 当然从统计学的观
点来看, 洛伦兹力不做功, 这样系统能量将与磁场
无关, 也就没有抗磁性了. 因此, 抗磁性是量子理
论的结果.

1930年, 朗道用量子力学来重新考虑这一问题
时发现, 当KBT比能级间隙还要大时, 表面电流就
会消失, 这样就有了朗道抗磁性. 但他在计算抗磁

性时并未把边界和表面效应考虑进去. 所以早在朗
道计算出朗道抗磁性以来就有很多作者做过尺度

对抗磁性的影响方面的工作 [3−14]. 如Friedman[6]

在讨论小尺度的朗道抗磁性时, 用一维谐振子势来
代替Y 轴方向的尺度,而其余两个方向采用周期边
界条件, 磁场沿Z轴来讨论尺度对抗磁性的影响.
之后Childers和Pincus[7]用这一模型 (Friedman模
型)讨论了尺度对简并三维自由电子气体的抗磁
性、dHvA效应等的影响. Friedman模型看上去像
是人为制造的, 并不是真正的模拟自然的尺度效
应, 但由于此模型有解析的波函数和能级, 所以在
讨论尺度效应相关现象中得到了较多的应用. 如
Denton[9]就用这一模型继续讨论了自由电子气的

磁化率受尺度的影响, 在文中他既讨论了除Y 轴

方向有谐振子势以外, 还讨论了X, Y 方向都有

谐振子时的情况, 并得到了与当时实验相符的结
果. Grzesik[14]用另一种方法重新讨论了Friedman
模型, 他从自由能出发, 应用拉普拉斯变换和环绕
积分相关理论得到了零温下自由能的解析表达式,
该结果与Childers和Pincus得到的结果一致. 他还
用近似方法研究了有限温度的情况, 得到了各热

∗ 国家自然科学基金 (批准号: 11275100)资助的课题.
† 通讯作者. E-mail: panxiaoyin@nbu.edu.cn

© 2014 中国物理学会 Chinese Physical Society http://wulixb.iphy.ac.cn

240502-1

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn
http://dx.doi.org/10.7498/aps.63.240502
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 24 (2014) 240502

力学量的相应表达式. 近年来, 介观物理性质的研
究也较多地采用了此模型 [19,23,24], 比如Kuzmenko
和Mikhajlov[25]就用三个谐振子势来代替三个维

度讨论介观物理性质, 发现了dHvA效应的 cluster
现象. Wendler 和Grigoryan[26]用类似的方法研究

了准一维电子气体在磁场中的量子现象.
以上研究的关键步骤是对热力学势的计算, 但

是他们都没有得到任意温度情形的热力学量的精

确解析表达式. 因此他们的结果都是某些近似下得
到的,一旦超出近似的有效范围便不能适用. 比如
低温近似下得到的热力学势只能研究低温下的情

形, 温度稍高便可能不合适. 有鉴于此, 本文借助
围路积分得到了该模型热力学势的精确解析表达

式, 从而可以讨论任意温度、粒子数和磁场强度等
下的热力学量的性质, 弥补了之前研究的不足.

需要指出的是, 在三维体系中, 巨正则系综和
正则系综对热力学量影响是非常小的, 这不同于二
维体系. 二维体系中, 化学势随磁场振荡非常明显,
起着非常重要的作用 [19,24,27], 所以必须考虑两种
系综的区别. 本文先用得到了化学势随磁场强度
振荡的图像研究了尺度和温度对其振荡的影响, 发
现两种系综基本上没有区别. 之后在巨正则系综
的框架内研究了磁化强度、磁化率在不同的温度和

尺度区域内随磁场强度的变化. 接下来着重讨论
比热的dHvA效应受尺度的影响和温度的影响. 众
所周知, 比热是一个非常重要的物理量, 通过比热
可以研究体系的相变等各种重要物理学现象, 早在
1930年, de Haas 和van Alphen就发现了自由电子
气在磁场中磁化强度随磁场振荡, 但由于比热振荡
的理论值非常小, 所以直到1968 年才被Sullivan和
Seidel[28]发现. 这为以后比热的测量做了先驱性的
工作, 该文中还做了有限尺度的比热测量. 尽管他
们的系统与本文不一样, 但对本文的理论是有借鉴
意义的.

2 模型介绍

先介绍Friedman模型. Friedman最早研究了
以下三维自由电子气模型, 它在沿Z方向有磁场强

度为B的磁场作用, 该作用在X和Z方向都是足

够大的, 可采用周期边界条件, 且在Y 轴方向上用

一个谐振子势
m∗Ω2

0y
2

2
来代替Y 轴方向的有限尺

度, 其中m∗是电子的有效质量, Ω0是经典的谐振

子频率. 这个谐振子频率Ω0和Y 轴方向的尺度L

是通过下面两个步骤而紧密联系的.
第一步是把粒子数用写成下面的表达式:

N =
LS

3π2

[
2m∗µ(0)

~2

] 3
2

, (1)

将零温化学势µ(0)和Y 轴方向尺度L联系起来, 其
中S是X和Z平面的面积. 这个表达式是费米气
体在零温时尺度作为无限大得到的. 第二步是假设

1

2
m∗Ω2

0L
2 = p2µ(0), (2)

这里, p是一个待定常数, 它的取值取决于在方程
(2) L → ∞时根据模型得到的粒子密度应与方程
(1)得到的粒子密度相等. 后来通过复杂的计算得
到 p, 这样每一个尺寸L就惟一确定了一个谐振子

势. 从方程 (2)中可以看出,尺度L越大谐振子频率

Ω0就越小. 此模型的单粒子哈密顿量为

H =

[
P −

(
e

c

)
A

]2
2m∗ +

1

2
m∗Ω2

0y
2, (3)

这里A = −B(y, 0, 0)是矢势,

ω = (ω2
c +Ω2

0)
1
2 , ωc =

eB

m∗c
是回旋频率. 通过变换后可以得到系统的能谱和波
函数, 这里不讨论波函数的行为, 得到的能谱为

En,kx,kz =

(
n+

1

2

)
~ω +

~2k2z
2m∗ +

(
Ω0

ω

)2

× ~2k2x
(2m∗)

(n = 0, 1, 2, · · · ), (4)

从中可以看出之前的朗道能级的简并被破坏了, 变
成了非简并状态, 但当L → ∞ 时, 能级又会简并.

3 热力学势的计算

有了能谱的解析表达式后, 接下来计算热力学
势. 众所周知, 遵从Fermi-Dirac统计的系统其热力
学势为

Ω(β, V, µ) = − 1

β
Tr ln

(
1 + e−β(Ĥ−µ)

)
, (5)

这里β =
1

kBT
, µ是化学势. 通过−Ω(β, V, µ) 对µ

求一次偏导就可以得到系统的平均粒子数为

⟨N⟩ = −
(
∂Ω

∂µ

)
= Trf(Ĥ), (6)

这里 f(x) ≡ 1

1 + eβ(x−µ)
是Fermi-Dirac分布函数.

通过单粒子能谱我们可以计算出其配分函数为

Z(β) = DTr( e−βĤ)
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=
Sωm∗

2π~2βΩ0 sinh
(
β~ω
2

) , (7)

其中D = 2是考虑了自旋向上和向下而导致的简

并. 接下来的关键是要得到热力学势的解析表达式
Ω(β, V, µ). 应用公式 [17]

Ω =
1

2πi

∫ α+i∞

α−i∞

π ekµZ(k)

β sin
(
πk

β

)
(−k)

dk, (8)

把方程 (7)代入到方程 (8)得到

Ω =−
[
Sωm∗

2~2βΩ0

]
1

2πi

×
∫ α+i∞

α−i∞

ekµ

sinh
(
k~ω
2

)
sin

(
πk

β

)
(k2)

× dk, (9)

上式的积分可以用留数理论得到解析表达式. 由
Jordan引理, 必须考虑下面两种情况: µ 6 ~ω

2
和

µ > ~ω
2

. 在第一种情况中, 为保证积分收敛, 围道
积分必须绕向复平面k的右边, 这样一来就只有一
级极点k = lβ, l > 0, l ∈ Z 需要考虑. 通过留数计
算, 得到在这种情况下的热力学势为

Ωa =

[
Sωm∗

2π~2β2Ω0

] ∞∑
m=1

(−1)m

m2

× emβµ

sinh
(
mβ~ω

2

) . (10)

在第二种情况中围道须绕左边, 这是就有两种
极点, 分别是一级极点和三级极点. 其中 (i) k0 = 0

为三级极点; (ii) kn = nβ, n < 0, n ∈ Z, 和 (iii)
km =

2mπi

~ω
,m ∈ Z,m ̸= 0为一级极点. 通过复杂

的留数运算得到

Ωb = Ωi +Ωii +Ωiii, (11)

其中

Ωi =−
[

Sωm∗

2π~2β2Ω0

]
×
[
(4π2 + 4β2µ2 − β2~2ω2)µ

12~ω

]
, (12)

Ωii =

[
Sωm∗

2π~2β2Ω0

]
×

∞∑
m=1

(−1)m e−mβµ

m2 sinh
(
mβ~ω

2

) , (13)

Ωiii =

[
Sωm∗

2π~2β2Ω0

] ∞∑
m=1

(β~ω)
π

×
(−1)m sin

(
2πmµ

~ω

)
m2 sinh

(
2π2m

β~ω

) . (14)

这样我们便得到了Friedman模型的热力学势在任
意温度下的精确解析表达式. 接下来我们利用它来
研究一些物理量的性质.

4 低温和高温两种情况的一些物理量
性质讨论

本小节中主要讨论系统平均粒子数、系统化学

势、磁性质和比热. 对于三维自由电子气体, 我们
知道在温度T = 0时, 系统的化学势将等于费米能
(即µ(0) = EF)能级将被填满到EF, 随着温度的升
高化学势慢慢变小, 当温度很高时化学势将变成负
数. 为方便我们分为两种情况进行研究, 一种是高
温情况,一种是低温. 特别是后一种, 我们将着重
讨论.

4.1 高温情况: kBT ≫ ~ω

在温度比较高的情况下, 热涨落占据主导地
位, 各种量子现象将会消失, 费米气体热力学量随
磁场强度振荡的现象也将消失. 在三维情况中, 低
温时化学势通常是µ >

~ω
2

, 随着温度的升高化学

势逐渐减小, 一直到µ 6 ~ω
2
的情况. 所以µ 6 ~ω

2
对应于温度比较高的情形,此时kBT ≫ ~ω,把 (10)
式代入 (6)式便可以得到平均粒子数为

N =

[
Sωm∗

2π~2βΩ0

] ∞∑
m=1

(−1)m+1

m

× e
mµ
kBT

sinh
(

m~ω
2kBT

)
≈

[
k2BT

2m∗S

π~3Ω0

] ∞∑
m=1

(−1)m

m2
e

mµ
kBT . (15)

从上式可以看出, 由于化学势µ是负数, 所以上
式级数收敛, 另一方面可知化学势与磁场强度无
关. 所以当温度不变时, 化学势µ可视为常数, 可
以用巨正则系综来计算讨论热力学量. 当温度很
高时, 热涨落非常强烈, 将看不到量子振荡现象,
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磁场对系统几乎不起作用, 这就是Friedman讨论
的情况, 高温时电子气没有朗道抗磁性, 也没有了
dHvA振荡现象. 在巨正则系综框架下比热可以用
cV = −kBT

(
∂2Ω

∂T 2

)∣∣∣∣
V

获得, 当温度非常高, β → 0

时, 得到比热表达式为

CV ≃
[
kBm

∗S

π~3Ω0

] ∞∑
m=1

(−1)m+1 e
mµ
kBT

m

×
[
6k2BT

2

m2
− 4kBTµ

m
+ µ2

]
, (16)

它也不随磁场变化. 因此高温时没有太多值得关注
的内容, 接下来我们着重关注低温情形及可能出现
的量子现象.

4.2 低温情况: kBT < ~ω

4.2.1 化学式和两种系综的比较

在温度很低时有µ >
~ω
2

, 应用 (6)和 (11)式
得到

⟨N⟩ = Ni +Nii +Niii, (17)

其中,

Ni =

[
Sωm∗

2π~2β2Ω0

]
×
[
(4π2 + 12β2µ2 − β2~2ω2)

12~ω

]
, (18)

Nii =−
[

Sωm∗

2π~2βΩ0

]
×

∞∑
m=1

(−1)m e−mβµ

m sinh
(
mβ~ω

2

) , (19)

Niii =−
[

Sωm∗

π~2βΩ0

]

×
∞∑

m=1

(−1)m cos
(
2πmµ

~ω

)
m sinh

(
2π2m

β~ω

) . (20)

从上式可以看出平均粒子数 ⟨N⟩依赖于温度T、磁

场强度B和化学势µ. 在讨论热力学问题时, 常分
为两种情况讨论, 第一种是固定化学势µ为常数,
而粒子数是变化的, 这就是巨正则系综; 第二种情
况是固定粒子数不变, 这就是正则系综. 固定粒子
数不变在实验上一般比固定化学势不变要方便, 所
以在实验上往往采用正则系综, 这时当温度恒定
时, 化学势µ将随着磁场强度的变化而发生振荡.

我们知道, 采用正则系综时得到的表达式通常
以隐函数的形式出现, 所以理论上采用巨正则系综
比正则系综要方便. 在二维情况中这两种系综差别
很大, 化学势的振荡有非常重要的作用, 这方面已
经有很多人讨论过. 而三维情形则可能不同, 为此
接下来我们固定粒子数来看化学势随磁场强度B

的变化.
在图 2中, 我们用数值的方法得到了化学势随

磁场强度振荡的图像, 可以看出随着温度的升高,
化学势逐渐变小, 振幅也逐渐变小, 而在图 1中, 可
以看到随着尺度的变小, 化学势的振荡周期变大,
而且振荡幅度也变大了, 这与文献 [7]中磁振荡现
象不同. 但从两幅图中可以看出, 振幅都非常小,
以至于可以忽略不计. 所以在此模型中两种系综的
区别非常小, 由于此模型中采用巨正则系综较方便
计算, 接下来我们便用巨正则系综进行计算.
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4.2.2 磁化强度

由于可以根据M = −
(
∂Ω

∂B

)
T,V,µ

来计算系统

的磁化强度, 应用 (11)式通过计算得到

M = Mi +Mii +Miii, (21)

其中

Mi =− µµBωcm
∗S

6πΩ0~2
, (22)

Mii =− µBωcm
∗S

π~3Ω0ωβ2

×
∞∑

m=1

(−1)m e−mβµ

m sinh
(
mβω~

2

)
+

µBωcm
∗S

2π~2Ω0β

×
∞∑

m=1

(−1)m e−mβµ cosh
(
mβω~

2

)
m sinh2

(
mβω~

2

) , (23)

Miii =
2µµBωcm

∗S

~3Ω0ωβ

∞∑
m=1

(−1)m

m

×
cos

(
2mπµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2

β~ω

) − 2µBωcm
∗S

~2Ω0β

×
∞∑

m=1

(−1)m

m2

sin
(
2mπµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2

β~ω

)

− 2µBm
∗S

~3Ω0β2

∞∑
m=1

(−1)m

m

×
cosh

(
2mπ2

β~ω

)
sin

(
2mπµ

~ω

)
sinh2

(
2mπ2

β~ω

) , (24)

式中µB =
e~

2m∗c
是玻尔磁子. 我们根据磁化强度

的表达式给出了对比图形. 从图 3可以看出, 随着
尺度的变小, 磁化强度随磁场振荡的频率变小, 而
振幅保持不变, 这些结论和文献 [7]得到的结论是
一致的. 从图 4可以看出, 振荡幅度随着温度升高
而减小, 这是可以理解的, 因为当温度升高的时候
系统的热涨落占主导地位. 当温度升高到一定程度
时, 这种量子振荡现象也就消失了.
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图 3 (网刊彩色)在不同尺度 (L, 0.8L, 0.6L, 0.5L, 0.4L)下, 磁化强度Mper electron随磁场强度B的变化

图中设定 µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3, L = 10−6 m, T = 0 K
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图 4 (网刊彩色)在不同温度 (0, 1, 2 K)下, 单个粒子平均磁化强度Mper electron与磁场强度B的关系 图中分

别设定固定尺寸在 (0.5L, 0.6L, 0.8L, L), 其中L = 10−6 m; µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3

4.2.3 磁化率

现在讨论磁化率随磁场强度变化情况. 由于磁
化率χ = −

(
∂2Ω

∂B2

)
T,V,µ

, 所以应用 (11)式, 通过计

算可以得到磁化率的解析表达式为

χ = χi + χii + χiii, (25)

其中

χi = − µµ2
Bm

∗S

3π~3Ω0
, (26)

χii =− 2µ2
B(ω

2 + ω2
c )m

∗S(kBT )
2

π~4ω3Ω0

∞∑
m=1

(−1)m

m

e−
mµ
kBT

sinh
(
m~ω
2kBT

) ,

− µ2
Bωcm

∗SkBT

π~3ωΩ0

∞∑
m=1

(−1)m
e−

mµ
kBT cosh

(
m~ω
2kBT

)
sinh

(
m~ω
2kBT

) +
µ2

Bm
∗SkBT

π~3ω

∞∑
m=1

(−1)m

m

e−
mµ
kBT cosh

(
m~ω
2kBT

)
sinh

(
m~ω
2kBT

)

− µ2
Bω

2
cm

∗S

2π~2ωΩ0

∞∑
m=1

(−1)m
e−

mµ
kBT

sinh3

(
m~ω
2kBT

)[
cosh2

(
m~ω
2kBT

)
+ 1

]
, (27)

χiii =
4µµ2

BΩ
2
0m

∗SkBT

~4ω3Ω0

∞∑
m=1

(−1)m

m

cos
(
2πmµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2kBT

~ω

)
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+
8π2µµ2

Bω
2
cm

∗S(kBT )
2

~5ω4Ω0

∞∑
m=1

(−1)m
cos

(
2πmµ

~ω

)
cosh

(
2mπ2kBT

~ω

)
sinh2

(
2mπ2kBT

~ω

)

+
8πµ2µ2

Bω
2
cm

∗SkBT

~5ω4Ω0

∞∑
m=1

(−1)m
sin

(
2πmµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2kBT

~ω

)

− 4µ2
Bm

∗SkBT

~3Ω0

∞∑
m=1

(−1)m

m2

sin
(
2πmµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2kBT

~ω

)

− 8π2µ2
Bω

2
cm

∗S(kBT )
3

~5ω3Ω2
0

∞∑
m=1

(−1)m

m

sin
(
2πmµ

~ω

)
cosh

(
2mπ2kBT

~ω

)
sinh2

(
2mπ2kBT

~ω

)

+
8πµµ2

Bω
2
cm

∗S(kBT )
2

~5ω3Ω2
0

∞∑
m=1

(−1)m

m

cos
(
2πmµ

~ω

)
sinh

(
2mπ2kBT

~ω

)

− 8π2µ2
Bωcm

∗S(kBT )
3

~5ω2Ω2
0

∞∑
m=1

(−1)m

×
sin

(
2πmµ

~ω

)[
cosh

(
2mπ2kBT

~ω

)
+ sinh

(
2mπ2kBT

~ω

)]
sinh2

(
2mπ2kBT

~ω

)

+
8πµµ2

Bωcm
∗S(kBT )

2

~5ω2Ω2
0

∞∑
m=1

(−1)m
cos

(
2πmµ

~ω

)
cosh

(
2mπ2kBT

~ω

)
sinh2

(
2mπ2kBT

~ω

) . (28)

由于上式很复杂, 我们借用计算机做图来讨论. 从
图 5和6可以看出, 在零温情况下, 磁化率出现了锯
齿形状的振荡现象, 这一点和磁化强度不同, 同样
随着尺度的缩小振荡频率变小, 当温度升高时, 振
荡振幅变小, 这和磁化强度M是类似的.

4.2.4 系统比热

类似于高温情况, 我们得到在低温情况下比
热为

CV = Cmon + Cosc. (29)

这里我们把比热分为两部分, 一部分是与磁场无关
的非振荡部分:

Cmon = CV i =
π

3

(
m∗Sµk3B
~3Ω0

)
T, (30)

这一部分是不随磁场强度变化的, 因此当温度固定
不变时可以把它当成常数项. 另一部分是与磁场有
关的振荡部分:

Cosc = CV ii + CV iii, (31)

式中

CV ii =

[
−kBSωm

∗

16π~2Ω0T

]
×

∞∑
m=1

(−1)m

m2 sinh3

(
mβ~ω

2

)
× [D1(m) +D2(m) cosh(mβ~ω)

+D3(m) sinh(mβ~ω)], (32)
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图 5 (网刊彩色)在不同尺度 (L, 0.8L, 0.6L, 0.5L, 0.4L)下, 单个粒子平均磁化率χper electron 与磁场强度B的

关系 图中设定 µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3, T = 0 K, L = 10−6 m
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图 6 (网刊彩色)在不同温度 (0, 1, 2 K) 下, 单个粒子平均磁化强度χper electron与磁场强度B的关系. 图中分
别固定尺寸在 (L, 0.8L, 0.6L, 0.5L), 其中L = 10−6 m; µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3
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其中括号内的D系数是与m相关的系数,

D1(m) = m2(−4µ2 + 3~2ω2)− 8mµ

β
− 8

β2
, (33)

D2(m) = [4m2~2ω2 −D1(m)], (34)

D3(m) = 4m~ω(mµ+
1

β
). (35)

振荡部分的第二部分为

CV iii =

[
Sm∗k3BT

~3Ω0

] ∞∑
m=1

(−1)m sin
(
2mπµ

~ω

)
m sinh3

(
2mπ2

~ωβ

)
×
[
− 3mπ2

β
− mπ2

β
cosh

(
4mπ2

~ωβ

)
+ ~ω sinh

(
4mπ2

~ωβ

)]
. (36)

我们感兴趣的是比热在低温情况下随磁场强度变

化的量子现象, 因为在低温情况下电子气处于高
度简并状态, 量子现象比较明显. 注意到在低温时
CV i是不含磁场强度B的部分, 是不随磁场强度B

振荡的, 而CV ii在低温情况下非常小, 以至于可以
忽略不计. CV iii是随磁场强度B振荡部分, 也是我
们感兴趣的部分, 下面主要对比进行分析. 在低温
时我们可以给出 cosc/cmon的值如图 7和图 8 , 从图
中可以清楚地看到比热振荡部分与非振荡部分比

值随磁场的变化情况. 从图 7可以看出, 在低温时
比热的振荡会出现突变现象, 随着温度的升高慢慢
变得平滑; 从图 7和图 8可以看出, 随着温度的升
高振荡振幅减小, 周期不变, 非振荡部分约是振荡
部分的 104倍, 所以比热的振荡现象很微弱, 以至
于在实验上面很难发现; 我们还可以看到随磁场强
度变化是准周期性的.

为了更加清楚地讨论低温下比热随磁场强度

的振荡情况, 我们把图 7和图 8中的不同温度比热

的振荡分开来, 重新绘制了图 9和图 10 . 从图 9可

以看到, 在非常低的温度T = 0.01 K下, 其振荡
部分振荡模式是不光滑的, 上升变化慢、下降变化
快, 我们把它标记为振荡模式一. 随着温度的升高,
T = 0.50 K, 尖锐部分慢慢变得光滑, 而且出现了
一个小峰, 当随着温度继续升高, T = 0.80, 1.00 K
其尖锐部分变得更加光滑, 小峰慢慢变大, 变得和
T = 0.01 K温度时的模式一不相上下; 再随着温
度的升高, 如图 10所示, T = 1.20, 1.40, 1.60 K时
模式一的主要特点 (即上升慢、下降快的特点)渐渐

消失, 取而代之的是另一种振荡模式: 上升快、下
降慢, 我们称之为模式二. 从上面的讨论以及图像
我们可以说在低温区域内随着温度的升高, 比热的
振荡模式从模式一演变成模式二, 这一变化是渐变
的. 这样的变化同样发生在尺度变化上. 如图 11和

图 12 , 当尺度慢慢变大时, 比热的振荡模式同样会
从模式一渐进地变到模式二.
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)
× 104与磁场强度B
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图 8 (网刊彩色)在不同温度 (T = 2.00, 3.00, 4.00,

5.00 K)下, 比热的振荡
(

cosc

cmon

)
× 104与磁场强度B

的关系 图中固定尺寸在 0.5L, 其中 L = 10−6 m;
µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3

下面我们来分析这种变化. 在低温时CV ii的

值非常小, 可以忽略. 于是得到
cosc

cmon ≈ ~ω
πµ

arctan
(

tan
(
πµ

~ω

))
, (37)

上式对应了在低温时比热的振荡模式一. 当温度升
高时,

sinh
(
2mπ2

~ωβ

)
≈ e

2mπ2

~ωβ , (38)
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图 9 在不同温度 (T = 0.01, 0.50, 0.80, 1.00 K) 下, 比热的振荡
(

cosc

cmon

)
× 104与磁场强度B的关系 图中固

定尺寸在 0.5L, 其中L = 10−6 m; µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3
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图 10 在不同温度 (T = 1.00, 1.20, 1.40, 1.60 K)下, 比热的振荡
(

cosc

cmon

)
× 104与磁场强度B的关系 图中固

定尺寸在 0.5L, 其中L = 10−6 m, µ = 1.7094 eV, N/A = 1022 m−3
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图 11 在不同尺度 (0.1L, 0.2L, 0.3L, 0.4L)下, 其中L = 10−6 m, 比热的振荡
(

cosc

cmon

)
× 104与磁场强度B的

关系 图中设定 µ = 1.7094 eV, T = 1.0 K, N/A = 1022 m−3
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图 12 在不同尺度 (0.5L, 0.6L, 0.7L, 0.8L)下, 其中L = 10−6 m, 比热的振荡
(

cosc

cmon

)
× 104与磁场强度B的

关系 图中设定 µ = 1.7094 eV, T = 1.0 K, N/A = 1022 m−3
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所以得到

cosc

cmon ≈ 3

πµ

[
π2

2β

×
( e−

2mπ2

~ωβ sin
(
2πµ

~ω

)
e−

4mπ2

~ωβ + 2 e−
2mπ2

~ωβ cos
(
2πµ

~ω

)
+ 1

)

− ~ω
2

arctan
( e−

2mπ2

~ωβ sin
(

2πµ
~ω

)
1 + e−

2mπ2

~ωβ

× cos
(
2πµ

~ω

))]
. (39)

把上式绘图后便得到随着温度升高时模式一逐

渐变到模式二的图像. 上述的模式一和模式二的
讨论都是围绕着对 cosc/cmon的展开来进行的, 而

cosc/cmon的展开又依赖于
2π2

~ωβ
=

2π2kBT

~
√
ω2

c +Ω2
0

, 从

(28)式可以看出 1

L
∝ Ω0, 故升高温度和把尺度变

小都可以达到使
2π2

~ωβ
变大的效果, 所以都可以使

比热的振荡模式从模式一变到模式二. 从这也可以
看出, 比热的振荡现象与磁化强度和磁化率不同,
尺度和温度并不是只从频率和振幅方面影响比热.
在温度很低的情况下, 它会出现两种不同的振荡模
式, 在这两种不同的振荡模式演变中, 尺度的变小
和温度的升高起着类似的作用. 这一点, 只有在得
到了系统比热的精确解析表达式的情况下才能够

讨论, 所以在文献 [6, 7]中都没有提及.

5 结 论

我们应用围路积分公式得到了任意温度下

Friedman模型热力学势的精确解析表达式, 应用
这一表达式讨论了系综与化学势的联系, 电子气的
磁化强度、磁化率、比热在不同温度和不同尺度下

随磁场强度的变化情况. 发现高温时由于热涨落占
据主导, 磁化强度、磁化率、比热不随磁场强度的变
化而振荡. 低温时, 随着尺度的变小, 磁化强度和
磁化率都随磁场强度振荡的频率变小而振幅不变;
当温度升高时, 振荡振幅变小. 零温时, 磁化率随
磁场强度出现锯齿形振荡. 这与之前的作者所讨论
得到的结果基本一致, 验证了他们采用近似方法的

正确性. 比热是之前作者所没有讨论过的. 系统比
热可以分为两部分, 振荡部分和非振荡部分, 后者
是前者的一万倍左右, 因此振荡幅度非常小, 这和
文献 [28]的实验结论相符. 本文主要讨论了振荡部
分在不同尺度和不同温度下随磁场强度变化的情

况, 发现在低温情况下, 温度升高和尺度变大都会
使比热出现两种不同的振荡模式, 并从数学上做出
了解释. 但这一现象包含的物理意义还有待实验和
理论进一步探索.
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Abstract
We study the thermodynamical properties of a noninteracting electron gas confined in one dimension by a harmonic-

oscillator potential. The exact analytical expression for the thermodynamical potential is obtained by using a formula
of contour integration. The magnetizations, magnetic susceptibilities, and the specific heats are then studied each as a
function of the strength of the magnetic field in different regimes of the temperature and effective thickness. It is shown
at low temperature, the magnetization, magnetic susceptibility, and the specific heat oscillate as the strength of the
magnetic field increases. Especially, there exist two modes of oscillations for the specific heat in certain regimes of low
temperature and effective thickness.
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