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一类量子等离子体类孤波的近似解析解∗
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本文探讨了在一类量子等离子体系统, 研究了该系统的非线性动力学扰动方程. 利用改进的广义泛函变
分迭代方法, 求得了对应系统的类孤波近似解析解.
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1 引 言

近来, 对量子等离子体的讨论, 如在致密的天
体等离子体和激光等离子体, 尘埃磁等离子体等情
况下的非线性特性方面已有研究 [1−11]. 不同情况
下的量子等离子声波与量子相关的特性也得到了

较深的探讨 [12,13].
当前许多学者研究并改进、优化了非线性问题

的一些近似方法, 如平均法, 边界层法, 匹配渐近展
开法和多重尺度法等 [14−18]. 作者等也利用一些渐
近等方法讨论了一类非线性问题 [19−24].

本文是在含有离子和电子的情况下, 研究了温
度梯度和密度的非均匀量子等离子体系统, 在量子
间的碰撞频率较小的情况下, 非均匀量子等离子非
线性方程. 利用近代数学理论和方法, 来求其非线
性模型类孤波的近似解析解.

2 一类量子等离子体动力学模型

根据等离子体和无惯性电子的动力学理论, 在
量子的碰撞频率较低的情况下, 一类量子等离子体

二维非线性动力学模型可简化为 [25,26]
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其中ϕ为静电势, a = −3e/4kT ,e为电子的电量,k
为玻尔兹曼常数,T为电子的费米温度,H是量子参
量,λ是电子的费米波长,ρ =

√
kT/mΩ2是电子的

费米温度下的拉莫尔半径,m为离子的质量,Ω为离
子回旋频率, ω是量子的碰撞频率,v量子离子的漂
移速度,D是温度梯度,c是量子离子的声速,f为充
分光滑有界的扰动函数.

模型 (1)是一个非线性偏微分方程. 它一般不
能用初等方法来求出其初等函数的解析解. 我们将
采用改进的广义泛函变分迭代方法来求得方程 (1)
的近似解.

为了方便计算, 对上述方程 (1)作归一化处理.
引入无量纲量变换, 这时方程 (1)为
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= g(u), (2)

其中u =
eϕ

kT
, y1 =

y

ρ
, z1 =

z

ρ
, t1 = Ωt, 而已

知的无量纲系数ai(i = 1, 2, · · · , 6)和扰动项 g(u)

的表示式在此从略.
现在我们来求非线性扰动无量纲方程 (2)的类

孤波解. 作行波变换
x = k1y1 + k2z1 − k3t1, (3)

其中k1和k2为非线性波数,k3为波频. 将 (3)式代
入方程 (2), 得
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,
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首先考虑无扰动项h(u) = 0的情形. 即研究
方程
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用双曲超越函数待定系数法. 设无扰动方程
(7)有如下形式的类孤波解 [26]:

u(x) =A0 +A1 tanhx+A2 tanh2 x

+
B1

tanhx
+

B2

tanh2 x
, (8)

其中Ai(i = 0, 1, 2), B1为待定常数.
将 (8)式代入方程 (7), 合并 tanh z及其各次幂

同类项的系数, 令其为零, 可分别决定Ai和Bi:

A0 =
12k21a2a

2
3 + 10k1a1a3a5 − 100k22a

2
2a4 + a23
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,

A1 = − 12k21a2a3
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,
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, B1 = B2 = 0

及
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2
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,
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,
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, A1 = A2 = 0.

将上述参数代回 (8)式, 可得如下两个类孤
波解:

U1(x) = C0 + C1(2− tanhx) tanhx, (9)

U2(x) = C0 + C1
(2 tanhx+ 1)

tanh2 x
, (10)

其中

C0 = −12k21a2a
2
3 + 10k1a1a3a5 − 100k22a

2
2a4 + a23

2a3(a1a3 − 10k1a2a6)
,

C1 =
6k21a2a3

a1a3 − 10k1a2a6
. (11)

作为 (7)式的两个类孤波解 (9)和 (10)例子,取
C0 = 6.5, C1 = 6. 这时类孤波解 (9)和 (10)式分别
描述了两个不同性态的类孤波解. 如图 1 (这里对
应于 (9)式的解称电双层解)、图 2所示.
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图 1 电双层解U1(x)曲线
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图 2 类孤波U2(x)曲线
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3 量子等离子体扰动方程类孤波近
似解

由于非均匀量子等离子体扰动方程 (4)具有扰
动项 g(u), 它一般不能用初等方法求出其精确解析
解, 故我们需要求其近似解析解

为了得到非均匀量子等离子体扰动方程 (4)的
类孤波近似解, 引入如下泛函F [u][27]:

F [u] =u−
∫ x

0

λ

[
d4u

dξ4 + α
d3u

dξ3 + β
d2u

dξ2

+ γū
d2ū

dξ2 + κ
d2ū2

dξ2 − h(ū)

]
dξ, (12)

其中 ū为u的限制变量 [27],λ为Lagrange乘子, 而
α, β, γ, κ, h由 (5), (6)式表示.

计算泛函 (12)的变分 δF , 并令 δF = 0. 于
是有
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dξ2 = 0, (13)
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问题 (13), (14)的解为
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(15)
其中λi(i = 1, 2)为

λ1 =
1

2
(α+

√
α2 − 4β),

λ2 =
1

2
(α−

√
α2 − 4β). (16)

由 (15), (16)式, 现构造如下改进的广义泛函变分
迭代式:
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∫ x

0
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n
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]
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选取无扰动项方程 (7)的类孤波解 (9)为变分
迭代式的零次近似u0(x). 即

u0(x) = C0 + C1(2− tanhx) tanhx, (18)

其中C1, C2由 (11)式表示.
由改进的广义泛函变分迭代式 (17)和零次近

似式 (18),可得方程 (4)类孤波解的一次近似u1(x):

u1(x) =(C0 + C1(2− tanhx) tanhx)

+

∫ x

···0

[
1√

α2 − 4β

(
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+
1
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)
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]
[h(C0 + C1(2

− tanh ξ) tanh ξ)]dξ. (19)

再由变分迭代式 (17), 可得方程 (4)类孤波解
的二次近似u2(x):

u2(x) =u1(x)−
∫ x

0

[
1√

α2 − 4β

(
− 1

λ2
1

× exp(λ1(ξ − x)) +
1
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1

dξ2

− h(u1(ξ))

]
dξ, (20)

其中u1(x)由 (19)式表示.
继续用相同的方法, 和 (18)—(20)式, 可以

进一步依次得到方程的更高次近似解un(n =

2, 3, · · · ).
由一类量子等离子体非线性动力学模型 (4)的

结构, 可依次得到一个收敛的函数序列 {un}, 此时
u(x) = lim

n→∞
un(x)就是方程 (4)类孤波的精确解,

而un(x)就是方程 (4)类孤波的n次近似解.
考虑到变换 (3), un(k1y1+k2z1−k3t1)就是量

子等离子体二维非线性动力学模型 (1)的类孤波的
n次行波近似解.

用相同的方法, 当我们选取初始近似 ũ0(x)为

方程 (7)的另一个类孤波解中的 (10)式U2(x)时,
即 ũ0(x) = U2(x). 我们还能得到量子等离子体
二维非线性动力学扰动模型 (4)的另一个类孤波
n次近似解 ũn(x)(n = 1, 2, · · · )及n次行波近似解

ũn(k1y1 + k2z1 − k3t)(n = 1, 2, · · · ).
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4 类孤波近似解的精度比较

若在量子等离子体非线性动力学无量纲行波

模型 (4)中的扰动项是微扰的 [28], 为简单计算, 例
如设h(u) = ε sinu, 其中 ε为正的小参数. 这时相
应的量子等离子体非线性类孤波模型 (4)为

d4u

dx4
+ α

d3u

dx3
+ β

d2u

dx2
+ γu

d2u

dx2
+ κ

d2u2

dx2

=ε sinu, (21)

由关系 (21)式, 量子等离子体微扰类孤波解的
零阶、一阶近似u0(x),u1(x)分别为

u0(x) =C0 + C1(2− tanhx) tanhx, (22)

u1(x) =(C0 + C1(2− tanhx) tanhx)

+ ε

∫ x

0

[ 1√
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(
− 1
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1
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+
1
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2
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)
− 1

β
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− α

β2

]
[sin(C0 + C1(2− tanh ξ)

× tanh ξ)]dξ. (23)

利用 (17)式, 可求得量子等离子体微扰类孤波
解的二次近似u2(x):

u2(x) =u1(x)−
∫ x

0

[
1√
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(
− 1

λ2
1

× exp(λ1(ξ − x)) +
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))
)

− 1

β
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][
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dξ3

+ β
d2u1

dξ2 + γu1
d2u1

dξ2 + κ
d2u2

1

dξ2

− ε sin(u1(ξ))

]
dξ, (24)

其中u1(x)由 (23)式表示.
记uapp(x)为利用改进的广义泛函变分迭代方

法得到的量子等离子体微扰类孤波解的余项达到

O(ε2)量级的近似解. 由 (22), (23)式, 我们有

uapp(x) =(C0 + C1(2− tanhx) tanhx) + εv(x)

− ε

∫ x

0

[
1√

α2 − 4β

(
− 1

λ2
1

exp(λ1(ξ − x))

+
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))

)
− 1

β
(ξ − x)

− α

β2

][
d4v

dξ4 + α
d3v

dξ3 + β
d2v

dξ2

+ 2γ
(
u0

d2v

dξ2 + v
d2u2

0

dξ2
)
+ 2κ

(
2

du0

dξ
dv
dξ

+ u0
d2v

dξ2 + v
d2u0

dξ2
)
− sinu0

]
dξ

+O(ε2), 0 < ε ≪ 1. (25)

其中u0由 (22)式表示, 而

v(x) =

∫ x

0

[ 1√
α2 − 4β

(
− 1

λ2
1

exp(λ1(ξ − x))

+
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))
)
− 1

β
(ξ − x)− α

β2

]
× [sin(C0 + C1(2

− tanhx) tanhx)]dξ. (26)

另一方面, 由于 (21)式为微扰方程, 我们能采
用奇摄动方法来计算量子等离子体微扰类孤波近

似解. 设方程 (21)的摄动解 ū(x)为

ū(x) =

∞∑
i=0

ūi(x)ε
i. (27)

将 (27)式代入 (22)式, 按 ε展开非线性项, 合
并 ε的同次幂项的系数, 并分别令其为零. 于是对
于 ū0(x), ū1(x)分别满足方程

d4ū0

dx4
+ α

d3ū0

dx3
+ β

d2ū0

dx2

+ γū0
d2ū0

dx2
+ κ

d2ū2
0

dx2
= 0, (28)

d4ū1

dx4
+ α

d3ū1

dx3
+ β

d2ū1

dx2
+ γ

(
ū0

d2ū1

dx2

+ ū1
d2ū0

dx2

)
+ 2κ

d2(ū0ū1)

dx2
− sin ū0 = 0. (29)

由 (7), (9)式知, 方程 (27)具有如下类孤波解:

ū1(x) = C0 + C1(2− tanhx) tanhx. (30)

将 (30)式代入线性方程 (29), 可以求得解 ū1(x). 再
由奇摄动理论知, 这时量子等离子体微扰类孤波解
的余项达到O(ε2)量极的摄动解为

uper(x) =(C0 + C1(2− tanhx) tanhx) + εv(x)

− ε

∫ x

0

[ 1√
α2 − 4β

(
− 1

λ2
1

exp(λ1(ξ − x))

+
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))
)
− 1

β
(ξ − x)

− α

β2

][ d4v

dξ4 + α
d3v

dξ3 + β
d2v

dξ2

+ 2γ
(
u0

d2v

dξ2 + v
d2u2

0

dξ2
)
+ 2κ

(
2

du0

dξ
dv
dξ

+ u0
d2v

dξ2 + v
d2u0

dξ2
)
− sinu0

]
dξ
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+O(ε2), 0 < ε ≪ 1. (31)

比较 (29), (31)式, 两者表示式的误差在O(ε2)

的量级范围内是相同的. 因此, 从这里也可以看出,
利用改进的广义泛函变分迭代方法得到一类量子

等离子体微扰类孤波的近似解具有较好的精度.

5 类孤波解曲线模拟图的例

为了简单起见, 我们取非均匀量子等离子扰
动方程 (4)的扰动项h(u) = ε expu, 这里 ε为小

的正参数. 选取如下相应的无量纲参数 ai = 1

(i = 1, 2, 4, 5), a3 = 3, a6 = 2, ki = 1 (i = 1, 2, 3).
这时量子等离子扰动方程为

d4u

dx4
+ 3

d3u

dx3
+

d2u

dx2
+ 2u

d2u

dx2
+ 2

d2u2

dx2

=ε expu. (32)

由 (9), (10)式, 量子等离子无扰动方程的类孤波解
分别为

U1(x) =
47

102
− 18

17
(2− tanhx) tanhx, (33)

U2(x) =
47

102
− 18

17

(2 tanhx+ 1)

tanh2 x
. (34)

于是, 利用改进的广义泛函变分迭代方法, 考
虑到 (33)式, 可得到类孤波解的零次、一次、二次近
似解析解:

u0(x) =
47

102
− 18

17
(2− tanhx) tanhx,

u1(x) =
47

102
− 18

17
(2− tanhx) tanhx

+ ε

∫ x

0

[1
2

(
− 1

λ2
1

exp(λ1(ξ − x))

+
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))
)
− (ξ − x)

− 2
][

exp
( 47

102
− 18

17
(2

− tanhx) tanhx
)]

dξ, (35)

u2(x) =u1(x)−
∫ x

0

[1
2

(
− 1

λ2
1

exp(λ1(ξ − x))

+
1

λ2
2

exp(λ2(ξ − x))
)
− (ξ − x)− 2

]
×
[ d4u1

dξ4 +
d3u1

dξ3 +
d2u1

dξ2 + 2u1
d2u1

dξ2

+ 2
d2u2

1

dξ2 − ε exp(u1(ξ))
]
dξ, (36)

其中 (36)式的u1由 (35)式表示,而λ1 =
1

2
(3+

√
5),

λ2 =
1

2
(3 −

√
5). 用上述广义变分迭代方法, 可以

逐次地得到更高次的类孤波近似解析解.
在非均匀量子等离子扰动方程 (32)中, 例如

在 ε = 0.1, 0 6 x 6 1时, 一个类孤波模拟精确解
u(x)曲线 (实线)和对应的零次、一次近似解u0(x)、

u1(x)的模拟曲线 (虚线)见图 3所示. 从图 3的模

拟曲线的表示也可以看出, 由本文采用的修改的广
义泛函变分迭代方法得到的近似解, 能够逐渐地逼
近方程的类孤波的精确解.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

-3

-2

-1

0

1

2

3

4

5

x

u
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图 3 类孤波模拟精确解 u(x)曲线 (实线)和零次、一次模
拟近似解曲线 (虚线)比较

用本文所述改进的广义泛函变分迭代方法, 从
(34)式表示对应的的零次近似类孤波出发, 同样可
以依次得到对应的类孤波解的各次近似, 及其模拟
曲线逼近图形.

6 量子等离子体近似解的物理意义
简述

非均匀量子等离子体系统的动力学方程的近

似解, 可以讨论该系统电势的冲击解、爆炸解和旋
涡解等. 分析电势的冲击波的幅度和爆炸波的宽度
讨论密度与漂移速度的变化关系等. 从而可了解静
电势随时空的变化的稳定性状等物理性态.

7 结 论

非均匀量子等离子扰动系统出自于复杂的自

然现象. 为了研究非线性孤子较复杂的模型, 我们
有时需要用近似方法去求解它. 本文所用改进的泛
函变分迭代方法就是一个简单而有效的方法. 这种
方法不同于一般用数值方法而得到的模拟解. 用本
文近似方法得到的近似解析解, 还可以继续进行解
析运算. 因此由得到的近似解还可继续进行微分、
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积分等解析运算, 从而可继续研究类孤波解相关物
理量的更深入的物理性态.
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Abstract
The quantum plasma system in a class of environment is discussed. A nonlinear dynamic disturbed equation is

studied. Using the revised generalized functional variational iteration method, the solitary-like wave approximate analytic
solution of corresponding system is obtained.
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