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基于可调负载重分配的无标度网络连锁效应分析∗
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为了深入研究复杂网络抵制连锁故障的全局鲁棒性, 针对现实网络上的负载重分配规则常常是介于全局
分配与最近邻分配、均匀分配与非均匀分配的特点, 围绕负荷这一影响连锁故障发生和传播最重要的物理量
以及节点崩溃后的动力学过程, 提出了一种可调负载重分配范围与负载重分配异质性的复杂网络连锁故障模
型, 并分析了该模型在无标度网络上的连锁故障条件. 数值模拟获得了复杂网络抵制连锁故障的鲁棒性与模
型中参数的关系. 此外, 基于网络负载分配规则的分析以及理论解析的推导, 验证了数值模拟结论, 也证明在
最近邻与全局分配两种规则下都存在负载分配均匀性参数等于初始负荷强度参数即β = τ使得网络抵御连

锁故障的能力最强.
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1 引 言

本世纪以来, 复杂网络理论研究的热潮吸引了
来自社会学、物理学、生物学和工程应用等诸多领

域学者的关注和研究兴趣, 使得网络科学迎来了蓬
勃的发展. 网络科学对未知领域的探索, 特别像关
键基础设施网络、基因调控网络、蛋白质作用网络、

社会关系网络这种复杂巨系统, 为人们提供了一种
描述系统组元和组元之间关系的工具, 通过对网络
动力学模型及其机理的探索来加强对复杂系统认

识的深度, 继而掌握复杂系统的控制方法, 最终能
够控制复杂系统朝着人们期望的方向发展 [1].

本文主要关注于复杂网络基于过载机理的连

锁效应动力学, 分析过载机理下的连锁效应与网
络控制策略. 事实上, 大多数网络会承载一定的物
质、能量与信息等负载, 必须考虑负载对网络动力
学特征的影响. 一般来说, 节点 (边)承受负载的能
力是有限的, 称之为节点 (边)的容量; 另一方面, 网
络上的负载是动态变化的, 特别是当网络结构发生

改变, 如节点的加入、移除, 网络上的负载将重新
分配. 有限的负载容量和负载的重新分配使得复
杂网络的抗毁性问题变得更加复杂: 一个节点 (边)
的失效导致网络负载的重分配, 负载的重分配使
得某些节点 (边)上的负载超过其容量而失效, 这又
可能触发其他节点 (边)的 “连锁失效”[2]. 连锁故障
普遍发生在各种关键生命线系统网络中, 大规模的
连锁故障一旦发生, 往往具有极强的破坏力和影响
力 [3−5], 例如 2008年初我国南方电力网络的崩溃、
北美电力网大崩溃事故、因特网阻塞以及本世纪初

爆发的欧洲经济危机等都可以从某种程度上认为

是因连锁故障所导致的灾难. 因此, 网络连锁故障
理论的研究就显得非常重要且具有现实意义.

近年来, 基于过载机理的复杂网络连锁故障
鲁棒性研究受到国内外多个领域的广泛关注 [6−11].
过载机理的复杂网络连锁故障模型主要包括三个

因素: 负载模型、容量模型与负载重分策略, 其中
负载重分策略是关键. 2002年, Motter与Lai[8]将
过载机理连锁故障引入复杂网络的研究, 提出了
ML模型, 假设每个节点的容量正比于其初始负
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载, 之后, Wang 和Kim在ML模型的基础上 [12],
提出为初始负载较高的节点分配更多的容量, Li和
Wang[13]认为节点的容量不仅与其初始负载相关,
还与节点本身的能力 (度)相关, 这些模型的负载重
分机理基于介数的概念, 即新网络的介数为网络的
更新负载, 这种机理的动力学过程只能通过大量的
数值仿真研究; 为了得到一个可以解析求解的模
型, Dobson与Carreras假设网络中部分节点失效
后所有节点的负载增量相同且独立于失效节点 [14],
Kim在FBM模型研究中 [15]则假设完好节点的负

载增量依赖于失效节点的负载并且被等分到剩余

完好节点, Jorg提出了随机负载重分配策略, 该策
略依赖于失效节点的负载且其分配是非均匀的 [16],
但具有一定的随机性; 就负载重分配的范围, 与上
述全局重分配机理不同, Wang 和Chen提出了一
个基于最近邻负载重分配模型 [17], 节点失效后其
负载由其最近邻承载, Wu 在该模型基础上考察
了初始负荷强度参数与网络级联失效的关系 [18].
Wang依据该最近邻择优重分规则提出了一个局域
择优重分配负载模型 [19], 并在文献 [20, 21] 中定义

节点初始负荷为节点度数的函数以及节点度数与

邻居节点度数的函数, 分析了网络抵御连锁故障鲁
棒性与负荷重分均匀性参数、初始负荷模型的关系,
还将这些模型应用到美国西部电网连锁效应的分

析中 [22,23], 取得了较好的结果. 在最近邻重分配负
荷的规则下, 文献 [24]提出了一个负荷容量优化模
型, 并分析了中国铁路网、航空网与上海地铁网抵
御连锁故障的能力.

局域负荷重新分配的物理机理主要是基于交

通网络中拥堵后交通流的分流机理与 Internet网
络中路由器被攻击后的数据路由规则, 这种机理的
基本特征是网络中所有节点只掌握其邻居接点的

信息; 而基于全局负荷重新分配的网络连锁故障模
型, 负载重分机理主要是基于介数的概念, 假设网
络中所有信息的传输都是基于最短路径, 且节点失
效后网络负载以非连续的方式瞬时调整到适应新

网络的状态 (即新网络的介数为网络的更新负载),
这种机理的主要特征是网络中所有节点都可以瞬

时掌握网络的全局信息. 本文所提可调负载重分配
模型的物理机理主要是依据现实世界的复杂系统

中, 个体不仅具备掌握其最近邻个体信息的能力,
而且通过一定的手段和方式在一定程度上会掌握

部分或全局的信息. 例如, 交通网络中发生交通拥
堵后, 各个路口交通警察对道路交通的指挥以及各
类交通实时广播传达给司机的交通信息等都会在

一定程度上对交通流的分配产生影响, 从而会使本
来打算通过拥堵路口的交通流重新选择合适的路

径. 另外, 在 Internet网络中也存在类似的情况, 某
个关键路由器的失效, 会通过控制系统调整本欲通
过其路由的数据重新选择路由器, 而重新选择的路
由器可能不仅仅是其邻居节点. 为了扩展现有连锁
故障模型的负载重分配策略, 本文提出一个可调负
载重分配复杂网络连锁故障模型, 该模型可以有效
调节负载重分配范围与均匀性, 并利于分析网络抵
御连锁故障鲁棒性与网络初始负荷强度参数、网络

拓扑参数、过载负荷分配均匀性参数与范围参数的

关系.

2 负载重分配模型

2.1 负载重分配模型

如图 1所示, 节点 i失效后, 原本打算通过其的
负载 (交通流、信息流等)会重新选择路径, 节点 i的

负载被网络中部分或全部完好节点分担. 假设失效
节点的负载以一定的规则分配给网络中的部分或

全部完好节点, 这些局部事件会导致网络中完好节
点负载发生一次更新.

Fj → F ′
j = Fj +∆Fj . (1)

j

i

图 1 负载重分配示意图

假设完好节点分配的负载增量∆Fj与失效节

点的负载成正比, 其比例系数为F (lij , θ, kj , β)

∆Fj = Fi · F (lij , θ, kj , β), (2)

式中, lij为失效节点 i与完好节点 j的距离, kj表示
网络节点的度数, θ和β是负载重分配策略参数, 分
别用来控制崩溃节点负荷的分配范围与均匀性. 节
点 i失效后, 完好节点 j在分担其负载时的权重为
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lij与 kj的函数即 ηij = cl−θ
ij kβj , c是权重系数, 由

此, 失效节点 i的负载分配到完好节点 j的比例为

F (lij , θ, kj , β)

=
cl−θ

ij kβj∑
m∈Ωi

cl−θ
imkβm

=
l−θ
ij kβj∑

m∈Ωi

l−θ
imkβm

, (3)

式中, Ωi表示除崩溃节点 i以外所有节点的集合,
θ ∈ [0,∞), β ∈ [0,∞). 由 (3)式, θ → 0时, 该重
分配规则为全局择优重分规则, 且β = 0时为全局

均匀共享负载; θ → ∞ 时, 该重分配规则为最近邻
择优重分规则, 且β = 0时为最近邻均匀共享负载;
β ̸= 0时为非均匀分配规则, 且β > 0时重分偏好

于度大的节点.

2.2 初始负荷

假设网络节点 i的初始负荷Fi与节点本身的

度数ki相关, 将初始负荷定义为

Fi = ρkτi , (4)

式中, ρ和 τ是可调参数, 控制节点初始负荷的强
度. 这个假设很好理解, 在现实世界网络中, 例如,
交通网中交通枢纽即度大的节点承载的车流量必

然比较多, Internet网络中大量的信息流需要关键
的中心路由器来路由.

2.3 容量模型

在实际网络中, 每个节点处理负荷的能力通常
受到技术与经济因素的影响. 本文假设网络中节点
的容量与初始负荷成正比

Ci = (1 + α)Fi, (5)

式中, Fi为初始负载; α为网络的容限系数, 表示
节点处理额外负荷的能力. 将 (3)式代入 (1)式、(2)
式可得到节点 i失效后网络中其他完好节点的负载

F ′
j , 重新判断F ′

j与Cj的关系, 若F ′
j > Cj则节点 j

触发新一轮的负载重分配, 若F ′
j < Cj则节点 j在

此时间步不失效, 直至整个网络中所有节点的负载
不超过其本身的容量, 连锁故障过程结束.

2.4 度量参数

为更好地探讨网络上的连锁故障现象, 初始仅

仅移除一个节点, 并在连锁故障结束后计算网络中
失效节点的个数CFi, 很显然, 0 6 CFi 6 (N − 1).
采用失效节点的归一化指标量化整个网络的鲁棒

性 [19−23]

CFN =
1

N(N − 1)

N∑
i=1

CFi. (6)

另外, α为网络的容限系数, 表示节点处理额
外负荷的能力, 当α很大时, 网络中每个节点消化
额外负载的能力都很强, 即任一节点的失效都不能
够触发连锁故障的发生, 但是受经济性与技术性因
素的影响, α 不可能任意大, 所以, 也可以用临界值
αc表征网络抵抗连锁故障的能力. αc 值越小网络

抵制连锁故障的鲁棒性越强, 当α > αc时, 移除网
络中的任一节点都不会触发连锁效应, 而当α < αc

时由于网络中节点处理额外负载的能力有限, 网络
中的部分节点的故障会触发连锁效应, 导致整个网
络或部分网络失效.

3 数值仿真

3.1 网络模型

大量实证研究表明, Internet 网络、WWW 网

络、电力网、交通网以及新陈代谢网络等都具有无

标度特性, 因此本文主要采用无标度网络模型来研
究网络上的连锁故障. Barabási和Albert[25]提出

了一个无标度网络模型 (BA模型), 由于考虑到了
许多实际网络的增长与优先连接的特性, 所以, 它
具有更好的普适性和代表性. 因此, 采用BA网络
作为研究其上连锁故障现象的拓扑架构. BA无标
度网络构造算法如下:

1)增长: 从一个具有m0个节点的网络开始,
每次引入一个新的节点, 并且连到m个已存在的节

点上, 这里m 6 m0; 2)优先连接: 一个新节点与一
个已经存在的节点 i相连接的概率 pi与节点 i的度

ki之间满足 pi = ki/
∑

j kj .
依据上述机理生成BA网络研究网络负荷

分配参数对CFN与αc 的影响时, 参数值分别为
N = 100, m = 2(⟨k⟩ = 4), m0 = 2, 并且每一个结
果都是在 50个网络上数值模拟连锁故障的平均结
果. 研究网络拓扑结构对CFN与αc的影响时, 根
据BA网络中 ⟨k⟩ = 2m 生成具有不同平均度数与

规模的网络, 结果都是在 50个网络上数值模拟连
锁故障的平均结果.
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3.2 最近邻择优重分规则(θ → ∞)

根据 θ的取值, 分别考虑三种情形: 1) θ → ∞
时的最近邻择优重分规则; 2) θ → 0 时的全局择优

重分规则; 3) 0 < θ < ∞ 时的中间情形. 分别研究
三种情形下的相变点αc与初始负荷强度参数 τ、负

荷分配均匀性参数β、负荷分配范围参数 θ以及网

络拓扑参数的关联性. 而αc值的获取主要取决于

指标CFN, 因此, 首先探讨BA 网络CFN指标与上
述参数的关系.

α
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图 2 最近邻择优分配规则下CFN与网络拓扑参数的
关系 (a) CFN vs ⟨k⟩ (β = τ = 1); (b) CFN vs α

(β = τ = 1); (c) CFN vs α (β = τ)

图 2描绘了网络拓扑参数与容量系数所导致

的网络故障节点的规模, 即CFN. 很明显, 在最近
邻承担失效节点负载的规则下随着网络规模与平

均度数的增加网络抵御连锁故障的能力会逐渐增

强, 这也是目前网络向大规模化和互联化发展的
一个主要原因. 从图 2 (b) 可以看出, 随着平均度
数的增大, 使CFN = 0的α值逐渐减小, 即相变点
αc逐渐减小. 从图 2 (c)CFN的数值仿真结果可以
看出, 在β = τ的情况下, 使CFN = 0的首个值为
β = τ = 1, 即这种情形下β = τ = 1使得网络抵御

连锁故障的能力最强.
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图 3 最近邻择优分配规则下CFN与负荷分配参数的关
系 (a) CFN vs β (τ = 0.7); (b) CFN vs β (τ = 1);
(c) CFN vs β (τ = 1.2)

图 3主要给出了初始负荷强度参数与负荷分

配均匀性系数所导致的网络故障节点的规模, 即
CFN. 当参数 τ固定时, 对比不同α值下的CFN,
在β = τ情况下, 网络达到了最强的鲁棒性. 由于
相变点αc与CFN之间的关联性, 很自然的一个问
题是: β = τ是不是网络抵制相继故障的最优值?
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本文第四节将给出证明及仿真结果与解析结果的

比较.

3.3 全局择优重分规则(θ → 0)

θ → 0时, 失效节点的负载将会分配给网络中
的所有完好节点. 图 4给出了CFN指标与网络拓
扑参数、负载分配参数及容量系数关系的数值模拟

结果.
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图 4 全局择优重分规则下的数值模拟结果 (a) CFN vs
N (β = τ = 1); (b) CFN vs α (β = τ); (c) CFN vs β

(β = τ)

从图 4 (a)可以看出, 在全局分配规则下, CFN
指标与网络的平均度数无关. 这种无关性是否也存
在于αc与 ⟨k⟩之间? 本文第 4.2节会解析证明这种
无关性. 图 4 (b)中为了使α 较小时的情形便于观

察横轴与纵轴都取了对数, 可以看出, β = τ时总是

存在相变点αc, 且随着β增大αc逐渐增大. 图 4 (c)
中的情形说明, β = τ 使网络达到最强鲁棒性的情

形也存在于全局重分规则中.

3.4 全局分配与最近邻分配之间的情形

(0 < θ < ∞)

0 < θ < ∞时, 负载不仅分配给失效节点的
邻居节点, 也会将一部分负荷分配到其次近邻或者
距离失效节点更远的节点. 图 5给出了这种情形下

CFN指标与负载分配均匀性参数、分配范围参数及
容量系数关系的数值结果.
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图 5 全局分配与最近邻分配之间情形的数值模拟结果

(a) CFN vs α (θ = 1); (b) CFN vs α (θ)

为了使α 较小时的情形便于观察坐标轴分别

取了对数. 从图 5 (a)可以看出, θ = 1时网络的

CFN指标仍然与负荷分配的均匀性参数相关, 各
β = τ 的情形下总是存在相变点αc, 且αc随着β

的增大逐渐增大. 从图 5 (b)可以很明显地看出, 随
着 θ的增大即随着失效节点负载分配范围的减小,
网络的相变点αc逐渐增大.

4 理论分析

为更好地理解网络模型中所观察的连锁故障

现象以及验证数值仿真结论, 根据可调负载重分配

030501-5

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 3 (2014) 030501

模型, 对不同负载重分策略下的容限系数临界值αc

进行分析. 基于模型中崩溃节点负荷的重新分配原
则及节点能力的限制, 为避免连锁故障的发生, 下
面的条件应该被满足:

Fj +∆Fj < Cj

⇒Fj + Fi

l−θ
ij kβj∑

m∈Ω

l−θ
imkβm

< (1 + α)Fj

⇒
l−θ
ij kβ−τ

j kτi∑
m∈Ω

l−θ
imkβm

< α. (7)

4.1 最近邻择优分配负载规则

最近邻择优分配负载, 即 θ → +∞, 此时, 只有
失效节点的最近邻节点能分担失效节点的负载, 因
此, (7)式可简化为

kβ−τ
j kτi∑

m∈Γi

kβm
< α, (8)

式中, Γi为崩溃节点 i的邻居节点集合.
依据网络的度及条件概率公式, 可知∑

m∈Γi

kβm =

kmax∑
k′=kmin

kiP (k′|ki)k′β, (9)

式中, P (k′|ki)表示度为 ki节点的邻居节点度为

k′的条件概率, 在度度无关的网络中, P (k′|ki) =

k′P (k′)/⟨k⟩, 所以, (9)式可以表示为∑
m∈Γi

kβm =
ki
⟨k⟩

kmax∑
k′=kmin

P (k′)k′β+1

=
ki⟨kβ+1⟩

⟨k⟩
. (10)

由此, (8)式可转化为
kβ−τ
j kτ−1

i ⟨k⟩
⟨kβ+1⟩

< α. (11)

分析该不等式, 容限系数临界值αc 可以分别

考虑为以下几种情况:

αc =



kβ−1
max ⟨k⟩
⟨kβ+1⟩

, β > τ > 1,

kβ−1
min ⟨k⟩
⟨kβ+1⟩

, β < τ < 1,

kβ−τ
max k

τ−1
min ⟨k⟩

⟨kβ+1⟩
, β > τ, τ < 1,

kβ−τ
min kτ−1

max⟨k⟩
⟨kβ+1⟩

, β < τ, τ > 1,

(12)

这里的 kmin和 kmax分别表示网络中节点的最大

度和最小度. 在模型中关心的是, 参数β与 τ

取何值时, 网络的鲁棒性最强, 即αc的值最小.
根据BA模型的演化机理, 它的度分布近似为
P (k) = 2k2mink

−3. 因此,

⟨kβ+1⟩

=

∫ kmax

kmin

2k2mink
−3kβ+1dk

=


2k2min(ln kmax − ln kmin), β = 1,

2k2min
β − 1

(kβ−1
max − kβ−1

min ), β ̸= 1.

(13)

根据

∫ ∞

kmax

2k2mink
−3dk = 1/N , 可得到网络最

大度与最小度的关系为kmax = kmin
√
N , 且BA网

络中 ⟨k⟩ = 2kmin, 所以 (13)式可简化为

⟨kβ+1⟩ =


⟨k⟩2 lnN/4, β = 1,

⟨k⟩β+1
(
N

β−1
2 − 1

)
2β(β − 1)

, β ̸= 1.

(14)

为了便于分析初始负荷强度参数 τ、负荷分配

均匀性参数β与αc值的关系及其影响方式, 根据
(12)式考虑 τ = 1, τ > 1 与 τ < 1三种情况.

1)τ = 1时, 根据BA网络的度分布及 (14)式,
可以得到

αc =


kβ−1

max ⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β > 1,

⟨k⟩/⟨k2⟩, β = 1,

kβ−1
min ⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β < 1,

⇒αc =



2(β − 1)N
β−1
2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β > 1,

4/⟨k⟩ lnN, β = 1,

2(β − 1)

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β < 1.

(15)

分析上式可知: β < 1时, dαc
dβ < 0, β > 1

时, dαc
dβ > 0, 且根据洛必达法则则可以得出

lim1+ αc = lim1− αc = αc(β = 1). 所以, 可以
得出结论: 在网络初始负荷强度参数 τ = 1时, 最
近邻分配原则的均匀性参数β = 1可以使得αc 取

得极小值.
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2)τ > 1时,

αc =

kβ−1
max⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β > τ,

kβ−τ
min kτ−1

max⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β 6 τ,

⇒αc =



2(β − 1)N
β−1
2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β > τ,

4N
τ−1
2

(⟨k⟩ lnN)
, β 6 τ(β = 1),

2(β − 1)N
τ−1
2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β 6 τ(β ̸= 1).

(16)

由上式, 首先判断β 6 τ时αc是否连续, 可知

lim
β→1

αc(τ > 1)

= lim
β→1

2(β − 1)N
τ−1
2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

)
=

4N
τ−1
2

⟨k⟩ lnN
= αc (τ > 1, β = 1). (17)

所以, 在 τ > 1, β < τ时, αc对β连续. 且在β > τ

时, dαc
dβ > 0, β < τ时

dαc
dβ < 0. 由此可以得到结

论: 在网络初始负荷强度参数 τ > 1时, 最近邻分
配原则的均匀性参数β = τ可以取得网络抵御连锁

故障的最好鲁棒性.
3)τ < 1时, 与 τ > 1时分析方法一致, 可以

得到

αc =

kβ−1
min ⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β > τ,

kβ−τ
max k

τ−1
min ⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β 6 τ,

⇒αc =



2(β − 1)N
β−τ

2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β > τ(β ̸= 1),

4N
1−τ
2

⟨k⟩ lnN
, β > τ(β = 1),

2(β − 1)

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β 6 τ.

(18)

β = 1处的连续性及αc对β的单调性与上述证明

方法一致. 同样可以得到结论: 在 τ < 1时, 最近邻
分配原则下β = τ可以使得αc取得极小值.

图 6分别给出了上述三种情况下, 最近邻分配
规则αc的解析结果与仿真结果, 可以看出理论分
析比较好地拟合了数值模拟的结果. 然而, 在平均
度比较小时差异比较大, 这主要由两个方面的原因
引起: 一方面, 在解析分析中存在很多近似分析;
另一方面, 则是由于网络模型生成机理的影响. 总

之, 理论解析验证了模拟结果, 在最近邻择优重分
规则下可以得出以下结论:
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图 6 τ = 0.8, 1.0, 1.3时, 最近邻分配规则下αc的解析

结果与仿真结果 (a) τ = 0.8; (b) τ = 1.0; (c) τ = 1.3

1)当初始负荷强度参数 τ固定, β = τ可以使

得网络抵御连锁故障的鲁棒性最好. 且当β = τ时,
根据 (12)式可以得到

αc =

kβ−1
min ⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β < 1,

kβ−1
max⟨k⟩/⟨kβ+1⟩, β > 1,
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⇒αc =



2(β − 1)N
β−1
2

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β > 1,

4/(⟨k⟩ lnN), β = 1,

2(β − 1)

⟨k⟩
(
N

β−1
2 − 1

) , β < 1.

(19)

可以证明, β = τ = 1时, 抵御网络上连锁故障的容
限系数临界值αc是最小的, 即

αlocal
c min = αc(β = τ = 1)

=⟨k⟩/⟨k2⟩

= 4/⟨k⟩ lnN. (20)

2)最近邻重分规则下, BA网络的平均度数越
大, BA网络的规模越大, 网络抵御连锁故障的能力
越强. 图 7给出了无标度网络最近邻分配规则下αc

与αcmin的解析结果.
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图 7 最近邻分配规则下αc与αcmin的解析结果 (a)
β = τ 时, 网络的αc; (b)网络的αc与网络拓扑的关系

4.2 全局择优分配负载规则

重分配规则为全局分配即 θ → 0, 此时网络中
所有完好节点都可以分配到负载, 其分配的负载量

只与节点本身的度数有关, (7)式可简化为

kβ−τ
j kτi∑

m∈Ωi

kβm
< α, (21)

式中, Ωi表示除崩溃节点 i以外的所有节点的集合.
依据网络的度及条件概率公式, 可知∑

m∈Ωi

kβm =

kmax∑
k′=kmin

(N − 1)P (k′|ki)k′β

=
N − 1

⟨k⟩

kmax∑
k′=kmin

P (k′)k′β+1

=
(N − 1)⟨kβ+1⟩

⟨k⟩
. (22)

由此, (21)式可转化为

kβ−τ
j kτi ⟨k⟩

(N − 1)⟨kβ+1⟩
< α. (23)

分析该不等式, 容限系数临界值αc可以分别

考虑为以下两种情况:

αc =


kβmax⟨k⟩

((N − 1)⟨kβ+1⟩)
, β > τ,

kβ−τ
min kτmax⟨k⟩

((N − 1)⟨kβ+1⟩)
, β < τ.

(24)

为了分析影响αc值大小的因素及其影响方式,
考虑 (24)式的两种情形.

1)β > τ时, 根据BA网络的度分布及 (14)式,
可以得到

αc =


2
√
N/((N − 1) lnN),

β = 1,

(β − 1)(
√
N)β(

N
β−1
2 − 1

)
(N − 1)

, β ̸= 1,

(25)

β = 1处的连续性证明方法与最近邻分配时的证明

方法一致, 且该情形下 dαc
dβ > 0, 即在β > τ时, 随

着网络均匀性系数的增大, 网络抵御连锁故障的能
力逐渐降低.

2) β < τ时, 与β > τ时分析方法一致, 可以
得到

αc =


2N

τ
2

(N − 1) lnN
, β = 1,

N
τ
2 (β − 1)

(N − 1)
(
N

β−1
2 − 1

) , β ̸= 1.
(26)

由上式及 (25)式, 全局择优分配负荷时, 容限系
数的临界值与网络的平均度数无关. 且该情形下
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dαc
dβ < 0, 即在β < τ 时, 随着网络均匀性系数的

增大, 网络抵御连锁故障的能力逐渐增强.
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图 8 τ = 0.7, 1.0, 1.3时, 全局分配规则下αc的解析结

果与仿真结果 (a) τ = 0.7; (b) τ = 1.0; (c) τ = 1.3.

图 8分别给出了 τ < 1, τ = 1与 τ > 1三种情

况下, 全局分配规则αc的解析结果与仿真结果, 可
以看出理论分析比较好地反映了数值模拟结果的

趋势. 在全局分配原则下, 综合上述两种情形, 可
以得到如下结论:

1) 全局择优分配原则下BA网络规模越大, 网
络抵抗连锁故障的能力越强, 且该规则下αc 与网

络的平均度数大小无关.
2) 若β > τ , αc仅由β与N决定, 且αc随着β

增大而增大; 若β < τ决定αc大小的因素还包括

初始负荷强度参数 τ , 且αc随着β增大而减小; 当
β = τ 时, 可以使得网络抵御连锁故障的能力最强.

3) 在全局分配原则下, 当β = τ时, 根据 (24)
式可以得到

αc =
kβmax⟨k⟩

(N − 1)⟨kβ+1⟩

=


2
√
N/((N − 1) lnN), β = 1,

N
β
2 (β − 1)

(N − 1)
(
N

β−1
2 − 1

) , β ̸= 1.
(27)

可以证明上式在β = 1处连续, 且 dαc
dβ > 0. 且

β = τ = 0时, 网络的容限系数临界值最小, 即

αglobal
c min = αc(β = τ = 0) =

1

(N − 1)
>

1

N
. (28)

该值的获取与网络的度分布无关, 仅与网络的规模
有关. 图 9给出了无标度网络全局择优分配规则下

αc与αcmin的解析结果.

0
0.5

1.0
1.5

2.0

0
0.5

1.0
1.5

2.0
0

0.5

1.0

β
τ

α
c

0 1000 2000 3000

(b)

(a)

4000 5000
0

0.003

0.006

0.009

N

α
c

 m
in

图 9 全局分配规则下 αc与 αcmin的解析结果 (a)
N = 1000时, αc vs (β, τ); (b) αcmin与网络规模的关系
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4.3 极端非均匀分配负载规则

β → ∞ 时, 由 (1)—(4)式, 节点 j的负荷增量

为

∆Fj = Fi ·
1∑

m∈Ωi

lim
lij

−θ km
kj

β
. (29)

根据上式, 当kj = kmax, lij = li,min 时, 节点 j

几乎承担了失效节点的所有负荷. 这种极端非均匀
分配负荷的情况普遍存在于现实网络中, 例如在电
力网络中, 负荷点电力用户断电后, 在电网的重构
过程中, 这些负荷的电力服务恢复经常是切换到电
网中发电容量较大且离断电区域较近的电站中. 所
以, 该分配规则下网络的最小容限系数临界值为

αc min =
Fi

Fj
>Fmax
Fmin

=
ρkτmax
ρkτmin

=
ρ(
√
Nkmin)

τ

ρkτmin
= N

τ
2 . (30)

5 结 论

在刻画现实世界复杂系统连锁故障及灾变机

理的模型中, 过载机理得到了广泛、深入的研究和
应用, 但是在其负载重分配策略中, 由于经典的方
法和模型要么假设网络中个体具有瞬时、完全掌握

网络全局信息的感知能力, 要么忽视了网络个体本
身的灵活性, 常常陷入两个极端, 本文基于现实世
界网络的负载重分配常常是介于全局分配与最近

邻分配、均匀分配与极端非均匀分配之间的情况,
构建了一种带有可调负载重分配范围与可调负载

重分配均匀性的复杂网络连锁故障模型, 并进行了
数值仿真与解析分析.

由仿真及解析分析结果可以看出, 影响网络连
锁故障抗毁性的影响因素既包括管理控制因素 (负
载重分配的范围、均匀性等), 也包括设计因素 (网
络规模、容限系数等). 从管理控制的角度讲, 在网
络设计成本或能力一定的情形下, 合理的管理控制
策略对网络发挥其设计性能、抵御连锁故障有着至

关重要的作用. 只有充分理解、利用网络的设计因
素, 然后赋予网络合适的管理控制策略, 才能积极
有效地应对现实世界中的连锁故障.

本文的研究有利于更深入地揭示现实世界大

型网络的连锁故障机理, 以及进一步探索过载机理

连锁故障的应对措施, 具有广阔的应用前景. 例如,
本文的可调负载模型在电网设计之初可以有力地

指导电网网架规划和发电机组的容量设计, 在运行
阶段利于电网的灾变风险分析并提出应对灾变及

电网连锁故障的计划解列措施等; 在城市交通网络
中, 本文的模型利于探索拥堵情况下个体的差异性
导致的交通瘫痪问题, 并在宏观上提出针对不同交
通流选择倾向性的拥堵控制措施. 需要指出的是,
基于过载机理的失效模式是一种确定性失效模式,
复杂系统中的个体常常具有一定的弹性, 找到一种
刻画复杂系统过载机理下的概率失效模型, 将是后
续研究的方向.
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Abstract
To better explore the robustness against cascading failures on complex networks, according to the redistribution

rule of the real networks always lie between global preferential rule and local preferential rule or between even shared rule
and extremely heterogeneous rule. A new cascading model is proposed based on a tunable load redistribution model. It
can tune the load redistribution range and the redistribution heterogeneity of extra load respectively by a redistribution
range coefficient and a redistribution heterogeneity coefficient. With this model, we further investigate cascading failures
on scale-free networks in terms of numerical simulation and theoretical analysis respectively. Numerical simulation and
analytic results show that the model can achieve better robustness against cascading failure than the previous model by
adjusting the redistribution range and heterogeneity.
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