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二维电磁逆散射问题的时域高斯-牛顿反演算法∗
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(阜阳师范学院, 物理与电子科学学院, 阜阳 236037)

( 2013年 8月 23日收到; 2013年 9月 28日收到修改稿 )

为了直接利用超宽带 (UWB)时域测量数据, 同时重建二维 (2D)目标 (OI)的介电常数和电导率, 本文将
频域高斯 -牛顿反演 (GNI)算法发展为时域形式. 迭代重建过程中, 正问题由时域有限差分 (FDTD)法求解,
而逆问题的病态特性用自适应正则化技术抑制. 四类数值算例中, 噪声影响均被考虑, 仿真结果初步证实了
改进算法的可行性和鲁棒性. 重建图像呈现超分辨率 (SR), 有望应用到早期乳腺癌检测等实际问题中.
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1 引 言

电磁逆散射 (也常称为反演)问题是根据已知
的入射电磁场和测得的散射场, 探究目标 (object
of interest, OI)的物理 (或几何)特性. 电磁逆散射
理论和方法广泛应用于遥感、无损检测、地球物理、

医学成像和目标识别等领域 [1−11].
然而, 由于测量数据只能从有限区域获取, 电

磁逆散射是一类富有挑战的不适定问题, 非线性和
病态性是其中的两个主要困难 [3,6]. 发展至今, 尚
未形成一套通用的解决方案. 常用的做法是采用线
性化近似结合迭代法处理非线性问题 [1,2], 借助正
则化技术抑制病态特性 [7,8].

从方法论角度, 处理电磁逆散射问题, 既可
从频域进行, 已经发展的方法 (或算法)主要有玻
恩迭代法 (Born iterative method, BIM) [1]、变形

玻恩迭代法 (distorted Born iterative method, D-
BIM) [2]、综合玻恩迭代法 (BIM) [4]和高斯 -牛顿反
演 (Gauss-Newton inversion, GNI)算法 [8]; 也可从
时域进行, 提出的方法 (或算法)主要有正反时间步
进 (forward-backward time-stepping, FBTS)法 [5]

和时域玻恩迭代法 (BIM) [3,7]. 研究表明: 相比之

下, 频域方法对窄带信号而言可行、经济; 而对宽带
脉冲而言, 时域方法则显示了信息量大、重建分辨
率高等优势 [5,7].

为了直接利用超宽带 (ultra-wideband, UWB)
时域测量数据, 文献 [7]将玻恩迭代法 (BIM)从频
域改进到时域, 反演三维 (three-dimensional, 3D)
无耗媒质的介电常数, 重建图像具有超分辨率 (su-
per resolution, SR).

然而, 文献 [8]指出: 和BIM、DBIM相比, GNI
算法更适合双参数 (介电常数和电导率)同时重建,
应用范围更为广泛.

因此, 本文借鉴文献 [7,8]的思想, 将GNI算
法从频域发展到时域, 并应用于四类二维 (two-
dimensional, 2D)数值算例检验其性能. 迭代过
程中, 每步产生的正问题由时域有限差分 (finite
difference time domain, FDTD) 法求解 [12].

2 问题描述

为简化和方便问题描述, 首先给出如下的假设
条件和必要的符号说明:

1) 假设所有媒质是各向同性、线性、非色散
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和无磁的 (即磁导率为真空磁导率µ0), 该假设条
件广泛应用于地球物理勘探、生物医学成像等领

域 [2,4,11,13].
2) 直角坐标系下, 平行于 z轴的不均匀目标区

域Φ(包含若干个柱状散射体)置于均匀背景媒质
区域Ω, 被周围平行于 z轴的线电流源激励的发射

天线T 发射的横磁 (transverse magnetic, TM)波
辐照, 产生的时域电场 (分量)Ez(r, t)由接收天线

R接收, 其中位置矢量r = (x, y), t表示时间变量,
x-y横截面如图 1所示 [6]. M根发射天线分别位于

rT
m, m = 1, 2, · · · ,M , N 根接收天线分别位于rR

n ,
n = 1, 2, · · · , N , 并记观测区域为Ψ .

T 
x

y

z R

Ω

ε↼r↽֒ σ↼r↽֒ µ

εb֒ σb֒ µ

Φ
Ψ

图 1 电磁逆散射问题的几何模型

3) Φ和Ω的介电常数分别表示为 ε(r) =

εr(r)ε0和 εb = εb
r ε0, 其中, εr和 εb

r 分别表示Φ和

Ω的相对介电常数, ε0表示真空介电常数, Φ和Ω

的电导率分别记为σ(r)和σb.
目标区Φ有散射体存在时, 依次激活rT

m处各

发射天线, 测量并存储rR
n 处各接收天线上的时域

电场 (称为总场)Ez,mea
(
rR
n , r

T
m, t
)
.

类似地, 目标区Φ无散射体存在 (移走散射
体)时, 依次激活 rT

m处各发射天线, 测量并存
储 rR

n 处各接收天线上的时域电场 (称为入射
场)Einc

z

(
rR
n , r

T
m, t
)
.

于是, 测量的时域散射电场一般定义为 [7]

Escat
z,mea

(
rR
n , r

T
m, t
)

, Ez,mea
(
rR
n , r

T
m, t
)
− Einc

z

(
rR
n , r

T
m, t
)
. (1)

求解上述 2D电磁逆散射问题, 就是要利用测
得的时域散射电场Escat

z,mea, 去重建目标区Φ的相对

介电常数 εr和电导率σ. 为简化和方便后文描述,

预先定义复值 (符号顶部加点表示其复值形式, 下
文同)的目标函数 χ̇为

χ̇(r) ,
[
εr(r)− εb

r
]
− j
[
σ(r)− σb] /ε0ω, (2)

其中, j表示虚数单位, 激励源的角频率ω = 2πf , f
表示频率, 记χR, χI分别表示 χ̇的实部、虚部.

3 反演算法

电磁逆散射问题是一类不适定问题 [2,3,6−8],
本文采用迭代法 (迭代次数 i = 0, 1, · · · , imax, 其
中 imax表示最大迭代次数)克服其中的非线性
困难: 迭代初始 (i = 0), 采用玻恩近似 (Born
approximation, BA) [2,7,8]线性化原问题, 即选择
背景媒质的电参数作为重建目标参数的迭代

初值, 亦即 χ̇0(r) = 0 + 0j; 迭代过程的每一步
(i = 1, 2, · · · , imax), 需要分别处理迭代产生的正问
题和逆问题.

正则化技术被广泛用于应对逆问题的病态

挑战: 传统的加性正则化 (additive regularization,
AR), 例如吉洪诺夫 (Tikhonov)正则化 [2,3,6,7], 正
则化参数不但需要人为设定, 而且依赖具体问题;
而近几年来发展的乘性正则化 (multiplicative reg-
ularization, MR)则显示了自适应特性 [8], 因此, 本
文也采用后一种方案.

3.1 正问题描述

正问题: 已知激励源和媒质的电磁参数, 求时
域电磁场.

电流源Jz(r, t)激励的TM波照射下, 时域电
场Ez(r, t)和磁场Hx(r, t), Hy(r, t)满足 2D麦克
斯韦 (Maxwell)方程组 [12].

3.2 正问题解法

获得了入射场和目标区的电参数 χ̇(r), 本文选
用FDTD法计算前述正问题, 计算区域周围采用适
当的吸收边界截断 [12]. 相关FDTD实现细节参见
文献 [12].

依次激活 rT
m处各发射天线, 利用FDTD法:

1) 计算目标区的时域总电场Ez

(
χ̇; r, rT

m, t
)
, r ∈

Φ; 2) 计算并存储rR
n 处各接收天线上的时域总电

场Ez,com
(
χ̇; rR

n , r
T
m, t
)
, 则各接收天线上计算获得

的时域散射电场可表示为

Escat
z,com

(
χ̇; rR

n , r
T
m, t
)
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= Ez,com
(
χ̇; rR

n , r
T
m, t
)
− Einc

z

(
rR
n , r

T
m, t
)
. (3)

假定原来各接收天线 rR
n 处放置激励源, 依

次激活, 利用FDTD法计算目标区的时域总电场
Ez

(
χ̇; r, rR

n , t
)
, r ∈ Φ, 以备后文计算格林 (Green)

函数之用.

3.3 逆问题描述

逆问题: 已知测量和计算的时域电场, 求目标
区的目标函数.

为此, 首先, 利用快速傅里叶变换 (fast Fourier
transform, FFT) [7], 获得频域各接收天线上的测
量电场为

Ėscat
z,mea

(
rR
n , r

T
m, ω

)
=

∫ +∞

−∞
Escat

z,mea
(
rR
n , r

T
m, t
)

× e−jωtdt. (4)
类似地, 可以分别获得频域各接收天线上计算的
散射电场 Ėscat

z,com
(
χ̇; rR

n , r
T
m, ω

)
和目标区的总电场

Ėz

(
χ̇; r, rT

m, ω
)
, Ėz

(
χ̇; r, rR

n , ω
)
.

类似于文献 [8], 本文将该逆问题转化为最小
化问题, 其目标泛函F定义为

F (χR, χI) , FLS (χR, χI)F
MR
i (χR, χI) , (5a)

其中, 最小二乘 (least square, LS)项FLS定义为 [8]

FLS (χR, χI)

, 1

2
η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

∥∥Ėscat
z,com

(
χ̇; rR

n , r
T
m, ω

)
− Ėscat

z,mea
(
rR
n , r

T
m, ω

) ∥∥2
Ψ

dω. (5b)
用于描述剩余误差, 其中ωmin, ωmax分别表示

激励源的最小、最大工作角频率, 算子符号 ∥·∥2Ψ表
示在观测区域Ψ上取L2范数的平方, 权因子 η定

义为

η ,(
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

∥∥∥Ėscat
z,mea

(
rR
n , r

T
m, ω

)∥∥∥2
Ψ

dω
)−1

.

(5c)
第 i步迭代的MR项FMR

i 定义为

FMR
i (χR, χI)

, 1

2

∫
Φ

φ2
i (r)

(
|∇χ̇(r)|2 + ν2i

)
dr. (5d)

用于自适应地抑制逆问题的病态特性, 其中, |·|
表示取模算子, ∇为哈米尔顿 (Hamilton)算子, 第
i步迭代的权函数φi和调控参数 νi的定义参见文

献 [8].

3.4 逆问题解法

类似于文献 [8], 本文采用GNI迭代算法求解
上述逆问题, 即最小化问题

χ̇ = min
χ̇

[[F (χR, χI)]] , (6)

其中, min [[·]]表示最小化运算.
由泰勒 (Taylor)展开, 第 i步迭代, 修正 (方

向)∆χi
R和∆χi

I 满足方程
[8]

Hipi
= −g

i
, (7a)

其中, 海塞 (Hessian)矩阵Hi、高斯 -牛顿 (Gauss-
Newton, GN)方向向量p

i
和梯度向量g

i
分别为

Hi =


∂2F

∂χR∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

∂2F

∂χR∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

∂2F

∂χI∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

∂2F

∂χI∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

 ,

(7b)

p
i
=

∆χi
R

∆χi
I

 , (7c)

g
i
=


∂F

∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

∂F

∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

 . (7d)

为表述简洁, 这里省略了部分函数的自变量 (下
文同).

则下一步 (第 i + 1步)迭代, 目标函数的实部、
虚部更新方式分别为

χi+1
R = χi

R + αi∆χi
R, (8a)

χi+1
I = χi

I + αi∆χi
I, (8b)

其中, αi表示第 i步迭代的步长. 这样, 求解原逆问
题转化为求解GN方向和步长两个子问题.

3.4.1 GN方向
首先, 类似于文献 [8], 可求得LS项 (5b)关于

目标函数的一阶偏导数分别为

∂FLS

∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= − η
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
ḋi

]]
dω, (9a)

∂FLS

∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)
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= − η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[(

J̇i

)a
ḋi

]]
dω, (9b)

其中, Re [[·]]和 Im [[·]]分别表示取实部和虚部运算,
(·)a
表示 (自)伴算子 [8], 在第 i步迭代, 测量、计算

的散射电场之差 ḋi定义为

ḋi
(
χ̇; rR

n , r
T
m, ω

)
, Ėscat

z,mea
(
rR
n , r

T
m, ω

)
− Ėscat

z,com
(
χ̇i; rR

n , r
T
m, ω

)
.

(9c)

雅可比 (Jacobian)算子定义为

J̇i ,
∂Ėscat

z,com
(
χ̇; rR

n , r
T
m, ω

)
∂χ̇

∣∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= k20

∫
Φ

Ėz

(
χ̇i; r, rT

m, ω
)
Ġinh

2D
(
χ̇i; rR

n , r, ω
)

dr,

(9d)

其中 k0 = ω
√
µ0ε0为真空波数, 2D不均匀Green

函数 Ġinh
2D 可利用互易原理求得

[2]

Ġinh
2D
(
χ̇i; rR

n , r, ω
)
=

1

jωµ0
Ėz

(
χ̇i; r, rR

n , ω
)
. (9e)

类似地, 求得LS项 (5b)关于目标函数的二阶偏导
数分别近似为

∂2FLS

∂χR∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

≈ η
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (10a)

∂2FLS

∂χR∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

≈ η
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[
−
(
J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (10b)

∂2FLS

∂χI∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

≈ η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (10c)

∂2FLS

∂χI∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

≈ η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω. (10d)

其次,在第 i步迭代,可求得MR项 (5d)关于目标函
数的一阶偏导数分别为

∂FMR
i

∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= −Liχ
i
R, (11a)

∂FMR
i

∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= −Liχ
i
I, (11b)

其中, 加权拉普拉斯 (Laplace)算子Li的定义参见

文献 [8].
类似地, 可以求得MR项 (5d)关于目标函数的

二阶偏导数分别为

∂2FMR
i

∂χR∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= − Li, (12a)

∂2FMR
i

∂χR∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= 0, (12b)

∂2FMR
i

∂χI∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= 0, (12c)

∂2FMR
i

∂χI∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= − Li. (12d)

于是, 在第 i步迭代, 由 (5a)式, 结合 (5b),
(5d), (9a), (11a)式, 求解目标泛函F 关于χR的

一阶偏导数为

∂F

∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

=
∂
(
FLSFMR

i

)
∂χR

∣∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= ηβi

(
− Liχ

i
R
)

− η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
ḋi

]]
dω, (13a)

其中,

βi =
1

2

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

∥∥∥ḋi (χ̇; rR
n , r

T
m, ω

)∥∥∥2
Ψ

dω.

利用类似的方法, 可求得目标泛函F关于χI

的一阶偏导数为

∂F

∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= ηβi(−Liχ
i
I)

− η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[(

J̇i

)a
ḋi

]]
dω. (13b)

类似地, 求得目标泛函F关于目标函数的二阶

偏导数分别为

∂2F

∂χR∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= ηβi(−Li)

+ η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (14a)
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∂2F

∂χR∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= − η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (14b)

∂2F

∂χI∂χR

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Im
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω, (14c)

∂2F

∂χI∂χI

∣∣∣∣
(χi

R,χi
I)

= ηβi(−Li)

+ η

M∑
m=1

N∑
n=1

∫ ωmax

ωmin

Re
[[(

J̇i

)a
J̇i

]]
dω. (14d)

利用 2D脉冲基函数 [2,7−8], 均匀离散目标区
域为P = PxPy个网格, 其中Px, Py分别表示x,
y方向剖分的网格数. 均匀离散激励源频谱为
W = (ωmax − ωmin) /∆ω个频点, 其中∆ω 为角频

率步长. 于是, 方程 (7a)离散为矩阵方程

Hipi
= −g

i
, (15a)

其中, Hessian矩阵Hi ∈ R2P×2P (符号加下划线表
示其离散形式, 下文同)、GN 方向向量p

i
∈ R2P×1

和梯度向量g
i
∈ R2P×1分别为

Hi = η

Re
[[
J̇

H
i J̇ i

]]
− βiLi −Im

[[
J̇

H
i J̇ i

]]
Im
[[
J̇

H
i J̇ i

]]
Re
[[
J̇

H
i J̇ i

]]
− βiLi

 ,

(15b)

p
i
=

∆χi
R

∆χi
I

 , (15c)

g
i
= − η

Re
[[
J̇

H
i ḋi

]]
+ βiLiχ

i
R

Im
[[
J̇

H
i ḋi

]]
+ βiLiχ

i
I

 , (15d)

其中, J̇H
i ∈ CP×Q(右上角标 “H”表示复共轭转置

算子), J̇ i ∈ CQ×P , Li ∈ RP×P , ∆χi
R ∈ RP×1,

∆χi
I ∈ RP×1, χi

R ∈ RP×1, χi
I ∈ RP×1, ḋi ∈

CQ×1, 这里Q = MNW. 离散化细节参见文献 [8].
目标函数更新方程 (8a), (8b)相应离散为

χi+1
R = χi

R + αi∆χi
R, (16a)

χi+1
I = χi

I + αi∆χi
I. (16b)

利用适当的共轭梯度 (conjugate gradient,
CG)法 [14]求解矩阵方程 (15a), 即可求得GN方向
向量.

3.4.2 步 长

在第 i步迭代, 已知目标函数 (χi
R, χi

I), 并获得
了GN 方向 (∆χi

R, ∆χi
I), 步长由以下的最小化子

问题确定

αi = arg min
α

[[
F
(
χi

R + α∆χi
R,χ

i
I + α∆χi

I

)]]
.

(17)

求解上述问题一般采用回溯线搜索算法, 其主
要步骤参见文献 [15].

这样, 获得了目标函数 χ̇i(r)后, 根据 (2)式即
可获得目标区Φ 的相对介电常数 εir(r)和电导率

σi(r)分布. 为了比较反演进程的算法性能, 定义
第 i步 (主)迭代的相对剩余误差 (relative residual
error, RRE)、相对介电常数的均方根误差 (mean
square error, MSE) 和电导率的MSE分别为 [2]

RRE (i)

, 1
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ T

0

∣∣∣Escat
z,mea

(
rR
n , r

T
m, t
) ∣∣∣2dt

×

[
M∑

m=1

N∑
n=1

∫ T

0

∣∣∣Escat
z,com

(
χ̇i; rR

n , r
T
m, t
)

− Escat
z,mea

(
rR
n , r

T
m, t
) ∣∣∣2dt

]
, (18a)

MSEεr (i)

,

√√√√√√√
∫
Φ

[
εir(r)− εr(r)

]2 dr∫
Φ

[εr(r)]
2 dr

, (18b)

MSEσ (i)

,

√√√√√√√
∫
Φ

[
σi(r)− σ(r)

]2 dr∫
Φ

[σ(r)]
2 dr

, (18c)

其中, εr(r), σ (r)分别表示相对介电常数和电导率

的真实分布, T表示激励源辐照时间, 并记迭代终
止的误差阈值为 eth.

概括起来, 时域GNI算法的计算流程如
图 2所示.
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i/ imax

RRE=eth

FDTD

FFT 

CG 

GN 

i/  

i/ i⇁ 

图 2 时域GNI算法流程图

4 仿真结果和讨论

为了检验本文时域GNI算法的鲁棒性能, 设
计四类 2D数值算例, 选择算例基于四点考虑: 1)
散射目标和背景媒质的电参数差异涵盖弱散射和

强散射类型 (这里的强弱是个相对概念, 类似文献
[7]); 2) 散射目标的电参数分布涵盖光滑和非光滑
情形 (这里光滑与否的含义类似文献 [2], 而非严格
的数学概念); 3) 背景媒质涵盖真空 (空气可近似为
此类)和其他有耗媒质; 4) 假定收发装置是视角受
限的, 即收发天线仅占据待反演目标周围的部分视
角. 另外, 所有算例均设定如下条件或参数 (特别
说明除外):

1) 激励电压源所需的时域UWB脉冲选为 [3]

u (t) = τ
d
dt

[(
t

τ

)4

e−t/τ

]
, (19)

其中, τ取 1.25 × 10−10 s时记为脉冲 1(用于所有
算例), 取 1.00 × 10−10 s时记为脉冲 2(仅用于最
后一算例). 脉冲 1、2归一化的时域波形和频谱如
图 3所示.

其中, 激励源辐照时间T = 4.86 ns, 频谱幅
度从最大值降至大约 5% 时, 脉冲 1、2分别涵盖
0.02—3.8 GHz, 0.03—5.0 GHz的频率范围, 分别
在此范围内均匀采样, 采样频点数取为W = 20.

2) 假设反演目标区的横截面为长方形, 发射、
接收天线数分别取为M = 3, N = 9; 假定发射、接
收天线都均匀分布在待重建的长方目标区的 (左、
上、下)三侧 (视角受限), 且各天线到目标区的距离
相等; 忽略天线的具体形状 (即视为点模型), 由此
带来的轻微误差不影响对算法性能的讨论 [6].

3) 按照图 2所示的时域GNI算法流程, 迭代
反演散射目标区Φ的相对介电常数 εr(r)和电导率

σ(r)分布. 为了便于比较不同算例的重建效果, 选
取迭代次数为终止依据, 设定主迭代、内迭代的最
大次数分别为 imax = 20, kmax = 30. 迭代过程中,
处理正问题的FDTD正解器离散重建目标区Φ为

P = PxPy = 40× 50个均匀网格, 计算区域周围选
用8层单轴完美匹配层 (uniaxial perfectly matched
layer, UPML)吸收边界 [12]; 处理逆问题时, 求GN
方向向量选用Polak-Ribiere-Polyak(PRP) 共轭梯
度法, 其实现细节参见文献 [14].

4) 因目前测量条件所限, 所需的时域测量电
场也用FDTD法仿真数据替代. 为了让仿真结果
更接近真实测量值, 避免过于乐观的重建, 特作几
点尝试: 1) 此处离散化采用双倍精细的网格, 即取
P ′ = P ′

xP
′
y = 80 × 100; 2) 在仿真数据中加入均匀

分布的随机噪声 [6], 信噪比取为20 dB.
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图 3 激励源 (a) 波形 (脉冲 1); (b) 频谱 (脉冲 1); (c) 波形 (脉冲 2); (d) 频谱 (脉冲 2)
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图 4 相对介电常数分布 (a) 真实值; (b) 迭代初值; (c) 重建值; (d) y = 23.5 cm处的对比
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4.1 光滑弱散射

算例 1给出真空中的正弦类光滑弱散射情形:
目标的相对介电常数比背景媒质最大高出10% 倍,
目标电导率的最大值为 3.6 × 10−3 S/m. 目标区
长、宽分别为 y = 47.0 cm, x = 37.6 cm, 天线阵
元距其 5.0 cm, FDTD正解器离散其网格尺寸为

∆x = ∆y = 9.4 mm, 真实的相对介电常数、电导率
分布离散后分别如图 4 (a)、图 5 (a)所示. 图 4 (b)、
图 5 (b)分别为相对介电常数、电导率的迭代初值
分布, 图 4 (c)、图 5 (c)分别为相应的重建值分布,
图 4 (d)、图 5 (d)分别给出 y = 23.5 cm处相应的重
建分布和真实分布的对比. 图 6为重建误差随迭代

次数的变化关系.
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图 5 电导率分布 (a) 真实值; (b) 迭代初值; (c) 重建值; (d) y = 23.5 cm处的对比
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图 6 迭代误差

对于光滑弱散射情形, 比较、分析这些结果, 发
现: 1) 从总体来看, 2D时域GNI算法是收敛的, 收
敛速度先快后慢; 2) 随着迭代次数的增加, 重建误
差趋于减小, 从RRE来看, 20次迭代已获得较为满
意的结果, 此时误差约为 1.2 × 10−4(当然, 迭代次
数越多, 计算耗时也越长, 实际的工程应用中, 可
以选择一个重建精度与实时重建的合理折中 [6]),
然而MSE则相对较大, 但由于实际应用中, 散射目
标的真实电参数分布并非先验知晓 [2], 故本文给
出MSE仅作比较之意; 3) 重建图像呈现超分辨率
(网格尺寸为∆x = ∆y ≈ 0.02λ0, 其中λ0为真空

波长).

034102-8

http://wulixb.iphy.ac.cn
http://wulixb.iphy.ac.cn


物 理 学 报 Acta Phys. Sin. Vol. 63, No. 3 (2014) 034102

10 20 30

10

20

30

40

(a)

 

 

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

10 20 30

10

20

30

40

(c)

 

 

10 20 30

10

20

30

40

(b)

 

 

10 20 30
2.0

2.5

3.0

3.5

4.0 (d)

 

 

x/cm 

x/cm x/cm 

x/cm 

y
/
cm

 
y
/
cm

 

y
/
cm

 
ε
r

图 7 相对介电常数分布 (a) 真实值; (b) 迭代初值; (c) 重建值; (d) y = 23.5 cm处的对比

10 20 30

10

20

30

40

(a)

 

 

0

0.005

0.010

0.015

0.020

0

0.005

0.010

0.015

0.020

0

0.005

0.010

0.015

0.020

10 20 30

10

20

30

40

(c)

 

 

10 20 30

10

20

30

40

(b)

 

 

10 20 30
0

0.005

0.010 

0.015

0.020 (d)

 

 

x/cm x/cm 

x/cm x/cm 

y
/
cm

 

y
/
cm

 

y
/
cm

 

σ
/
S
Sm

-
1
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4.2 光滑强散射

算例 2给出 εb
r = 2.0的无耗媒质中的正弦类

光滑强散射情形: 散射目标的相对介电常数、电导
率的最大值分别为 4.2(为背景媒质的 2.1倍)、0.022
S/m. 散射目标区的几何尺寸、其网格剖分及天线
位置与算例 1相同. 真实的相对介电常数、电导率
分布离散后分别如图 7 (a)、图 8 (a)所示. 图 7 (b)、
图 8 (b)分别为相对介电常数、电导率的迭代初值
分布, 图 7 (c)、图 8 (c)分别为相应的重建值分布,
图 7 (d)、图 8 (d)分别给出y = 23.5 cm处相应的重
建分布和真实分布的对比. 图 9为重建误差随迭代

次数的变化关系.
对于光滑强散射情形, 比较、分析所得结果,

也有类似于算例 1的发现, 但是算法收敛的稳定
性和重建精度轻微下降, 20次迭代时, RRE约为
8.1× 10−4.

4.3 非光滑弱散射

算例 3给出真空中的非光滑弱散射情形: 散
射目标、背景媒质的相对介电常数最大差异为

10% 倍, 散射目标电导率的最大值为 3.60 × 10−3

S/m. 散射目标区Φ 的长、宽分别为 y = 50 mm,

x = 40 mm, 天线阵元距其 5 mm, FDTD正解器
离散其网格尺寸为∆x = ∆y = 1 mm, 散射目标
区含有 5个均匀正方散射体, 上排两个 (按照从左
向右顺序, 下文同)分别记为 s1, s2, 中间两个 (相
距 4 mm)分别记为 s3, s4, 其余一个记为 s5. s1, s2
的横截面边长均为 2 mm, 其余的横截面边长均为
4 mm. s1, s3的相对介电常数、电导率分别为1.05,
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图 10 相对介电常数分布 (a) 真实值; (b) 迭代初值; (c) 重建值; (d) y = 10 mm处的对比
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1.80× 10−3 S/m, 其余的相对介电常数、电导率分
别为1.10, 3.60×10−3 S/m. 真实的相对介电常数、
电导率分布离散后分别如图 10 (a)、图 11 (a)所示.
图 10 (b)、图 11 (b)分别为相对介电常数、电导率的

迭代初值分布, 图 10 (c)、图 11 (c)分别为相应的重
建值分布, 图 10 (d)、图 11 (d)分别给出 y = 10 mm
处相应的重建分布和真实分布的对比. 图 12为重

建误差随迭代次数的变化关系.
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图 11 电导率分布 (a) 真实值; (b) 迭代初值; (c) 重建值; (d) y = 10 mm处的对比
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图 12 迭代误差

对于非光滑弱散射情形, 比较、分析这些结果,

发现: 1) 具有类似于前述光滑弱散射情形的收敛
特性, 但收敛速度有所下降, 且重建误差相对增加,
此时 20次迭代的RRE约为 1.5 × 10−3; 2) 重建图
像也呈现超分辨率 (中间相距 4 mm的 s3, s4 清晰
可辨); 3) 重建图像尽管存在少许伪像和目标模糊
(如 s1), 但总体上较好地重现了5个散射体的形状、
尺寸、位置等目标信息. s1 和 s2之间、s3和 s4之间
的重建效果对比均表明, 相同尺寸、相同深度条件
下, 强散射目标有利于反演识别. s2和 s5之间的
重建效果对比表明, 相同电参数、相同深度条件下,
较大尺寸目标易产生较强散射, 从而有利于反演
识别.

4.4 非光滑强散射

算例 4给出有耗背景媒质中的非光滑强散射
情形: 散射目标区的最大相对介电常数、电导率分
别为背景媒质的 2、10倍以上. 散射目标区及其散
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射体的几何尺寸、其网格剖分、散射体编号方式及

天线位置与算例 3相同. 背景媒质的相对介电常
数、电导率分别为 2.0, 0.0020 S/m, s1, s3的相对介
电常数、电导率分别为 3.0, 0.010 S/m, 其余的相对
介电常数、电导率分别为4.2, 0.022 S/m. 为了考察
脉冲特性对重建效果的影响, 其他条件相同时, 本
算例分别采用脉冲 1, 2进行了数值实验. 真实的
相对介电常数、电导率分布离散后分别如图 13 (a)、
图 14 (a)所示. 图 13 (b)、图 14 (b)分别为相对介电

常数、电导率的迭代初值分布, 图 13 (c)、图 14 (c)分
别为采用脉冲 1时重建的相对介电常数、电导率分
布, 图 13 (d)、图 14 (d)分别为采用脉冲 2时重建的
相对介电常数、电导率分布, 图 13 (e)、图 14 (e)分别
给出采用脉冲1时y = 10 mm处重建的相对介电常
数、电导率分布和相应真实分布的对比, 图 13 (f)、
图 14 (f)分别给出采用脉冲2时 y = 10 mm 处重建
的相对介电常数、电导率分布和相应真实分布的对

比. 图 15为重建误差随迭代次数的变化关系.
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处的对比 (脉冲 1); (f) y = 10 mm处的对比 (脉冲 2)
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比 (脉冲 1); (f) y = 10 mm处的对比 (脉冲 2)
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图 15 迭代误差

对于非光滑强散射情形, 比较、分析所得结果,
也有类似于算例 3的发现, 本文算法依然收敛, 但
总体重建精度进一步下降, 20次迭代时, RRE约为
2.7 × 10−3, 不过部分区域 (如 y = 10 mm处)重建
效果略好于算例 3. 另外, 相比之下, 重建目标 s4和
s5, 前者略差于后者, 可能由于 s4 位于散射区较深
位置, 距离信号源较远, 信号在有耗媒质中经受衰
减, 以致来自 s4的散射信号较弱, 解决方法是适当
降低激励源的工作频率. 当然, 这也会同时降低重
建图像的分辨率, 在实际应用中, 可以在检测深度
和重建分辨率之间折中选择 [6].

另外, 从重建结果图 13、图 14和迭代误差

图 15来看, 相比之下, 采用脉冲 1时电导率的重
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建效果较好, 采用脉冲 2时介电常数的重建效果较
好, 总体上采用脉冲 1时的重建效果较好. 究其原
因: 若目标函数 (2)式的实部和虚部的绝对值相当
时的最佳频率约为 2.5 GHz; 采用脉冲 1时 20个采
样频点中 13个低于该值, 可见频率低时, 电导率对
散射场的贡献大, 因此有利于反演电导率; 采用脉
冲 2时 20个采样频点中 11个高于该值, 可见频率
高时, 介电常数对散射场的贡献大, 因此有利于反
演介电常数; 总体上, 采用脉冲 1时, 接近最佳频率
的采样频点数占优, 双参数的贡献相对均衡, 因此
重建的总体效果相对较好. 所以, 若能先验获知目
标的此类信息, 应该善加利用以选择恰当的脉冲
源, 改善重建性能.

概括起来, 四个算例的数值结果显示: 在视角
受限和噪声环境下, 四类散射目标的相对介电常数
和电导率均被成功重建, 再现了散射体的形状、位
置和尺寸等目标信息, 重建图像呈现毫米量级超
分辨率, 有望应用到早期乳腺癌检测等实际问题
中 [16−18].

5 结 论

利用UWB脉冲进行时域近场测量, 并进行双
参数 (介电常数、电导率)同时反演是一类重要电磁
逆散射方法, 在生物医学成像、无损检测等领域具
有良好的应用前景. 为了直接反演 2D时域数据,
本文将GNI迭代算法从频域发展到时域. 迭代过
程中, 正问题由FDTD法求解, 经自适应正则化的
逆问题由FFT 结合CG法求解. 对于各向同性、线
性和非色散的无磁媒质, 四类 2D数值算例的仿真
结果初步证实了时域GNI算法的可行性和鲁棒性.
当然, 不少问题尚待进一步探讨, 例如: 1) 本文算
法与其他算法的性能对比; 2) 先验信息对算法性能

的影响; 3) 推广到其他类型媒质 (如色散媒质); 4)
推广到更一般的3D情形; 5) 实验验证等等.
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A time-domain Gauss-Newton inversion algorithm for
solving two-dimensional electromagnetic inverse

scattering problems∗
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Abstract
The Gauss-Newton inversion (GNI), an iterative algorithm, is developed from the frequency domain to the time

domain in order to simultaneously reconstruct the electrical permittivity and electric conductivity of a two-dimensional
object of interest by directly using the ultra-wideband time-domain measurement data. The resulting forward problem
is solved by the finite difference time domain method, while the ill-posedness of the corresponding inverse problem
is restrained by an adaptive regularization technique at each iteration. Furthermore, the modified GNI algorithm is
applied to four types of numerical examples where a noise model is considered, and the simulated results preliminarily
demonstrate its feasibility and robustness. The reconstructed images present super resolution, thus it is expected to be
used in the engineering practice such as the detection of the early-stage breast cancer.
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