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轴对称环状静电模的漂移波湍流参量激发
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本文所论述的轴对称环状静电模是指环形磁约束等离子体 (如托卡马克)中环向模数为零的近理想静电
流体模, 它包含有测地声模和基频率与之较低的声模; 也含有所谓的 ‘近零频带状流’. 本文根据冷离子流体模
型在圆形磁面构成的准环坐标系中的表示, 对涉及以上三种模式的漂移波湍流参量激发理论, 在一级环形效
应近似下, 进行了系统讨论, 并证明了带状流的四个新命题. 利用对漂移波能谱的参数化描写, 注意到由漂移
波能谱径向有限宽度所引发的特性, 如波能传播量的双Landau奇点, 揭示了有限宽度对径向 δ谱所得结果的

重要修正: 如, 对近零频带状流和测地声模的参量激发条件带来的严格限制. 此外, 还讨论了密度带状流在高
q条件下被激发的可能性. 本文选用合理的物理参数. 采用图示方法详细地讨论了有关的数值结果. 分析表
明, 测地声模和近零频带状流的参量激发不可能发生在同一小半径处; 如果测地声模被参量激发, 也应能观察
到密度带状流.
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1 引 言

近零频带状流和测地声模是自上世纪末以来

很受托卡马克研究者们关注的两种轴对称静电

模 [1−18]; 这因为由他们导致的剪切流被认为是触
发低 -高模转换的重要环节 [1−3]. 在诸多种导致他
们产生的理论模型中, 由漂移波湍流诱发的参量
激发机理可以看为一种很自然的选择; 但现有的
理论 [4,5]是在不同框架下构造的: 近零频带状流的
参量激发理论 [4]采用无曲率的Hasegawa-Mima模
型 [19], 而测地声模的参量激发理论 [5]采用圆磁面

托卡马克位形的流体模型. 一个显见的问题是, 在
后者 [5]的模型下, 基于Hasegawa-Mima模型建立
起来的理论 [4]是否继续正确? 托卡马克曲率对文

献 [4]所给出的结论是否有所修正? 另一个值得注
意的问题是, 漂移波湍流在激发这两种模式的同时
也有可能激发人们通常称之为的 ‘离子声模’. 虽然,
至今没有见到轴对称离子声模在实验上被观察到

的报道, 也还需要理解, 为什么能看到测地声模, 而
不能看到离子声模?

出于对这两个问题的思考, 本文试图从圆磁面
托卡马克位形的可压缩流体模型出发, 设计一个能
统一描述以上三种轴对称声模的理论构架. 所采用
的出发点是在文献 [20]中导出的描写轴对称电位
和密度的两个偏微分方程, 分别称为电荷守恒律和
粒子数守恒律; 并在其基础之上加入了由漂移波湍
流给出的非线性极化流的贡献. 重要的一步是充分
利用托卡马克大平行电导率的性质, 把轴对称模分
为极向的纯振荡部分和平均部分. 前者给出了密度
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响应的 ‘绝热近似’表示, 而后者分别称为密度带状
流和电位带状流, 之间无关联. 相对带状流, 纯振
荡部分被称为正, 余弦声模.

进一步注意到, 在大环状比的一级近似下
(ε ≪ 1), 面平均与对极角平均存在 ε级的差别.
利用这一点和纯振荡的 ‘绝热近似’, 导出密度带状
流正比于 ε和一次余弦声模振幅的乘积. 由此证明
了第一个新命题.

命题1 密度带状流仅由一次环状余弦声模

的激发决定, 与电位带状流无关. 至此, 描写密度
和电位的耦合方程已被化为描写电位带状流和纯

振荡电位的耦合方程.
求解了介观尺度下声模方程在 ε一级近似下的

角向结构, 并建立了一次正弦模, 二次正弦模和一
次余弦模的径向方程. 一次和二次正弦模与带状流
有耦合, 余弦模和二次以上正弦模与带状流没有耦
合. 推导了一次, 二次正弦模与带状流的耦合方程.
由此证明了另三个新命题.

命题2 测地声模是一次环状正弦声模与近

零频带状流的 (测地曲率)耦合色散方程的高频分
支. 该方程的低频分支相当于 ‘环形修正近零频带
状流’.

命题3 二次正弦模与带状流仅存在微弱的

耦合, 就好像分别独立的二次正弦声模与圆柱近零
频带状流.

命题4 环状余弦声模及二次以上的环状正

弦声模与近零频带状流解耦.
为分析和计算这些模的参量激发, 引入了漂移

波湍流能谱的参数化描写. 这里着重指出了两个看
点: 参量激发因子Λ与波频成正比 (参见 (41)式)及
波能传播量的双Landau奇点 (参见对图 1的解释).
采用Gauss型能谱对参量激发与系统参数的关系
做了计算, 并在合理的物理参数区进行了讨论. 数
值结果的表现方式以无量纲化物理量 (参见 (3)式
后的定义)为基础做了第二次规一化 (参见 (42)和
(43)式).

2 轴对称冷离子流体静电模方程及其
在绝热近似下的表示

本文的出发点是Braginskii冷离子流体模
型 [21]; 在圆形磁面构成的准环坐标系中把该模
型应用于轴对称模 (即环向模数为零的模), 在适用
于托卡马克的近似下, 导出了涨落电位和涨落密度

所服从的两个线性偏微分方程 [20]. 在此基础之上,
再加入由漂移波湍流所诱发的非线性极化流的贡

献. 这两个方程分别是 ‘电荷守恒律’(
∂

∂ϑ
− ε sinϑ

)
σδ (0) τ

3/2

zeffq2
(1− 2ε cosϑ)

× ∂

∂ϑ

(
τ

µ
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)
− 2 sinϑδ

∂

∂ρ
τn̂

+ µ

(
iω̂δ2 ∂

2φ̂

∂ρ2
+

δτ

ε
ŝdrift

)
= 0 (1)

和 ‘粒子数守恒律’

ω̂2n̂+

(
∂

∂ϑ
− ε sinϑ

)
τ

q2
∂n̂

∂ϑ
+ iω̂µ

×
[
−2 sinϑδ

∂

∂ρ
φ̂+ iω̂δ2 ∂

2φ̂

∂ρ2
+

δτ

ε
ŝdrift

]
= 0.

(2)

这里, n̂ ≡ ñ/n0和 φ̂ ≡ eφ̃/T e 分别代表归一化

的涨落密度和涨落电位, n0为平衡密度, T e为平

衡电子温度, e 是基本电荷, δ ≡ ω(0)/ε0ωci(0) ≡
ρs(0)/a, (0) 代表该量在某个径向位置 (该量参考
点)上的值, a是小半径, ρ ≡ r/a, r是径向坐标,
ϑ是角向坐标, ω̂ ≡ ω/ω (0), ω (0) ≡ cs (0) /R0,
R0是磁轴处的大半径, cs ≡

√
T e/mi是离子声

速, ρs ≡ cs/ωci是电子温度下的离子迴旋半径,
σδ (0) ≡

(
2mi/m e

)
(ω (0) /νei), zeff为有效电荷,

νei是电子碰撞频率, mi和m e分别为离子和电子

质量, q = q(ρ)为安全因子, ε0 ≡ a/R0, ε ≡ ρε0, τ
和µ是归一化到参考点 (0)的平衡温度和密度分布
函数, 即T e(ρ) = T e(0)τ(ρ)及n0(ρ) = n0(0)µ(ρ);
以及

ŝdrift ≡ −∇ ·
∫

dkk⊥ (b× k) · ∇Ik (r, t) (3)

是由漂移波湍流所引起的非线性极化流散度. 其
中, 漂移波波数k归一化到ρs(0), 空间梯度算子∇
归一化到a, Ik (r, t)是漂移波的Wigner函数, 在很
多文献中亦称波能, 定义为

Ik (r, t) ≡
∫

dp e ip·rϕ̂kϕ̂p−k. (4)

ϕ̂k是波数表象中漂移波 (到热能)的归一化电位.
在参量激发的讨论中, 仅选用Wigner 函数与受激
波的相干部分. 它通过波能演化方程使非线性极化
流散度 ŝdrift 表示为受激波的线性泛函. 波能所含
的时空变量 (r, t)与受激波同步.

由于σδ (0)是一个很大的量, (1)式在最低级近
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似下可表示为(
∂

∂ϑ
− ε sinϑ

)
σδ (0) τ

3/2

zeffq2
(1− 2ε cosϑ)

× ∂

∂ϑ

(
τ

µ
n̂− φ̂

)
= 0. (5)

为确切表达该方程的解, 把电位和密度分解为相对
极角的平均部分和纯振荡部分.

φ̂ (ρ, ϑ) ≡ φ̄ (ρ) + φ
∼
(ρ, ϑ) ,

n̂ (ρ, ϑ) ≡ n̄ (ρ) + n
∼
(ρ, ϑ) , (6)

平均部分称为带状流, 而纯振荡部分对极角的周期
积分为零.∮

dϑφ
∼
(ρ, ϑ) = 0,

∮
dϑ n

∼
(ρ, ϑ) = 0. (7)

(5)式所给出的关系意味着决定密度纯振荡部分的
最低级解:

τ

µ
n
∼
−φ

∼
= 0. (8)

该式在文献中通常被称为绝热近似. 需要指出的
是, 在正确到 ε一级的近似下, 对极角的积分不等
价对磁面平均. 在环坐标中的磁面平均还有一个权
因子1 + ε cosϑ, 定义为

⟨· · · ⟩ϑ ≡
∮

dϑ
(
1 +

r

R0
cosϑ

)
· · · . (9)

可直接证明对任意函数Ψ有∮
dϑ
(
1 +

r

R0
cosϑ

)(
∂

∂ϑ
− r

R
sinϑ

)
Ψ = 0.

(10)

故在 (1), (2)两式中可采用面平均 (9)式把平行效
应消去.

对 (1)式的面平均给出

− 2δ

⟨
sinϑ

∂

∂ρ
τ n

∼

⟩
ϑ

+ µ

(
iω̂δ2

⟨
∂2φ̂

∂ρ2

⟩
ϑ

+
δτ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ

)
= 0, (11)

对 (2)式的面平均给出

ω̂2

(
n̄+ ε

∮
dϑ n

∼
cosϑ

)
+ iω̂µ

[
− 2δ

∂

∂ρ

⟨
sinϑφ

∼

⟩
ϑ

+ iω̂δ2
⟨
∂2φ̂

∂ρ2

⟩
ϑ

+
δτ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ

]
= 0. (12)

把绝热近似 (8)式代入 (11)式后, 得

− 2δ
∂

∂ρ

⟨
sinϑφ

∼

⟩
ϑ

+ iω̂δ2
⟨
∂2φ̂

∂ρ2

⟩
ϑ

+
δτ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ = 0. (13)

故, (12)式约化为

n̄ = −ε
µ

τ

∮
dϑφ

∼
cosϑ. (14)

把绝热近似 (8)及 (14)式代入粒子数守恒律 (2)式
得到

ω̂2

τ

(
φ
∼
−ε

∮
dϑφ

∼
cosϑ

)
+

(
∂

∂ϑ
− ε sinϑ

)
1

q2

∂ φ
∼

∂ϑ

+ iω̂
[
−2 sinϑδ

∂φ̂

∂ρ
+ iω̂δ2 ∂

2φ̂

∂ρ2
+

δτ

ε
ŝdrift

]
= 0.

(15)

至此,利用绝热近似得到两个新的方程 (13)和 (15);
它们是 φ̄和φ

∼
的耦合方程, 分别称为带状流方程和

声模方程.

3 声模方程在径向介观尺度下的微扰
迭代解

对径向为介观尺度的声模, 即 δ̄ ≡ δ (∂/∂ρ) ≪
1, 声模方程 (15)的最低级为

β

(
φ
∼
−ε

∮
dϑφ

∼
cosϑ

)
+

(
∂

∂ϑ
− ε sinϑ

) ∂ φ
∼

∂ϑ
= 0. (16)

这是一个非齐次本征值问题, 其中用 β代表

ω̂2q2/τ ; 但非齐次项, 即 (16)式中的常数项, 仅对
一次余弦声模才不为零. 对其余各次谐波: 一次
正弦声模和二次及更高的正, 余弦声模, 该项为零.
因其仅与角向结构有关, 可用F (ϑ)描写φ

∼
的角向

结构. 通过以下函数变换:

F (ϑ) ≡ exp
(
−ε

2
cosϑ

)
f (ϑ) (17)

和变量变换ϑ ≡ 2z + π, (16)式的齐次方程可化为
Mathieu方程的正则形式

d2f

dz2 + (4β − 2ε cos 2z) f = 0. (18)

对应的本征值问题是Mathieu方程的全周期解. 把
(16)式的齐次方程记为(

∂

∂ϑ
− ε sinϑ

)
∂F

(α)
ν (ϑ)

∂ϑ
+

λ
(α)
ν

4
F (α)
ν (ϑ) = 0,

(ν = 1, 2, · · ·) , (19)

其中

F (α)
ν (ϑ) ≡ e− ε

2 cosϑf (α)
ν (ϑ) , (20)
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α, ν是标识Mathieu函数全周期解 ce2ν或 se2ν+2

的指标 [22]:

f (c)
ν (ϑ) ≡ ce2ν (z, ε)

=
∞∑
r=0

A
(2ν)
2r cos [r (ϑ− π)] , (21)

f (s)
ν (ϑ) ≡ se2ν+2 (z, ε)

=

∞∑
r=0

B
(2ν+2)
2r+2 sin [(r + 1) (ϑ− π)] , (22)

λ
(α)
ν 是对应Mathieu函数 f

(α)
ν (ϑ) (ce2ν或 se2ν+2)

的本征值.
本文仅讨论 (16)式的三个最低级解, 其正确到

ε级的本征函数和本征值由表 1给出.
表 1 声模方程式 (16)的低阶本征函数和本征值

名称 本征函数 本征值 β

一次正弦模 f
(s)
1 = sinϑ+

ε

12
sin 2ϑ 1

一次余弦模 F
(c)
1 = cosϑ−

ε

6
cos 2ϑ 1

二次正弦模 f
(s)
2 = sin 2ϑ+ ε

(
1

20
sin 3ϑ−

1

12
sinϑ

)
4

记本征声模的可分离变量解为

φ
∼
(ρ, ϑ) = χ(α)

ν (ρ)F (α)
ν (ϑ) , (23)

将其代入 (15)式, 再利用 (13)式得(
q2ω̂2

τ
− λ

(α)
ν

4

)
χ(α)
ν

[
F (α)
ν − ε

∮
dϑF (α)

ν cosϑ
]

+ iω̂q2
[
δτ

ε :̂
sdirft + iω̂δ2 ∂

2χ
(α)
ν

∂ρ2

(
F (α)
ν −

⟨
F (α)
ν

⟩
ϑ

)
− 2δ sinϑ

∂φ̄

∂ρ
+ 2δ

(⟨
sinϑF (α)

ν

⟩
ϑ

− sinϑF (α)
ν

)∂χ(α)
ν

∂ρ

]
= 0. (24)

其中,
:̂
sdirft ≡ ŝdrift − ⟨ŝdrift⟩ϑ. 按参量激发的思想,

在非线性极化流中仅取对本征声模的线性响应, 即

:̂
sdirft → :̂

sdirft

[
χ(α)
ν F (α)

ν

]
≡ χ(α)

ν F (α)
ν s̄drift.

为求径向结构χ
(α)
ν (ρ)所满足的方程, 将 (24)式先

乘以F
(α)
ν (ϑ)的对偶函数

`
F

(α)
ν (ϑ), 再对ϑ 积分. 对

一次余弦模, 选对偶函数为F
(c)
1 (ϑ), 而对其余模选

`
F

(α)
ν (ϑ) ≡ exp [(ε/2) cosϑ] f (α)

ν (ϑ) ,

以便利用Mathieu函数的正交归一性.
由此得到的径向方程分别为:

一次正弦模(
1

q2ω̂2
− 1

τ
− i δτ

ω̂ε
s̄drift

)
χ
(s)
1 (ρ)

+ δ2
∂2χ

(s)
1 (ρ)

∂ρ2
= −i 2

ω̂
δ
∂φ̄

∂ρ
; (25)

一次余弦模(
1

q2ω̂2
− 1

τ
− i δτ

εω̂
s̄drift

)
χ
(c)
1 (ρ)

+ δ2
∂2χ

(c)
1 (ρ)

∂ρ2
= 0; (26)

二次正弦模(
4

q2ω̂2
− 1

τ
− i δτ

ω̂ε
s̄drift

)
χ
(s)
2 (ρ)

+ δ2
∂2χ

(s)
2 (ϑ)

∂ρ2
= −i ε

3
δ
∂φ̄

∂ρ
. (27)

利用Mathieu函数的理论可以直接证明, 其余的环
状声模, 包括二次余弦和三次正弦及其以上的声模
均与带状流解耦.

这里提请注意环形效应的两个重要结果. 一个
是密度带状流与一次余弦声模之间的关系 (参见上
节 (14)式及本节对一次余弦声模的求解); 另一是
二次正弦声模与带状流的弱耦合. 因为一次余弦声
模与带状流解耦, 所以密度带状流与电位带状流之
间的相位是相互独立的.

4 正弦声模与带状流的耦合, 测地声
模方程

4.1 一次正弦声模

把一次正弦声模φ
∼
(ρ, ϑ) → χ

(s)
1 (ρ) sinϑ代入

带状流方程 (13)后得

−∂χ
(s)
1

∂ρ
+ iω̂δ ∂

2φ̄

∂ρ2
+

τ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ = 0, (28)

它在波数表象为

τ

iε ⟨ŝdrift⟩ϑ − ω̂δp2φ̄ = pχ
(s)
1 . (29)

一次正弦声模方程 (25)在波数表象为(
1

τ
− 1

q2ω̂2
+ i δτ

ω̂ε
s̄drift + δ2p2

)
χ
(s)
1 (ρ)

= − 2

ω̂
δpφ̄. (30)

由 (29)和 (30)式得一次正弦声模与带状流的耦合
色散方程(

1

ω̂2q2
− 1

τ
− δ2p2 − i δτ

ω̂ε
s̄drift

)
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×
(

τ

iε ⟨ŝdrift⟩ϑ − ω̂δp2φ̄

)
=

2

ω̂
δp2φ̄, (31)

在无参量激发情况下 ŝdrift → 0, (31)式约化为测地
声模的色散方程[

2

ω̂2

(
1 +

1

2q2

)
− 1

τ
− p2δ2

]
φ̄ (p) = 0. (32)

4.2 二次正弦声模

把二次正弦声模 φ
∼
(ρ, ϑ) → χ

(s)
2 (ρ) sin 2ϑ代

入带状流方程 (13)后得

−ε

2

∂χ
(s)
2

∂ρ
+ iω̂δ ∂

2φ̄

∂ρ2
+

τ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ = 0, (33)

在波数表象为

τ

ε
⟨ŝdrift⟩ϑ − iω̂δp2φ̄− ε

2
ipχ(s)

2 = 0. (34)

二次正弦声模方程 (27)在波数表象为(
1

τ
− 4

q2ω̂2
+ i δτ

ω̂ε
s̄drift + δ2p2

)
χ
(s)
2 (ρ)

= − ε

3ω̂
δpφ̄. (35)

由 (34)和 (35)式得二次正弦声模与带状流的耦合
色散方程(

1

τ
− 4

q2ω̂2
+ i δτ

ω̂ε
s̄drift + δ2p2

)
×
(

τ

iε ⟨ŝdrift⟩ϑ − ω̂δp2φ̄

)
= − ε2

6ω̂
δp2φ̄, (36)

在没有参量激发下的局部色散方程为(
1

τ
− 1

ω̂2

[
4

q2
+

ε2

6

]
+ δ2p2

)
φ̄ = 0. (37)

由耦合项所给出对声模色散关系的修正效应 ε2/6

在通常放电参数下可以被略去. 这表明由圆柱模型
下导出的近零频带状流色散关系

ω̂ =
τ

iεδp2 s̄drift, (38)

在环形位形下依然是正确的.

5 漂移波能谱的参数化表述

当漂移波能量受到慢尺度模调制时能谱对其

线性相干响应部分参与后者的色散关系, 并可导致
参量不稳定性. 对声模和带状流分别表述为

:̂
sdirft → χ(α)

ν F (α)
ν s̄drift, ⟨ŝdrift⟩ϑ → φ̄s̄drift. (39)

为得到 s̄drift, 需要求解在慢尺度模影响下的波能演
化方程. 在漂移波局部模型下得到 [4]

s̄drift = i δτ
ε
p4
∫

dk krk
2
ϑ

(1 + τk2)
2

∂N
(in)
k /∂kr

(ω̂ − vgrp/ε)

≡ i δτ
ε
p4Λ (ω̂, p) , (40)

其中, N (in)
k 是Nk ≡ Ik

(
1 + τk2

)2
中与慢尺度模非

相干的部分. vgr是漂移波群速度vg ≡ ∂ω (k) /∂k

的径向分量, ω (k)为漂移波实频率, 在物理单位中
记为V∗ · k/

(
1 + ρ2sk

2
)
, V∗ ≡ −ρscsb × ∇ lnn0是

逆磁漂移速度. 在本文中称Λ (ω̂, p)为Λ因子. Λ因

子有一个很重要的性质: 它正比于波频率 ω̂. 这是
由N

(in)
k −→

|kr|→∞
0所决定的.

为便于计算Λ因子, 设漂移波能谱角向用 δ

函数近似: δ (kϑ − κϑ), 相当于对角向参数化; 由
此得到υgr (kr) = −2τ2κϑkrδL/

(
1 + τκ2

ϑ + τk2r
)2,

δL ≡ ρs (0) /L0(对正常密度剖面, 漂移波驱动特征
长度L0 > 0).

Λ (ω̂, p) = − ω̂κ2
ϑ

ξ

∫
dkr

∂N
(in)
kr

/∂kr

ω̂ + ξh (kr)
, (41)

其 中, h (kr) ≡ kr/
(
1 + τκ2

ϑ + τk2r
)2, ξ ≡

2τ2κϑδLp/ε.
在以下的应用中, 为减少独立参数的数目将使

用另两种归一化.
1) 相速归一化

Λ (ω̂, p) = −κ2
ϑΩ

ξ

∫
dκr

∂N
(in)
kr

/∂κr

Ω + δ̄Lf (κr)
, (42)

Ω ≡ εω̂

pκϑ

(
1 + τκ2

ϑ

τ

)3/4

, κr ≡ kr

√
τ

1 + τκ2
ϑ

,

δ̄L ≡ 2δL

(
τ

1 + τκ2
ϑ

)3/4

, f (κr) ≡
κr

(1 + κ2
r )

2 .

2) 最少独立参数归一化
把强度从能谱中分离出来, N (in)

kr
= IN̄

(in)
kr

, 这

里, I ≡
∫

dkrN
(in)
kr

.

Π ≡
(τp

ε

)2 Λ

ω̂
= −

(
p̃√I

)2
p̃√I δ̃L/

√
I

×
∫

dκr
∂N̄

(in)
kr

/∂κr

ω̂ + p̃√I δ̃L/
√
If (κr)

, (43)

δ̃L/
√
I =

2δL√
I

(
τ

1 + τκ2
ϑ

)3/4

,
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p̃√I ≡ pκϑ

√
I

ε

(
τ

1 + τκ2
ϑ

)3/4

,

δ̃L/
√
I p̃

√
I =

2δLpκϑ

ε

(
τ

1 + τκ2
ϑ

)3/2

≈ δLpκϑ

ε
.

这里明显地看到, 波能传播量是径向波数的非
线性函数, 体现在 f (κr) 中, 由图 1所示. 它在
κ0 = 1/

√
3有极大值为 f (κ0) = 3

√
3/16 ≈ 0.324.

由此定出相速归一化中的Ωmax ≡
(
3
√
3/16

)
δ̄L, 对

频率高于Ωmax的模不存在Landau共振条件. 而
对频率低于Ωmax的模有两个Landau奇点, 称为双
Landau奇点.

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

κr

f
(κ
r
)

图 1 漂移波波能传播量非线性函数 f (κr)

在以下的数值分析中设径向能谱为有限宽度

的Gauss型, 存在峰位对零点偏移, 允许左右峰宽
不对称; 谱强度 I为谱形的面积

N
(in)
k =

I√
2πσ

e−(κ−κ∗)
2/2σ. (44)

下面的计算约定用σ1代表κ < κ∗一方的宽

度, 用σ2代表κ > κ∗一方的宽度.

6 轴对称静电模参量激发的典型特征

6.1 近零频带状流

正如在第 4节末所做的分析, 在有曲率的环形
位形下, 由圆柱托卡马克位形所导出的近零频带状
流色散关系也有独立的意义.

利用相速归一化的表示 (42)式, 该色散关系
(38)式还可写为∫

dκ 1

Ω + δ̄Lf (κ)

∂N
(in)
k

∂κ
+ δ̄L = 0. (45)

波能强度 I在物理区的值约为≈ 10−8. 在本节数值
计算中如设 I = 1, 相当于把Ω和 δ̄L从各自的物理

值增加了104倍.
1) 对称谱的实频率为零. 对称谱是指 (44)式

中的κ∗ = 0, σ1 = σ2 → σ. 代入Ω = Ωr + iγ, 把
(45)式的分式有理化后得到两个独立的方程:∫

dκ Ωr + δ̄Lf (κ)[
Ωr + δ̄Lf (κ)

]2
+ γ2

∂N
(in)
k

∂κ
+ δ̄L = 0 (46)

及 ∫
dκ 1[

Ωr + δ̄Lf (κ)
]2

+ γ2

∂N
(in)
k

∂κ
= 0. (47)

由 (47)式被积函数的奇偶性可判定Ωr = 0. 故
近零频带状流的有限频率仅由谱的非对称性 (或
κ∗ ̸= 0, 或σ1 ̸= σ2, 或二者皆有)引起.

2) 对称谱的色散关系. 把Ωr = 0代入 (46)
式得 ∫

dκ f (κ)

δ̄2Lf
2 (κ) + γ2

∂N
(in)
k

∂κ
+ 1 = 0. (48)

3) 激发阈值. 在 (48)式中令 γ → 0, 并代入
f (κ)得

2

∫
dκ
(
1 + κ2

)2 ∂N
(in)
k

∂κ2
+ δ̄2L = 0. (49)

代入对称Gauss谱 (44)后算出

δ̄2L = I
(
1 + 2σ + 3σ2

)
/σ. (50)

最小阈值在σ = 1/
√
3处, 对应 δ̄L阈值≈ 2.3

√
I.

这表明当能谱强度大于
(
δ̄L/2.3

)2
时, 近零频带状

流将被激发.
4) 最大增长率. 在 (48)式中取小 δ̄L极限

γ2 =
I

σ3/2
√
2π

∫
dκ κ2

(1 + κ2)
2 e−κ2/2σ −→

σ→0
I.

(51)

对给定σ的增长率在 δ̄L → 0达到最大. 另一方面,
注意到σ → 0 对应 δ谱, 对给定的 δ̄L它给出最大

的增长率, 对应的 δ̄L 阈值为无穷 (不受 δ̄L 阈值的

限制).
通过 (48)式的数值求解得到在给定强度 I下

有限宽度对 δ̄L 阈值的效应, 由图 2和图 3表示. 在
图 2中选择了几个特定宽度下近零频带状流的增

长率随 δ̄L的变化 (取 I = 1). 这些曲线与横轴的
交点就是 δ̄L的阈值. 对超过该阈值的 δ̄L, (48) 式
无解. 图 3给出了对称谱的不稳定性边界, 它仅与
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δ̄L/
√
I和σ有关. 从图 3明显看出, σ → 0时 δ̄L阈

值的迅速变化 (由1的量级到无穷). 图 3 (a)绘出了

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

¹
δL

σ=0.2

σ=1/  3

σ=1

σ=2

Im
(Ω
)

图 2 近零频带状流增长率对不同对称能谱宽度随 δ̄L的

变化 (κ∗ = 0, I = 1)
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σ
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¹ δ L
⊳
I
1
/
2

 

 

σ=0.2

σ=1

σ=2

σ=1/  3

图 3 近零频带状流的稳定性边界, 激发区在线下方 (a)
对称能谱; (b) 红线表示有限 κ∗在谱强度 I = 1的修正

δ̄L/
√
I阈值随谱宽的变化. 为比较有限谱位移对

不稳定性边界的修正, 在图 3 (b) 中还给出有限谱
位移 (κ∗ = 0.1) 对 δ̄L阈值放宽的数值结果 (本文所
有近零频带状流非对称谱的数值结果均通过求解

(45)式获取). 图 4给出了由 (51)式决定的小 δ̄L极

限下强度归一化增长率 Im(Ω) /
√
I随对称能谱谱

宽的变化.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1.0

σ

 

 

Im
(Ω

)⊳
I
1
/
2

σ=0.2

σ=1

σ=2

σ=1/  3

图 4 近零频带状流强度归一化增长率随谱宽的变化

(κ∗ = 0)

5) 增长率的强度定标律及其与谱宽σ和 δ̄L的

关系. 由 (51)式启示小 δ̄L极限下的 Im(Ω) ∼
√
I

的定标. 这一定标在有限 δ̄L的情况仅对足够大的 I

才正确. 另一方面, 在σ → 0的极限下 (51)式给出
Im(Ω) ∼

√
I, 相当于最大增长率. 一般情况下, 对

称谱的强度归一化增长率由图 5给出.

0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Ι

Im
(Ω

)⊳
I
1
/
2

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8
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σ=1/  3

¹
δL
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δL

=0.5¹
δL

图 5 Im(Ω) /
√
I 定标律在弱强度下的破缺及与 σ和 δ̄L

的关系 (κ∗ = 0)
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6) 谱位移效应. 谱位移产生实频率; 采用数值
方法研究. 图 6给出σ = 1/

√
3, I = 1参数下, 本

征值对不同 δ̄L随κ∗的变化; 结果表明, 实频率可表
示为 δ̄L乘以κ∗的奇函数. 增长率随 |κ∗|的增加而
下降.

图 7给出 δ̄L = 0.1, I = 1参数下, 对不同谱
宽参数本征值对不同 δ̄L随κ∗的变化, 其中也包括

σ → 0的极限, 即色散关系 (45) 式在 δ谱极限下

的解

Ω = −δ̄Lf (κ∗)±
√
I (3κ2

∗ − 1) / (1 + κ2
∗)

3
. (52)

该式给出的不稳定性仅当κ∗ < 1/
√
3时才存在.

但这一限制在有限宽度谱条件下被放宽 (参见
图 7 (b)).
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图 6 在不同 δ̄L 参数下本征值随谱位移的变化 (σ = 1/
√
3, I = 1) (a) 实频随 δ̄L定标关系; (b) 增长率
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图 7 对不同谱宽参数本征值随谱位移的变化 (δ̄L = 0.1, I = 1) (a) 实频; (b) 增长率
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图 8 非对称谱宽效应 (δ̄L = 0.1, I = 1, κ∗ = 0) (a) 实频; (b) 增长率
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7) 谱形非对称效应. 谱位移不是产生实频率
的惟一因素. 对零位移谱 (κ∗ = 0), 谱形非对称性
也可以导致非零的实频率. 选 δ̄L = 0.1, I = 1为

例, 图 8 (a)表明非对称谱形导致的实频率随谱宽
的增大而增大; 并表现为左右对称. 与此对照的是,
由图 8 (b) 给出增长率的改变则呈反对称性: 内侧
(κ < κ∗)小谱宽 (σ1 < σ2, 对应内侧较陡的斜率)
导致增长率增加; 内侧大谱宽 (σ1 > σ2, 对应外侧
较陡的斜率)导致增长率减小.

6.2 测地声模与环修正近零频带状流

由色散方程 (31)式略去正弦声模中的小量, 含
参量激发的测地声模色散关系为(

1

q2
− ω̂2

τ

)[(τp
ε

)2
Λ (ω̂, p)− ω̂

]
= 2ω̂. (53)

它包含两个分支: 作为参量激发下测地声模的高频
分支及作为环修正近零频带状流的低频分支. 低频
分支可近似地表示为∫

dκ 1

Ω + δ̄Lf (κ)

∂N
(in)
k

∂κ
+ δ̄L

(
1 + 2q2

)
= 0.

(54)
它与近零频带状流色散关系 (45)的惟一区别在于
(54)中的环状因子

(
1 + 2q2

)
. 该因子等效于对波

能强度的环修正: I → I/
(
1 + 2q2

)
. 因此, 所有有

关环修正近零频带状流的特性, 都可以从本节前一
部分有关近零频带状流的分析得到.

作为参量激发下测地声模的高频分支可以看

为从无湍流的Winsor色散关系 [23]出发, 然后逐渐
加大波能强度 I而得到. 它对Winsor色散关系的
有效修正只能通过以下两种方式来实现: 或是使
ReΠ (ω̂, p)相对 1不可忽略, 或是 ImΠ (ω̂, p) ̸= 0;
在ReΠ (ω̂, p)为小量的条件下, 后者要求存在Lan-
dau共振.

按相速归一化 (42)式, 波能传播量为Ω +

δ̄Lf (κ), Ω ≈ εω̂/pκϑ, max [f (κ)] ≈ 0.324, 故发
生共振的条件是

ω̂ < 0.324δ̄Lpκϑ/ε. (55)

对测地声模, ω̂ ≈
√
2. (55)式等价于

δ̄Lp > 4ε/κϑ, (56)

这一条件仅当L0/a = 1才能与测地声模的介观尺

度相容.
图 9采用最少参数归一化显示了组合参数 δ̄Lp

的重要性. 蓝线代表接近临界条件 (56)时, 要求强
度超过某个阈值通过压低实频率触发共振. 红线因
具有较高的 δ̄Lp值, 并不需要压低实频也足以触发
共振. 该图还显示了不同相速方向的效应 (负相速
由虚线及× − 1表示); 这与所选定的能谱位移κ∗

有关. 从图中看出, 当选κ∗ = 0.1时, 负相速的增长
率远大于正相速的增长率 (实线×10表示该线对应

的值是坐标值的1/10).
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图 9 测地声模本征值在临界稳定区附近的数值结果 (σ = 0.03, κ∗ = 0.1, q = 3, τ = 1, 实、虚线分别代表
正、负相速) (a) 实频; (b) 增长率

6.3 一次余弦声模与密度带状流的参量

激发

由于一次余弦声模的频率与安全因子 q成

反比, 较高的 q可以使频率低到足以发生波能

共振, 并导致一次余弦声模的激发. 选用参数

δ̃L/
√
I p̃

√
I = 0.5, δp = 0.1, κ∗ = 0, σ = 0.03,

图 10给出了在最少参数归一化下的数值结果. 它
表明, 当 q = 7时, 在物理区可以实现参量激发. 这
说明在高 q区有可能观察到密度带状流. 与测地声
模激发要求 δ̃L/

√
I p̃

√
I ∼ 4.5相比, δ̃L/

√
I p̃

√
I = 0.5

不要求很陡的密度梯度.
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图 10 一次余弦声模的参量激发 (δ̃L/
√
I p̃

√
I = 0.5, δp = 0.1, κ∗ = 0, σ = 0.03) (a) 实频; (b) 增长率

7 结 论

本文在准环坐标系中冷离子流体模型的统一

构架下讨论了三种轴对称静电模的参量激发问题;
它们是近零频带状流, 测地声模和环状声模.

就近零频带状流而言, 从两个方面回答了在前
言中所提到的问题: “托卡马克的曲率是否对圆柱
近零频带状流色散关系有修正?”. 一方面, 肯定了
圆柱近零频带状流色散关系的正确性, 这是因为除
了与一次正弦模的强耦合外, 曲率对它的修正可被
略去; 另一方面, 尽管与一次正弦模的强耦合给出
的低频分支体现了曲率的修正效应, 但当与圆柱模
型近零频带状流相比时发现, 它等价于能谱强度减
小
(
1 + 2q2

)
倍, 故无力参与和后者的竞争.

采用Gauss型能谱对近零频带状流色散关系
的求解表明, 能谱径向有限宽度对其激发带来较为
严格的限制. 以宽度σ = 0.03为例 (对应 ρs (0)为

0.1 cm,波谱半宽2.5 cm−1),从图 3 (a)可读出对应
实际物理强度 I为 10−8, δ̄L为 6 × 10−4; 这要求密
度梯度长度L0大于 200 cm才能满足激发条件. 调
整谱形的其他参数, 如非对称性, 会带来一些变化.
但总体而言还有必要对理论的适用性做较为严肃

的审视.
就测地声模的激发而言, 情况恰恰与近零频带

状流相反. 参量激发条件 (56)式要求远小于小半径
的密度梯度长度, 比如L0 : 2 cm才能满足测地声
模介观尺度的要求.

从以上分析来看, 测地声模和近零频带状流的
参量激发不可能发生在同一小半径处. 如果实验上
同时观察到他们在同一处出现, 至少其中一种不属

于参量激发机理.
就环状声模的激发而言, 对前言中另一个问

题: “为什么能看到测地声模, 而不能看到离子声
模?” 做了以下的回答: 由于一次余弦声模的频率
比测地声模小很多倍, 如果测地声模被参量激发,
余弦声模也应被激发, 特别是在高 q区. 与此同时
也有可能带动起密度带状流.

作者感谢与兰涛教授和孔德峰博士的讨论; 这有助于

他们在本文的举例和分析中选取更接近具实际意义的物理

参数.
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Abstract
The axisymmetric toroidal electrostatic mode discussed in this paper refers collectively to the nearly ideal electro-

static fluid mode with zero toroidal mode number in magnetically confined toroidal plasmas like tokamak, including
geodesic acoustic mode, sound waves and the so-called nearly zero-frequency zonal flow. Use is made of cold ion fluid
model in the toroidal coordinate system with a circular cross section to develop the theory of parametric excitation for
the three above mentioned modes systematically to the first order of inverse large aspect ratio, which ends up with the
four following observations: (1) The density zonal flow is only associated with the excitation of the first harmonic cosine
sound wave and is independent of the potential zonal flow. (2) The geodesic acoustic mode is the high frequency branch
of the dispersion in the form of coupling between the first harmonic sine sound wave and the nearly zero-frequency zonal
flow due to geodesic curvature, while the low frequency branch of the same dispersion is identified to be the ‘toroidally
modified nearly zero-frequency zonal flow’. (3) Only a weak coupling exists between the second harmonic sine sound wave
and the nearly zero-frequency zonal flow. (4) All cosine sound waves and sine sound waves beyond the second harmonic
are decoupled to the nearly zero-frequency zonal flow. A Gaussian type of drift wave energy spectrum with only a few
parameters is introduced for calculation. Emphasis is laid on the effects resulting from the finite radial spectrum width
such as double Landau-singularity, which reveal a significant modification to the δ-spectrum, thus resulting in serious
restriction to the parametric excitation of geodesic acoustic mode and nearly zero-frequency zonal flow. Also discussed
is the possibility of excitation of density zonal flow in the high q region. Numerical results are presented graphically and
discussed in the reasonable physical regime. It is indicated that the geodesic acoustic mode and the nearly zero-frequency
zonal flow cannot be parametrically excited at the same radii, and that if the geodesic acoustic mode is parametrically
excited, the density zonal flow is expectedly to be observed.
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