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不同类型混沌吸引子的复合∗
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为了实现不同类型混沌吸引子之间的复合, 采用理论分析、数值仿真和电路仿真方法, 通过设计合适的
切换控制器实现了不同两涡卷混沌系统之间的复合、不同多涡卷混沌系统之间的复合、两涡卷混沌系统与

两翅膀混沌系统之间的复合和多涡卷混沌系统与多翅膀混沌系统之间的复合. 通过观察吸引子相图、最大
Lyapunov指数和Poincaré 截面, 分析了复合系统的动力学行为. 设计了复合多涡卷 -多翅膀吸引子的模拟电
路, 并对其进行了电路仿真, 得到的电路仿真结果与数值仿真结果相一致. 这表明利用切换控制器实现不同
类型混沌系统之间复合方法的正确性.
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1 引 言

1963年Lorenz[1]提出Lorenz混沌系统, 掀开
了混沌研究热潮的序幕, 人们相继发现了一系列
的Lorenz混沌系统族. 为了更好地应用于混沌保
密通信, 研究人员致力于构造更加复杂的混沌系
统. 相比于普通的单涡卷混沌吸引子和单翅膀混
沌吸引子, 多涡卷混沌吸引子和多翅膀混沌吸引
子具有更加复杂的动力学行为, 可以更好地应用
于混沌保密通信等领域. 一方面, 人们提出了多
种关于多翅膀混沌吸引子的设计方法 [2−6], 如切
换控制器方法、异宿轨道方法 [2]、分形方法 [3]、分段

线性控制方法等 [4]. 另一方面, 人们先后提出了
用分段线性函数、阶梯波函数和符号函数等产生

多涡卷混沌吸引子的方法 [6−17]. 近年来, 采用新
型控制方法构造复杂的混沌吸引子受到了人们广

泛的关注, 文献 [18]利用一种基于切换控制的方法
实现了Lorenz系统族之间的复合. 然而, 不同类

型的混沌系统具有不同的动力学行为. 随着研究
的深入, 人们发现了一个具有挑战性的问题, 即能
否将不同类型的混沌系统复合成一个系统, 如不
同的两涡卷混沌系统复合、不同的多涡卷混沌系统

复合、两涡卷混沌系统与两翅膀混沌系统复合、多

涡卷混沌系统与多翅膀混沌系统复合. 本文对此
给出了肯定的答案, 可将不同类型的混沌系统复
合成一个系统. 复合系统不仅具有原系统的动力
学演化行为, 同时也具有自己独特的动力学特性;
复合系统的行为更加复杂, 从而具有很好的应用
前景.

本文首先给出了不同类型的混沌系统复合

的方法; 然后利用该方法分别设计了复合两涡
卷 Jerk-Chua混沌吸引子、复合多涡卷 Jerk-Chua
混沌吸引子、复合分段Lorenz-Jerk-Chua混沌吸引
子、复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子, 同时对它们进
行了动力学分析; 最后设计了复合多涡卷 -多翅膀
混沌系统的电路, 并对其进行了电路仿真, 得到的
电路仿真结果和数值仿真结果相一致.
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2 不同类型多涡卷混沌吸引子的复合

2.1 不同类型混沌吸引子的复合方法

将N个混沌吸引子复合成一个混沌吸引子的

过程称为吸引子的复合, 复合后的混沌吸引子称为
复合混沌吸引子. 文献 [18]采用切换控制方法实现
了多个三维Lorenz混沌系统族之间的复合. 本文
对此复合方法进行改进以实现不同类型的混沌系

统复合. 下面给出具体的步骤.
步骤1 假设有N个m维混沌系统, 在吸引

子相空间中存在第 i维变量的空间跨度一致, 其定
义为

ẋ1 = fj1(x1, x2, · · · , xm),

ẋ2 = fj2(x1, x2, · · · , xm),

...

ẋm = fjm(x1, x2, · · · , xm), (1)

式中 j = 1, 2, · · · , N . 选取第 i维变量xi, 将xi与

变量xj互换, 然后在第 j维设计合适的切换控制器

S(xj).

步骤2 为确保N个混沌吸引子的相空间处

于大致相同的区间, 对 (1)式中的变量进行比例变
换, 设

u1 = kj1x1,

u2 = kj2x2,

...

um = kjmxm, (2)

可得

ẋ1 = kj1fj1

(
x1

kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm

kjm

)
,

ẋ2 = kj2fj2

(
x1

kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm

kjm

)
,

...

ẋm = kjmfjm

(
x1

kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm

kjm

)
. (3)

步骤3 选择合适的坐标平移Lj , 使得相邻
的混沌吸引子之间具有公共的连通域.

步骤4 基于切换控制方法对N个混沌吸引

子进行复合, 得到复合系统的状态方程为


ẋ1

ẋ2

...

ẋm

 =



k11f11

(
x1

kj1
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x2

kj2
, · · · , xm
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)
k21f21
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x1
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,
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)
· · · kN1fN1

(
x1

kj1
,
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, · · · , xm
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k12f12

(
x1
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, · · · , xm
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(
x1
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, · · · , xm
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· · · kN2fN2

(
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,
x2
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, · · · , xm
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...

...
...

...

k1mf1m

(
x1

kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm

kjm

)
k2mf2m

(
x1

kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm
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· · · kNmfNm

(
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kj1
,
x2

kj2
, · · · , xm
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×


S1(x2)

S2(x2)
...

SN (x2)

 . (4)

2.2 复合两涡卷Jerk-Chua混沌吸引子

根据 (1)—(4)式, 在两系统的三维变量中均选
取第二维变量为基准设计切换控制器, 将两涡卷
Jerk系统和两涡卷Chua系统复合, 得到相应的复
合两涡卷Jerk-Chua混沌吸引子的状态方程为

ẋ =
2

3
(y − L1)S1(y) + 10

[
1

6
(y − L2)

− 1

2
f(2x)

]
S2(y),

ẏ =
1

2
zS1(y) + [6x− (y − L2) + 3z]S2(y),

ż = [−3x− 2(y − L1)− 0.6z + h(3x)]S1(y)

+

[
− 16

3
(y − L2)

]
S2(y), (5)

这里L1为两涡卷 Jerk系统在 y方向的平移量,
L1 = 0.6; L2为两涡卷Chua系统在 y方向的平
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移量, L2 = −0.4; f(x) = 0.3x − 0.15sgn(x);
h(x) = sgn(x). 值得注意的是, y方向上各个系

统的平移量并不是唯一的. (5)式中S1和S2是切

换控制器, 其数学表达式为

S1(y) = 0.5(1 + sgn(y − 0.05)),

S2(y) = 0.5(1− sgn(y − 0.05)), (6)

式中常数也不是唯一的, 而且通过修改切换控制器
可以控制混沌吸引子呈现的顺序. 设复合两涡卷
Jerk-Chua混沌系统的初始值为 (0.3, 0.1, 0.1), 在
Matlab中利用龙格 -库塔法进行数值仿真得到复
合系统的吸引子相图, 结果如图 1所示. 从图 1可

以看出, 两涡卷Jerk系统和两涡卷Chua系统已复
合, 得到了复合混沌吸引子, 同时验证了此混沌系
统复合方法是正确的. 计算得到复合系统的最大
Lyapunov指数为 2.2904, 表明复合系统处于混沌
状态. 为了更好地验证复合系统的混沌特性, 计算
以 z = 0.05为截面的Poincaré 截面, 结果如图 2所

示. 从图 2可以看出, Poincaré 截面上的点主要分
布在四条并行的直线上, 进一步验证了复合系统处
于混沌态.
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图 1 复合两涡卷 Jerk-Chua混沌吸引子相图
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图 2 复合两涡卷 Jerk-Chua混沌吸引子的Poincaré 截面

2.3 复合多涡卷Jerk-Chua混沌吸引子

复合多涡卷 Jerk-Chua混沌吸引子的状态方
程与 (5)式相同, 但L1和L2分别为多涡卷 Jerk系
统和多涡卷Chua系统在 y方向的平移量,

L1 =0.58, L2 = −0.55;

f(x) =0.3x− 0.15[sgn(x) + sgn(x− 1)

+ sgn(x+ 1)];

h(x) =sgn(x) + sgn(x− 2) + sgn(x+ 2).

复合多涡卷Jerk-Chua混沌吸引子的切换控制器和
(6)式相同. 设复合多涡卷 Jerk-Chua混沌系统的
初始值为 (0.3, 0.1, 0.1), 在Matlab中利用龙格 -库
塔法进行数值仿真得到复合系统的吸引子相图, 结
果如图 3所示. 计算得到的复合多涡卷Jerk-Chua
混沌吸引子的最大Lyapunov指数为 8.0909, 说明
复合系统处于混沌状态. 计算以 y = 0.5为截面的

Poincaré 截面, 结果如图 4所示. 从图 4可以看出,
Poincaré 截面上的点主要分布在四条线上, 这与吸
引子相图 (图 3 )相一致, 同时也表明复合系统处于
混沌状态.
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图 3 复合多涡卷 Jerk-Chua混沌吸引子相图
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图 4 复合多涡卷 Jerk-Chua混沌吸引子的Poincaré 截面
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3 复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子

3.1 复 合 分 段Lorenz-Jerk-Chua混 沌
吸引子

两翅膀分段Lorenz系统的状态方程为

ẋ =
1

2
(y − x), ẏ = (2− z)sgn(x),

ż = g(x)− 1

10
z. (7)

根据本文提出的不同类型混沌吸引子的复合方法,
将系统的 z变量与 y变量互换, 得到分段Lorenz系
统的状态方程为

ẋ =
1

2
(z − x), ẏ = g(x)− 1

10
y,

ż = (2− y)sgn(x). (8)

图 5所示为系统变量变换前后分段Lorenz系
统的吸引子相图. 从图 5可以看出, 变量变换后分
段Lorenz系统还是两翅膀混沌系统, 并且变换后
的分段Lorenz系统在状态变量 y方向上处于同一

变化区间, 且跨度一致.
根据 (1)—(4)式, 将两翅膀分段Lorenz系统、

两涡卷Jerk系统和两涡卷Chua系统复合, 得到相
应的复合分段Lorenz-Jerk-Chua混沌系统方程为

ẋ =
1

2
(z − x)S1(y) +

2

3
(y − L2)S2(y)

+ 10

[
1

6
(y − L3)−

1

2
f(2x)

]
S3(y),

ẏ =

[
g(x)− 1

10
(y − L1)

]
S1(y)

+
1

2
zS2(y) + [6x− (y − L3) + 3z]S3(y),

ż = [2− (y − L1)]sgn(x)S1(y)

+ [−3x− 2(y − L2)− 0.6z

+ h(3x)]S2(y) +

[
− 16

3
(y − L3)

]
S3(y), (9)

式中, L1, L2和L3分别为两翅膀分段Lorenz系统、
两涡卷Jerk系统和两涡卷Chua系统在 y方向上的

平移量, L1 = −0.5, L2 = 0.58, L3 = −0.4; f(x) =
0.3x − 0.15sgn(x); h(x) = sgn(x); g(x) = |x|. S1,
S2, S3是切换控制器, 其数学表达式为

S1 =
1

2
[1 + sgn(x− 1.2)],

S2 =
1

2
[sgn(x− 0.05)− sgn(x− 1.2)],

S3 =
1

2
[1− sgn(x− 0.05)]. (10)
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图 5 系统变量变换前后分段Lorenz系统的混沌吸引子
相图 (a) 变换前; (b) 变换后

设复合分段Lorenz-Jerk-Chua混沌系统初始
值为 (0.3, 0.1, 0.1), 在Matlab中利用龙格 -库塔法
进行数值仿真得到此复合系统的吸引子相图, 结果
如图 6所示. 从图 6可以看出, 两翅膀分段Lorenz
混沌系统与两涡卷混沌系统也能实现复合, 计
算得到复合涡卷 -翅膀系统的最大Lyapunov指数
为 1.5733, 表明复合系统处于混沌状态. 计算以
y = 1.5为截面的Poincaré 截面, 结果如图 7所示.
从图 7可以看出, Poincaré 截面上的点主要分布在
两条线上, 这与吸引子相图 (图 6 )相一致, 同时也
表明复合系统处于混沌态.

3.2 复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子

复合多翅膀Lorenz-多涡卷 Jerk-多涡卷Chua
混沌系统的状态方程与 (9)式相同, 但

L1 = − 0.5, L2 = 0.58, L3 = −0.55,

f(x) = 0.3x− 0.15[sgn(x) + sgn(x− 1)

+ sgn(x+ 1)],

h(x) = sgn(x) + sgn(x− 2) + sgn(x+ 2),
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g(x) = 0.6|x| − 43

206

[
2 + sgn

(
x− 43

60

)
− sgn

(
x+

43

60

)]
,

此复合系统切换控制器的数学表达式与 (10)式
相同. 设复合多翅膀Lorenz-多涡卷 Jerk-多涡卷
Chua系统初始值为 (0.3, 0.1, 0.1), 在Matlab中利
用龙格 -库塔法进行数值仿真得到复合系统的吸引
子相图, 结果如图 8所示. 计算得到复合多涡卷 -多
翅膀混沌吸引子的最大Lyapunov指数为 14.6743,
表明复合系统处于混沌状态. 计算以 y = 1.5为截

面的Poincaré 截面, 结果如图 9所示. 从图 9可以

看出, Poincaré 截面上的点主要分布在四条线上,
这与吸引子相图 (图 8 )相一致, 同时也验证了复合
系统处于混沌状态.

综上所述可知, 对于不同类型的混沌吸引子,
只要设计合理就能将其复合成一个混沌系统.

֓⊲ ֓⊲  ⊲ ⊲
֓⊲
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⊲

y

x

图 6 复合分段Lorenz-Jerk-Chua混沌吸引子相图

3.3 复合前后混沌系统最大Lyapunov
指数的比较

计算得到各混沌系统的最大Lyapunov指数,
结果列于表 1 . 由表 1可知, 系统复合后最大Lya-
punov指数都有明显的增加, 表明系统行为更加复
杂. 而且复合多涡卷 Jerk-Chua混沌系统的最大
Lyapunov指数大于复合两涡卷 Jerk-Chua混沌系
统的最大Lyapunov指数, 复合多涡卷 -多翅膀混沌
系统的最大Lyapunov指数大于复合分段Lorenz-
Jerk-Chua混沌系统的最大Lyapunov指数,这表明
通过复合操作可以提高混沌吸引子的复杂性.
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⊲
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⊲
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图 7 复合分段 Lorenz-Jerk-Chua混沌吸引子的
Poincaré 截面
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图 8 复合多翅膀 Lorenz-多涡卷 Jerk-多涡卷Chua混
沌吸引子相图
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֓

֓







x
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图 9 复合多翅膀 Lorenz-多涡卷 Jerk-多涡卷Chua混
沌吸引子的Poincaré 截面

表 1 不同混沌系统的最大Lyapunov指数的比较

混沌系统 最大Lyapunov指数
Jerk 0.1187
Chua 0.3229
分段Lorenz 0.1149
复合两涡卷 Jerk-Chua 2.2904
复合多涡卷 Jerk-Chua 8.0909
复合分段Lorenz-Jerk-Chua 1.5733
复合多涡卷 -多翅膀 14.6743
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4 复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子的
电路设计与仿真

在Multisim软件中, 采用模块化方法设计了
复合多涡卷 -多翅膀混沌系统的电路. 根据 (9)和
(10)式进行电路设计, 电路结构框图如图 10所示,
电路由中间变量模块、切换控制模块和主电路模块

组成. 采用TL082型运算放大器得到的电路设计
图如图 11所示, 因版面有限, 只给出了主电路的设
计电路. 这里变量u1, v1, w1是实现 (9)式第一个
方程的中间变量; u2, v2, w2是实现 (9)式第二个方
程的中间变量; u3, v3, w3是实现 (9)式第三个方程
的中间变量. (u1, v1, w1), (u2, v2, w2)和 (u3, v3,
w3)实现的电路设计分别对应于模块x2, x3和x4.
模块x1, x8和x9分别对应于多涡卷 Jerk系统、多
涡卷Chua系统和多翅膀Lorenz系统的非线性项.
模块x5, x6和 x7分别对应切换控制器S1, S2和

S3. 此复合多涡卷 -多翅膀混沌系统电路的状态方
程为

ẋ =
1

R1C1

{(
R4

R5
z − R4

R6
x

)
S1(y)

+

(
R7

R8
y − R7

R9
L2

)
S2(y)

+

(
R10

R11
y − R10

R12
L3 −

R10

R13
f(2x)

)
S3(y)

}
,

ẏ =
1

R2C2

{[
R14

R15
g(x)− R16

R17
(y − L1)

]

× S1(y) +
R18

R19
zS2(y)

+

[
R20

R21
x− R22

R23
(y − L3) +

R24

R25
z

]
S3(y)

}
,

ż =
1

R3C3

{[
2− R26

R27
(y − L1)

]
sgn(x)S1(y)

+

[
− R28

R29
x− R30

R31
(y − L2)

− R32

R33
z + h(3x)

]
S2(y)

+

[
− R34

R35
(y − L3)

]
S3(y)

}
. (11)

设图 11中电容C1 = C2 = C3 = 10 µF, 对比
(9)式可得电阻

R1 = R2 = R3 = 100 kΩ, R4 = 1 kΩ,

R5 = R6 = R7 = 2 kΩ,

R8 = R9 = 3 kΩ, R10 = 10 kΩ,

R11 = R12 = 6 kΩ, R13 = 2 kΩ,

R14 = R15 = 10 kΩ,

R16 = 1 kΩ, R17 = 10 kΩ,

R18 = 1 kΩ, R19 = 2 kΩ,

R20 = 60 kΩ, R21 = 10 kΩ,

R22 = R23 = 10 kΩ,

R24 = 60 kΩ, R25 = 20 kΩ,

R26 = R27 = 10 kΩ,

R28 = 3 kΩ, R29 = 1 kΩ,

R30 = 2 kΩ, R31 = 1 kΩ,

R32 = 6 kΩ, R33 = 10 kΩ,

R34 = 16 kΩ, R35 = 3 kΩ.

对图 11所示电路进行仿真,结果如图 12 所示.
对比图 8和图 12可知, 电路仿真结果与数值仿真结
果相一致.
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图 10 复合多涡卷 -多翅膀系统的电路结构框图
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图 11 复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子的主电路图
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图 12 复合多涡卷 -多翅膀混沌吸引子的电路仿真结果

5 结 论

本文对不同类型混沌系统的复合方法、复合

系统的数值仿真、复合系统的动力学分析以及复

合系统的电路设计进行了研究, 通过设计合适的
切换控制器, 分别得到了两涡卷 Jerk混沌系统与
两涡卷Chua混沌系统的复合吸引子, 多涡卷Jerk
混沌系统与多涡卷Chua混沌系统的复合吸引子,
两涡卷Jerk混沌系统、两涡卷Chua混沌系统与两
翅膀分段Lorenz混沌系统的复合吸引子, 多涡卷
Jerk混沌系统、多涡卷Chua混沌系统与多翅膀分
段Lorenz混沌系统的复合吸引子. 研究表明: 通

过设计合适的切换控制器, 不同类型的混沌吸引子
可以复合成一个混沌吸引子. 比较复合前后混沌
系统的最大Lyapunov指数发现, 复合后混沌系统
的最大Lyapunov指数增大, 复合多涡卷 -多翅膀混
沌吸引子的最大Lyapunov指数大于普通涡卷混沌
吸引子和普通翅膀混沌吸引子的最大Lyapunov指
数, 复合后混沌吸引子在相空间中呈现更复杂的动
力学行为, 说明系统的复杂性增加, 有利于提高混
沌应用系统的安全性. 采用模块化设计实现了复
合混沌吸引子电路, 证明了复合吸引子的物理可实
现性.
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Compound attractors between different chaotic systems∗
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Abstract
To obtain compound attractors between different chaotic systems, based on theoretical analysis, numerical sim-

ulation, and circuit simulation methods, compound attractors between different 2-scroll systems, between different
multi-scroll chaotic systems, between 2-scroll system and 2-wing system and between multi-scroll system and multi-wing
system, are designed via switching control. Dynamical characteristics of the system are analyzed by observing the at-
tractor phase diagram, the largest Lyapunov exponent and the Poincaré section. A circuit for a compound multiple
scroll-multiple wing chaotic attractor is designed and simulated. Numerical simulation and circuit simulation are con-
sistent with each other. It shows that the method of obtaining compound attractors between different chaotic systems
via switching control is correct.
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